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Neste capitulo vamos Uar pcrspectiva ao nosso estudo dc equates diferenoiais do diversas maneiras difc- 
rontes. Prinieiro, vamos usar dois problemas para ilustrar algumas das ideias basicas a quo retornaremos 
com frequencia e quo soldo aprofundadas ao longo dcsto livro. Indicamos. mais adianto. diversos modos 
do classificar equates,com o objelivo de fornocor uma oslrutura organiz.acionnl para o livro. Finalmonte. 
fazcmos um osboqo das tendencias principais no dosonvob imonto histdrico dossc campo e moncionamos 
alguns dos matomalicos ilustres quo contribufram para o assunlo. O estudo das equates difcrenciais 
atraiu a atem, - ao dos maioros matomalicos d»> mundo durante os tics ultimos sdculos. Aposar disso. conti- 
nua sondo uma area do pesquisa dinamica hojo cm dia.com muitas quostdos intorossantos om aborto. 


1.1 Alguns Modelos Matematicos Basicos; Campos de Direqao 

Antes do comci^ur um estudo sdrio do equates difcrenciais (lendo cslo livro ou partes suhstanciais dele, 
por exemplo). voce dove lor alguma ideia dos beneficios quo isso podo Iho trazor. Para alguns estudantes 
o inlcresse intrinseco do assunto d motiva^ao suficiento. mas para a maioria as possfvois aplica<;6os im- 
porlantos om outros campus d quo fazom com que tal estudo valha a pona. 

Muitos dos principios, ou lois. quo regem o comportamonto do mundo lisico sao proposi^dos. ou re- 
la^'dos. envolvendo a taxa segundo a qual as coisas acontccem. Expressas cm linguagcm matematica. as 
rolaqdos sao equates e as taxas sao derivadas. Equates contendo derivadas sao eqnayoes diferenoiais. 
Portanto, para compreender e investigar problemas envolvendo o movimento de fluidos, o lluxo de cor- 
rente cletrica cm cireuilos. a dissipaijao de calor cm objetos solidos. a propagav'ao e a deiec<;ao de ondas 
sismicas ou o aumento ou a diminuiqao de populates, entre muitos outros. d necessario saber alguma 
coisa sobre equates diferenoiais. 

Uma oouaoao diferencial quo dosorove alguni proco sso lis ico d chamada, muitas vozes.de niodelo inatoma- 
tico do procosso . e muitos dosses modelos sao discutidos ao longo do toxto. Comeqamos esta se<;ao com dois 
modelos que nos Icvam a equates faceis de resolver. Vale a pona obsorvar quo niesmo as oquaqbos diferen- 
ciais mais simples fornecem modelos utois do procossos ffsicos importantos. 


EXEMPLO 

1 


Um Objoto 
cm Queda 


Suponha quo um objoto esta caindo na atmosfera, perto do nix ol do mar. Formulo uma equa^ao diferencial que 
descreva o movimento. 

Comev'amos usando letras para representar as diversas quantidadcs de interessc nesse problema. O mo¬ 
vimento ocorre durante um determinado intervalo de tempo, logo vamos usar t para denotar o tempo. Alem 
disso, vamos usar i< para representar a velocidade do objeto cm queda. A velocidade deve variar com o tempo, 
de modo que vamos considerar u como uma fun<;ao de /: em outras palavras, t 6 a variavel independente ere 
a variavel dependente. A cscolha do unidados do modida 6 um tanto arbitraria. e nao ha nada no enunciado 
do problema quo sugira unidades apropriadas. de modo quo estamos livres para escolher unidades que nos 
pareyani razouveis. Especilicamente. vamos medir o tempo / em segundos (s) e a velocidade r em metros por 
segundo (m/s). Alem disso. vamos supor que a velocidade v o positiva quando o sontido do movimento £ para 
baixo. isto e, quando o objoto estd caindo. 


1 
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A lei fisica que governa o movimento de objetos <5 a segunda lei de Newton, que diz que a massa do objeto 
vezes sua aceleraqao 6 igual & forga total atuando sobre o objeto. Em linguagem matematica, essa lei 6 expressa 
pela equaqao 

F = nia. (I) 

onde ni6 a massa do objeto.a sua aceleragao e F a forqa total agindo sobre o objeto. Para manter nossas unidades 
consistentes, mediremos m cm quilogramas (kg), a em metros por segundo ao quadrado (m/s : ) e F em newtons 
(N). £ claro que a e u estao relacionadas por a = dildi, de modo que podemos reescrever a Eq. (1) na forma 

F = m(dv/dt). (2) 

A seguir. considere as forqas que agem no objeto em queda. A gravidade exerce uma forga igual ao peso 
do objeto, ou mg, onde g d a aceleragao devida a gravidade. Nas unidades de medida que escolhemos. g foi 
determinada experimentalmente como aproximadamente igual a 9,8 m/s : prdxinto h superfic ie da Terra. Existe. 
tanibem, uma forga devida h resistencia do ar que 6 mats difictl de modelar. Este nao e o local para uma discus- 
sao aprofundada da forga de resistencia do anbasta dizer que sc supoe, muitas vezes, que a resistencia do ar i 
proporcional Si velocidade, e faremos essa hipdtese aqui. Dessa forma, a forga de resistencia do ar tern magni¬ 
tude (ou modulo) yv, onde y6 uma constante chamada de coeficiente da resistencia do ar. O valor numerico 
do coeficiente de resistencia do ar varia muito de um objeto para oulro; objetos com superficie lisa c formato 
aerodinamico tern coeficiente de resistencia do ar muito menor do que objetos com superficie rugosa e formato 
nao aerodinamico. O coeficiente y corresponde a massa por unidade de tempo, ou seja. kg/s neste problema; se 
essas unidades parecem estranhas, lembre que y v tern que ter unidades de forga, ou seja, kgm/s : . 

Ao escrcver uma expressao para a forga total F, precisamos lembrar que a gravidade sempre age para baixo 
(no sentido positivo), enquanto a resistencia do ar age para cima (no sentido negativo). como ilustrado na Fig. 
1 . 1 . 1 . Logo, 

F = mg - yv (3) 

e a Eq. (2) torna-se 

dv 

in—=mg — yv. (4) 

(It 

A Eq. (4) e um modelo matermitico de um objeto caindo na atmosfera. prdximo do nivel do mar. Note que o 
rnodelo content as trOs constantes m.g e y. As constantes m e y dependent bastante do objeto particular que 
cstd caindo, e serSo diferentes, em geral. para objetos diferentes. E comum referir-se a essas constantes como 
parametros, ja que podem lomar um conjunto de valores durante um experimento. Por outro lado.o valor de g 
e o mesmo para todos os objetos. 

i 

I YU 

O m 

mg 

FIGUR A 1 . 1.1 Diagrama de formas agindo sobre uni objeto em queda livre. 


Para resolver a Eq. (4) precisamos encontrar uma fun?ao e = v(l) que satisfaga a equaqao. Isso nao e 
dificil de fazer, e vamos ntostrar como na proxima se?ao. Agora, no entanto, vamos ver o que podemos des- 
cobrir sobre solu^oes sem encontrar, de fato, qualquer uma delas. Nossa tarefa pode ser ligeiramente sint- 
plificada se atribuirmos valores nuntericos para m e y, mas o procedintenlo e o mesmo, independentemente 
dos valores escolhidos. Vamos supor que m = 10 kge y= 2 kg/s. Entao.a Eq. (4) pode ser escrita como 



v 

5’ 


(5) 



EXEMPLO 

2 


Um Objeto 
em Queda 
(continua?5o) 


Investigue o comportamento das soluijoes da Eq. (5) sent resolver a equa^ao diferencial. 

Vamos proceder analisando a Eq. (5) de um ponto de vista geometrico. Suponha que a velocidade e tent 
um determinado valor. Entiio, calculando a expressao & direita do sinal de igualdade na Eq. (5) encontramos 
o valor correspondente de dv/dt. Por exemplo, se u = 40, entao dvldt = 1,8. Isso significa que a inclinagao’ de 

’ Isso 6 o coeficiente angular da rela tangente ao grafico. (N T.) 
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uma solugao v = i it) tern valor 1,8 eni qualquer ponto onde i* = 40. Podemos apresentar essa informagao grafi- 
camente no piano tv desonhando pequenos segmentos dc rcta com cocliciente angular 1,8 cm diversos pontos 
ao longo da reta i' = 4ft. Analogamcnte, se v = 50, cntao dv/dt — -0.2, logo desenhamos segmentos de reta com 
cocliciente angular -0.2 cm diversos pontos ao longo da reta v = 50. Procedendo da mesma maneira com outros 
valorcs de u obtemos a lig. 1.1.2. que e uni exemplo do que chamado de um cumpo de diregoes. 

Lembre-se de que uma solugao da Eq. (5) <5 uma fungao v = v(t) cujo grafico e uma curva no piano tv. A 
importancia da Fig. 1.1.2 <1 que cada segmento de reta e tangente ao griilico de uma dessas curvas solugao. As- 
sim. mesmo nao tendo encontrado quakiuer solugao e nao aparecendo o grafico de nenhuina solugao na ligura. 
podemos fazer deduces qualitativas sobre o comportamento das solugocs. Por exemplo.se v for menor do que 
certo valor crftico cntao todos os segmcnios de reta tern coeficientes angulares positives e a \ elocidade do obje- 
to em queda aumenta enquanto ele cai. Por outro lado, sc i for maior do que o valor critico cntao os segmentos 
de rcta tern coeficientes angulares negativos e o objeto cm queda vai diminuindo a velocidade a medida que cai. 
Qual e esse valor critico de v ciue separa os obietos cuja velocidade eslii aumenlando daquelcs cuia velocidade 
eslii diminuindo.' Referindo-nos. novamente, A Eq. (5). perguntamos quais os valorcs de v que farao com que 
dvldt seja zero. A resposta ei'= (5)(9,8) = 49 m/s. 

De fato, a fungao constante v = 49 e uma solugao da Eq. (5). Para verilicar essa alirmagao. substitua v (/) = 
49 na Eq. (5) e note que as expressoes dos dois lados do sinal de igualdade sao iguais a zero Como essa solu¬ 
gao nao varia com o tempo. y(t) = 49 e chamada de solncan de equ ilihrio. Essa e a solugao que corresponde a 
um equilibrio perfeito entre a gravidade e a resistencia do ar. Mostramos, na Fig. 1.1.3.a solugao de equilibrio 
superposta no campo de diregoes. Dessa ligura podemos chegar a outra conclitsao, a saber, que todas as outras 
solugdes parecem estar convergindo para a solugao de equilibrio quando t aumenta. 
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FIGURA 1.1.2 Um campo de diregoes para a Eq. (5). 
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FIGURA 1.1.3 Campo de diregoes e solugao de equilibrio para 
a Eq. (5). 


A abordagem ilustrada no Exemplo 2 pode scr igualmente aplicada h Eq. (4), mais geral.onde os pa- 
rametros m e y sao numeros positives nao especificados. Os resultados sao essencialmente identicos aos 
do Exemplo 2. A solugao de equilibrio da Eq. (4) e v(t) = tngly. Solugoes abaixo da solug3o de equilibrio 
aumentam de velocidade com o tempo, solugoes acima diminuem de velocidade e todas as solugocs se 
aproximam da solucao de equilihrio quando t lica muito grande. 

Campos de diregoes. Campos de diregoes sao ferramentas valiosas no estudo de solugoes de equates 
diferenciais da forma 


• d JL ( 6 ) 

at 

onde /£ uma fungao dada de duas variaveis, t e y, algumas vez.es chamada de funyao taxa. Um campo de 
diregoes para equagoes da forma geral (6) pode ser construido calculando-sc / cm cada ponto de uma 
malha retangular. Em cada ponto da malha desenha-se um pequeno segmento de rela cujo cocficiente 
angular 6 o valor da fungao/naquele ponto. Dessa forma, cada segmento de reta <5 tangente ao grafico de 
uma solugao contendo aquele ponto. Um campo de diregoes desenhado em uma malha razoavelmente 
lina fornece uma boa ideia do comportamento global das solugoes de uma equagao diferencial. Basta.em 
geral. uma malha contendo algumas centenas de pontos. A construgao de um campo de diregoes c muitas 
vezes um primeiro passo bastante util na investigagao de uma equagao diferencial. 
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EXEMPLO 

3 



Vale a pena fazer duas observances. A primeira 6 que p ara construi r um campo d t^djre^o es n ao precisa- 
mos resolver a Eg. (6), a p enas calcula r a funcao dada/ [ f.y) muitas vezes. Dessa forma, campos de direijao 
podem ser construtdos com facilidade mesmo para equaqoes muito diffeeis de resolver. A segunda 6 que 
fazer cdlculos repetidos de uma funcao dada e uma tarefa para a qual um computador £ particularmcnlc 
apropriado, e vocS deve cm geral usar um computador para desenhar um campo de diredoes. Todos os 
campos de dire^ao moslrados ncste livro.como o da Fig. 1.1.2, foram gerados em um computador. 


Ratos do Campo e Corujas. Vamos ver, agora, um exemplo bent diferente. Considere uma popula^ao de ra- 
tos do campo que habitam certa area rural. Vamos supor que. na ausencia de predadores, a popula^o de 
ratos cresce a uma taxa proporcional it populagao atual. Essa hipdtese e uma lei ffsica que nao esta muito 
bem estabelecida (ao contrario da lei de Newton para o movimenlo no Exemplo 1), mas 6 uma hipotesc 
inicial usual 1 em um estudo de crescimento populacional, Se denotarmos o tempo por / e a populagao de 
ratos por p(t), entao a hipdtese sobre o crescimento populacional pode ser expressa pela equaqilo 



(7) 


onde o fator de proporcionalidade r e chamado de taxa cunstante ou taxa de crescimento. Espccificamen- 
te, suponhamos que o tempo 6 medido em meses e que a taxa r tern o valor de 0,5 por mes. Entao. cada 
uma das expressoes na Eq. (7) tern unidades d e ratos por mes. 

Vamos aumentar o problema supondo que diversas corujas moram na mesma vizinhanqa e que elas 
matam 15 ratos do campo por dia. Para incorporar essa informaqao ao modelo precisamos acrescentar 
outro termo a equaijao diferencial (7), de modo que ela se transforma em 


= 0.5p - 450. (8) 

at 

Observe que o termo correspondente a aqao do predador e -450 em vcz de -15. jd que o tempo est;i sendo 
medido em meses e o que precisamos e a taxa predatdria mensal. 


Investigue graficamente as soluqoes da Eq. (8). 

A Figura 1.1.4 mostra um campo de direqoes para a Eq. (8). Pode-sc observar da figura, ou mesmo dircta- 
mente da Eq. (8). que para valores suficientemente grandes de p. dpUh i positivo. de modo que a solucao cresce, 
Por outro lado, se p c pequeno, ilpklt e negativo e a solugao diminui. Novamente. o valor crftico de p que separa 
as solugoes que crescem das que decrescem e o valor de p para o qual dp!(it c igual a zero. Fazendo dpldl igual 
a zero na Eq. (8) e resolvendo depois para p enconlramos a solucao de equilibrio p(t) = 90t), para a qual os 
termos para o crescimento e para a a$ao predatoria na Eq. (8) estao perfeitamente equilibrados. A solucao de 
equilibrio taraMm cstd ilustrada na Figura 1.1.4. 



FIGURA 1.1.4 Um campo de diregdes e solucao de equilibrio para a Eq. (8). 


'Um modelo de crescimento populacional melhor 6 discutido na Se«,-ao 2.5. 







INTRODIH^O 5 


Comparando os Exemplos 2 e 3, vemos que em ambos os casos a soluqao de equilibrio separa as 
soluqoes crcscentes das decresccntcs. No Exemplo 2 as ouiras solugoes convergem para a soluqao de 
equilibrio ou sao atraidas para ela. de modo que depois de o objelo cair por um tempo suficiente urn 
observador o vertf movendo-se perto da velocidade de equilibrio. Por outro lado, no Exemplo 3 as outras 
soluv'oes divergent da soluqao de equilibrio, ou sao repelidas por ela. As soluqdes sc comportam de ma- 
neiras bem diferentes dependendo se come?am acima ou abaixo da soluqao de equilibrio. A medida que 
o tempo passa um observador pode ver populates muilo maiores ou muilo menores do que a populaijao 
de equilibrio, mas a soluijao de equilibrio propriamente dita nunca serd observada na pratica. Em ambos 
os problemas, no entanto, a soluqao de equilibrio e muito importante para a compreensao do comporla- 
mento das soluqoes da equaqao difcrencial dada. 

Uma versao mais geral da Eq. (8) e 



-k. 


(9) 


onde a taxa de crescimento r e a taxa predatdria k nao estao especificadas. As soluijoes dessa equa?ao 
mais geral sao muito semelhanles ds solutes da Eq.(8). A solu<;aode equilibrio da Eq. (9) ep(t) = klr. As 
solu^oes acima da soluqao de equilibrio crcscem, enquanto as que estao abaixo decrescem. 

Voce deve ter em mente que ambos os modelos discutidos nesta se<,ao tern suas limitaqoes. O modelo 
(5) do objeto em queda so e valido enquanto o objeto esta em queda livre, sem encontrar obstaculos. O 
modelo populacional (8) preve a existencia.apds um longo tempo, de um mimero negativo (se p < 900) ou 
de um numero imenso (se p > 900) de ratos. Essas presisoes nao sao realistas, de modo que esse modelo 
torna-se inaceitavel apds um periodode tempo razoavelmente curto. 


A Construgao de Modelos Matematlcos. Para se usar as equates diferenciais nos diversos campos em que 
sao uteis d preciso. primeiro, formular a equaqao diferencial apropriada que descrevc, ou modela, o pro- 
blema em questao, Consideramos, nesta seqSo, dois exemplos desse processo de modelagem, um vindo 
da fisica e outro da ecologia. Ao construir modelos matematicos futuros voce deve rcconhecer que cada 
problema e diferente e que a arte de modular nao e uma habilidade que pode ser reduzida a uma lista de 
regras. De fato, a construqao de um modelo satisfatdrio e algumas vezes a parte mais dificil de um proble¬ 
ma. Apesar disso, pode ser litil listar alguns passos que fazem muitas vezes parte do processo: 

1. Idcntilique as variaveis independente e dependcnle, e atribua letras para representd-las. Muitas vezes a 
variavel independente 6 o tempo. 

2. Escolha as unidades de medida de cada variavel. Essa escolha e, de certa forma, arbitraria. mas algumas 
escolhas podem ser mais convenientcs do que outras. Por exemplo, escolhemos medir o tempo em segun- 
dos no caso de um objeto em queda c em meses no problema populacional. 

3. Use o principio basico subjacente, ou a lei que rege o problema em investigaqao. Isso pode ser uma lei 
fisica amplamente reconhecida, como a lei do movimento de Newton, ou pode ser uma hipotese um tanto 
especulativa baseada na sua prdpria experiencia ou em observaijoes. De qualquer modo, e provdvel que 
essa etapa nao seja uma etapa puramenle matematica. mas uma em que serd necessdrio ter familiaridade 
com o campo de aplicaijao onde o problema se originou. 

4. Expresse o principio ou lei do passo 3 em fumjao das variaveis escolhidas no passo 1. Isso pode ser mais 
facil falar do que fazer. Pode exigir constantes fisicas ou parametros (como o coeficiente da resistencia do 
ar no Exemplo 1) e a determinaqao de valorcs apropriados para eles. Ou pode envolver o uso de varidveis 
auxiliares, ou intermediarias, que tern que estar relacionadas com as varidvcis primdnas. 

5. Ccrtifique-se de que cada pareela em sua equa^ao esta nas mesmas medidas fisicas. Se isso nao acontecer 
sua equaijao estd errada e voce deve tentar conserta-la. Se as unidades sao as mesmas, entao sua equagao 
esta pelo menos consistente do ponto de vista dimensional, embora possa conter outros erros que esse 
teste nao revela. 

6. Nos problemas considerados aqui o resultado do passo 4 e uma unica equa<;3o diferencial, que constitui 
o modelo matemdtico desejado. Lembre-sc, no entanto, de que em problemas mais complexos o modelo 
matematico resultante pode ser muito mais complicado. podendo envolver. por exemplo, um sistema com 
varias cquaqoes diferenciais. 


PROBLEMAS CiK ^ a un> d° s Problemas de 1 a 6 desenhe um campo de direqdes para a equagao diferencial dada. Baseado 

- no campo de direqdes, determine o comportamento de y quando t —* x -Sc esse comportamento dependcr do 

valor inicial de y em / = 0, descreva essa dependeneia. 
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4fl t Q/ = 3-2y 
4fl 3. y = 3 + 2y 
41 y = 1 + 2 y 


41 2. y' = 2y — 3 
4L 4 / = — 1 — 2y 

4l@y=y+ 2 


Em cada um dos Problemas de 7 a 10 escreva uma equaijao diferencial da forma 
tern o comportamento descrito quando t -» ao. 


dyldi = ay + b cujas soluqoes 


7. Todas as soluqdes tendem a y = 3. (§/ Todas as solugoes tendem a y = 2/3. 

9. Todas as outras solu^des se afastam de y = 2. fjo) Todas as outras soluqdes se afastam de v = 1/3. 


Em cada um dos Problemas de 11 a 14 desenhe um campo de dire?6cs para a equagao diferencial dada. Base- 
ado no campo de diregocs, determine o comportamento de v quando /-»=». Se esse comportamento depender 
do valor inicial de y em t = 0, descreva essa dependencia. Note que nesses problemas as equates nao sao da 
forma y‘ = ay + b e o comportamento de suas solugoes 6 um pouco mais complicado do que o das solugoes das 
equates no texto. 


41 11. y'=y(4-y) 4^ 12. y = -y(5-y) 

41- 13. / =y 4L 14 - y=y(y-2 ) 2 

Considere a seguinte lista de equates difercnciais, algumas das quais produziram os campos de diregao ilus- 
trados nas Figuras de 1.1.5 ate 1.1.10. Em cada um dos Problemas de 15 a 20 identifique a equagfio diferencial 
que corresponde ao campo de diregocs dado. 


(a) y' = 2y - 1 
(c) y = y - 2 
(e) y' = y(y - 3) 

(g) y = -2 - y 

(i) y = 1 - 2y 

15. O campo de diregdes na Figura 1.1.5. 

16. O campo de diregoes na Figura 1.1.6. 

17. O campo de diregdes na Figura 1.1.7. 

18. O campo de diregoes na Figura 1.1.8. 

19. O campo de diregdes na Figura 1.1.9. 

20. O campo de diregoes na Figura 1.1.10. 


(b) y' = 2 + v 
(d) y' = y(y + 3) 
(f) y = 1 + 2y 
(h) y' = y(3 — y) 

a) y=2—y 



FIGURA 1.1.5 Campo de diredoes para o 
Problema 15. 



FIGURA 1.1.6 Campo de diredoes para o 
Problema 16. 
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FIGURA 1.1.7 Campo de diregdes para o 
Problema 17. 
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FIGURA 1.1.8 Campo de diregdes para o 
Problema 18. 
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FIGURA 1.1.9 Campo de diregoes para o 
Prohlema 19. 
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FIGURA 1.1.10 Campo de diregdcs para 
o Problema 20. 
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24. 


21. Um pequeno lago contem. inicialmente. I.IHX).(XM) de guides (aproximadamenle 4.550.000 litros) de agua 
e uma quantidade desconhecida de um produto quimico indesejavel. O lago recebe agua contendo 0.01 
grama dessa substancia por §>alao a uma laxa de 300 galoes por hora. A mistura sai a mesma taxa, de modo 
que a quantidade de 3gua no lago permanece constante. Suponha que o produto quimico esta distribuido 
uniformemente no lago. 

(a) Escreva uma equagao diferencial cuja soluguo e a quantidade de produto quimico no lago em um 
instante qualquer. 

(b) Oual a quantidade do produto quimico que estarsi no lago apos um periodo muito longo de tempo? 
Essa quantidade-limile depcnde da quantidade presente inicialmente? 

Uma gota esferica de chuva evapora a uma taxa proporcional a sua area de superficie. Escreva uma equa¬ 
gao diferencial para o volume de uma gota de chuva em fungao do tempo. 

A lei do resfriamento de Newton dix que a temperatura de um objeto varia a uma laxa proporcional a 
diferenga entre a temperatura do objeto e a de seu nieio ambiente (na maioria doscasos.a temperatura do 
ar ambiente). Suponha que a temperatura ambiente seja de 7U"F (cerca de 2I°C) e a taxa de 0,05 (min) 1 . 
Escreva uma equag.io diferencial para a temperatura do objeto em qualquer instante de tempo. Note que 
a equagao diferencial e a mesma. independentemente de a temperatura do objeto estar acima ou abaixo 
da temperatura ambiente. 

Um determinado remedio esta sendo injetado na veia de um paeiente de hospital. O liquido, contendo 5 
mg/cm' do remedio. entra na corrente sanguinea do paeiente a uma taxa de 100 em'/h. O remedio <5 ab- 
sorvido pelos tecidos do corpo. ou deixa a corrente sanguinea de outro modo. a uma taxa proporcional ii 
quantidade presente.com um coelicienle de proporcionalidade igual a 0.4 (It) '. 

(a) Supondo que o remedio esta scmpre sendo distribuido uniformemente na corrente sanguinea, escreva 
uma equagao diferencial para a quantidade de remedio presente na corrente sanguinea em qualquer 
instante de tempo. 

(b) Quanto do remedio continua presente na corrente sanguinea apos muito tempo? 

I’ara objetos pequenos caindo devagar. a hipotese feita no texto sobre a resistencia do ar ser proporcional 
a velocidade e boa. Para objetos maiorcs caindo mats rapidamente, uma hipotese mais precisa e de que a 
resistencia do ar e proporcional ao quadrado da velocidade. : 

(a) Escreva uma equagao diferencial para a velocidade de um objeto em queda de massa m supondo que 
a resistencia do ar e proporcional a velocidade. 

(b) Determine a velocidade limile apos um longo periodo de tempo. 

(c) Se in - 10 kg. encontre o coelicienle da resistencia do ar de modo que a velocidade limile seja 49 m/s. 

(d) Usando os dados em (c), desenhe um campo de diregoes e compare-o com a Figura 1.1.3. 

Em cada um dos Problemas de 26 a 33, desenhe um campo de diregdcs para a equagao diferencial dada. Base- 
ado no campo de diregdcs, determine o comportamento de y quando / -* *. Se esse comportamento depender 
do valor inicial de v em t - 0. descreva essa depcndencia. Note que a expressao a direita do sinal de igualdade 
nessas equagdes depende de t, alem de y; portanto, suas solugdes podem exibir um comportamento mais com- 
plicado do que as do texto. 


26. y’ = —2 + t — y 
^2- 2H. / = e-‘ + y 
$1, 30. / = 3 sen t +1 + y 
32. y' = -(2r+y)/2y 


#1 27. y' = te-' J - 2y 
4fl 29. / = t + 2y 
#1 31. y' = 2/-l-r 
33. y' = iy-'-y-if 3 


•'Vcja Lyle N. Long e Howard Weiss. “The Velocity Dependence of Aerodynamics Drag: A Primer for Mathematicians", Amer. 
Math. Monthly 106 (1999),2.pp.t27-135 
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1.2 Solugoes de Algumas Equagoes Diferenciais 


Na segao anterior deduzimos as equagoes diferenciais 



dv 

m— = mg - yv 
at 

(1) 


c 

dp . 

dt y 

(2) 


A Eq. (1) modela um objeto em queda, c a Eq. (2) uma populaqao de ralos do c 
Arnbas sao da forma geral 

:ampo cagados por corujas. 


dy . 

— = ay - b, 
dt 

(3) 


onde a e b sao constantes dadas. Fomos capazes de descobrir algumas propriedades qualitativas impor- 
tantes sobre o comportamento de solugoes das Eqs. (1) e (2) analisando o campo de diregoes associado. 
Para responder a perguntas de natureza quantitativa, no entanto, precisamos encontrar as solugoes pro- 
priamente ditas. Vamos ver, agora, como fazer isso. 

EXEMPLO 

1 

Considere a equagao 

^ = 0,5p - 450, 
dt 

(4) 

Ratos do 
Campo e 
Corujas 
(continuagao) 

que descreve a interagao de determinadas populagoes de ratos do campo e corujas [veja a bq. (&) da Segao 1.11. 
Encontre as solugOes dessa equagao. 

Para resolver a Eq. (4) precisamos encontrar fungoesp(r) que. ao serem substitui'das na equagao. transfor- 
mem-na em uma identidade obvia. Um modo de proceder e o seguinte: primeiro,coloque a Eq. (4) na forma 

dp p - 900 
dt~ 2 ’ 

(3) 


ou, se p =£■ 900. 

dp/dt 1 

p - 900 “ 2' 

(b) 


Pela regra da cadeia, a expressao & esquerda do sinal de igualdade na Eq. (6) e a derivada de In I p - 9001 em 
relagao a t. logo temos 

T In \p -900| = -. (7) 

at 2 


Entao. integrando as expressoes na Eq. (7) obtemos 

In |p - 900| = + C. (8) 

onde C e uma constante de integragao arbitraria. Portanto. aplicando a exponencial ii Eq. (8) vemos quo 

|p - 900| = e ,,r -'" c = e c e" 2 , (9) 

ou 

p- 900 = ±e c e ir -, (10) 

e, finalmente. 

p = 900 + ce 1 ' 2 , (II) 

onde c = ±e c e tambem uma constante (nao nula) arbitraria. Note que a fun<;ao constante p = 900 tambem <3 
solutjao da Eq. (5) e estd contida na Eq. (11) se permitirmos que c assuma o valor zero. A Figura 1.2.1 mostra 
graficos da Eq. (11) para diversos valores de c. 
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FIGURA 1.2.1 Graficos da Eq. (11) para diversos valorcs do r. 

Note que o comportamento dessas soluqoes e do tipo inferido pelo campo de d ironies na Fieura 1.1.4. Por 
exemplo. solugoes em qualquer dos lados da soluqao de equilibrio p - 900 tendem a so afastar dcssa soluqao. 


Encontramos, no Exemplo I. uma infinidade do soluqoes da equa<;ao diferencial (4), correspondondo a 
infinidade do valorcs possi'veis quo a constante arbilraria c. na Eq. (11 l.podo assumir. Isso c tipico do quo 
acontece ao so resolver uma equaqao diferencial. O proccsso de solu^So envolvo uma integraqao,que tra/ 
consigo uma constante arbilraria. cujos valorcs possiveis go ram uma infinidade do soluqoes. 

Com frcqucncia queremos focalizar nossa atenqao om um unico elemento dossa familia intinila de so- 
lugoes, especilicando o valor da constante arbilraria. Na tnaior parte das vezes isso d feito indiretamento, 
alraves do um ponto dado quo tom que portencer ao grafico da soluqao. Por exemplo, para determinar 
a constante c na Eq. (II) poderiamos dar a quantidade de elementos na popula^ao em um determinado 
instanto, tal como 850 elementos no instante t = 0. Em outras palavras. o grafico da soluqao tern que conter 
o ponto (0,850). Simbolicamente, ossa condifao podo sor expressa como 

/;(()) = 850. (12) 

Substituindo. entao. os valores t - 0 e p = 850 na Eq. (II). obtemos 

850 = 900 + c*. 


Logo, c — -50 e. inserindo esse valor na Eq. (II). obtemos a soluqao desejada. a saber, 

p = 900 - 50c'' 2 . (13) 

A condi(,ao adicional (12) quo usamos para determinar c e um exemplo de uma condiqao inicial. A 
equa;ao diferencial (4) junto com a condi^ao inicial (12) forma uni problema de valor inicial 
Vamos considerar. agora, o problema mais geral que consiste na equa?ao diferencial (3) 


e a conditio inicial 


y(0) = y () , 


(14) 


unde y u e um valor inicial arbitrario. Podemos resolver esse problema pelo mesmo metodo que usamos 
no Exemplo 1. Se a * 0 e y *= bla, entao podemos reescrever a Eq. (3) como 


dy/dt 
y - ( b/a) 


(15) 


Integrando essa equa^ao, obtemos. 


In |y - (b/a)\ — at 4- C, 


(16) 


onde C 6 arbitrario. Aplicando a exponencial na Eq. (16) e resolvendo para y, vemos que 

y = (b/a) + ce“', 


( 17 ) 
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onde c = ±e c tambem e arbitrario. Note que c = 0 corresponde ^ solugao de equilibrio v = bla. Finalmente, a 
condigao inicial (14) implica c = y 0 - (bla), de modo que a solugao do problema de valor inicial (3), (14) e 

y = (b/a) + Oo - (b/a)]^'. ( 18 ) 

Para a + 0, a Eq. (17) content todas as solugoes possi'veis da Eq. (3) e e chamada de solugao geral.’ 
A representagao geom^trica da solugao geral (17) d uma famflia infinita de curvas, chamadas de curvas 
integrals. Cada curva integral esta associada a um valor particular de c e 6 o grafo da solugao correspon- 
dente &quele valor de c. Satisfazer uma condigao inicial significa identificar a curva integral que content 
o ponto inicial dado. 

Para relacionar a solugao (18) a Eq. (2), que modela a populagao de ratos do campo, basta substituir a 
pela taxa de crescimento reft pela taxa predatoria k. A solugao (18) fica, entao, 

p = (k/r) + [pu-(k/r)]e r ', (19) 

onde p 0 € a populagao inicial de ratos do campo. A solugao (19) conlirma as conclusoes obtidas baseadas 
no campo de diregoes e no Exemplo 1. Se p u = klr, entao. segue da Eq. (19) que p = klr para todo f, essa 
6 a solugao constante, ou de equilibrio. Se p 0 # klr , entao o comportamento da solugao depende do sinal 
do coeficiente p„ - (klr) na exponencial na Eq. (19). Se p„ > klr, entao p cresce exponencialmente com o 
tempo r, se p„ < klr, entao p decresce e acaba se tornando nulo, o que corresponde a extingao dos ratos. 
Valores negativos de p, embora sejam possi'veis na Eq. (19), nao fazem sentido no conlexto desse proble¬ 
ma particular. 

Para colocar a Eq. (1), que descreve a queda de um objeto, na forma (3), precisamos identificar a com 
-yhn e b com -g. Fazendo essas substitutes na Eq. (18). obtemos 

v = Ung/y) + [t>o - (iag/y)\e~ Y '"", (20) 

onde v a <5 a velocidade inicial. Mais uma vez, essa solu^ao confirma as conclusoes a que chegamos na Seqao 
1.1 baseados no campo dc dire^oes. Existe uma solugao de equiliFirio, ou constante, v ~ mgly, e todas as 
outras solugoes tendem a essa solugao de equilibrio. A velocidade da convergencia para essa solugao de 
equilibrio e determinada pelo expoente -yhn. Assim, para um objeto com massa m dada a velocidade se 
aproxima do valor de equilibrio mais depressa a rnedida que o coeficiente da resistencia do ar y aumenta. 


EXEMPLO 

2 

Um Objeto 
cm Queda 
(continuagao) 


Vamos considerar, como no Exemplo 2 da Segao 1.1, um objeto em queda com massa in = 10 kg e coeficiente 
da resistencia do ar y = 2 kg/s. A equagao de movimento (1) fica, entao. 


Suponha que esse objeto caia de uma altura de 300 m. Encontre sua velocidade em qualquer instante /. Quanto 
tempo vai levar para ele chegar no chao e quao rapido estara se movendo no instante do impaclo? 

O primeiro passo e enunciar uma condigao inicial apropriada para a Eq. (21). A palavra "cai". no enunciado 
do problema. sugere que a velocidade inicial 6 zero, de modo que usaremos a condigao inicial 


i(0) = 0 . 


( 22 ) 


A solugao da Eq. (21) pode ser encontrada substituindo-se os valores dos coeficientes na solugao (20). mas 
em vez disso vamos resolver diretamente a Eq. (21). Primeiro. coloque a equagao na forma 


Integrando, obtemos 


dv/dt _ 1 

a — 49 — 5’ 

In 11> — 491 = — - 4- C, 


(23) 


(24) 


e a solugao geral da Eq. (21) 6, entao, 

v = 49 + ce~' :i , (25) 

onde c 6 arbitrario. Para determinar c colocamos os valores na condigao inicial (22), / = 0 e v = 0, na Eq. (25), 
obtendo c = -49. Logo, a solugao do problema de valor inicial (21), (22) e 


' Se a = 0, a solugao da Eq. (3) nao 6 dada pela Eq. (17). Deixamos a seu cargo encomrar a solugao geral nesse caso. 
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i. = 49(1 -'/*). (26) 

A Eq. (26) da a velocidade do objelo em qucda cm qualquer instante positivo (antes de alingir o cliao. e cla- 
ro). 

A Figura 1.2.2 mostra gralicos da soluqao (25) para diversos valores dc c.com a solu<;ao (26) destacada por 
uma linha mais grossa. E evidente que todas as solutes tendem solmjao dc equilibrio i> = 49. lsso confirma as 
conclusdes a que chegamos na Se?3o 1.1 atraves da amllise dos campos dc direqao nas Figuras 1 1.2 e 1.1.3. 



Para cncontrar a velocidade do objclo quando ele atingc o solo precisamos saber o instante do impacto. 
Em outras palavras. precisamos saber quanto tempo leva para o objelo eair 300 m. Para isso. observamos que a 
distancia .v percorrida pelo objelo esta relacionada a sun velocidade pela equa^ao r = tlxlrft, ou 

tlx , 

T =49(1 -e~" s ). (27) 

ill 

Porlanto. integrando a I q. (27) ohtemos 

.r = 49/ + 245e'" i + c. (28) 

onde c 6 until constante de inlcgtiu.ao arbilraria. O objelo come^a a cair em t - 0, de modo que sabemos que 
x = 0 quando i = 0. Da Eq. (28). segue que c = 245. de modo que a distancia percorrida pelo objeto ale um 
instante t e dada por 

v = 49/ 4- 245rT ,/5 - 245. (29) 

Seja T o instante em que o objeto atinge o solo; entao v - 300 quando / = T. Substiluindo esses valores na Eq. 
(29).oblemos a equa^ao 

49 T + 245e 7,5 — 545 = 0. (30) 

O valor de 7' que satisfa/ a Eq. (30) pode ser aproxintado por um processo numerico* usando-se uma calcu- 
ladora cienu'lica ou um computador. com o resultado que T = 10.51 s. Nesse instante. a velocidade corres- 
pondente v, t 4 encontrada, da Eq. (26). como v T a 43.01 m/s. O ponto (10.51; 43.01) tambem esta marcado 
na Figura 1.2.2. 


Observagoes AJicionais sobre MoJelagem Matematica. Ate agora nossa discussao de equates diferenciais 
esteve restrita a modelos malematicos de um objelo em queda e de uma rela^ao hipotetica entre ratos do 
campo e corujas. A dedu^ao desses modelos pode ter sido plausivel, ou talvez ate convincente. mas voefi 
deve lembrar que o teste deeisivo de qualquer niodelo matematico 6 se suas provisoes coincidem com 
observa?5es ou resultados experimentais. Niio temos nenhuma observatjao da realidade nem resultados 
experimentais aqui para comparaqao, mas existent diversas fontes de discrepancias possfveis. 

No caso de um objeto em queda, o principio fisico subjacente (a lei do movimento de Newton) esta bem 
estabelecido e e amplamente aplicAvel. No entanto, a hipbtese sobre a resistencia do ar ser proporcional 
a velocidade nao esta tao comprovada. Mesmo que essa hipotese esteja correta, a detemiinaqao do coefi- 


4 Um sistemu de algebra computational pode fazer isso; muitas calculadoras tambem ja vem com rotinas para resolver tais 
equacoes. 
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ciente y da resistencia do ar atravds de medidas diretas aprescnta dificuldades. De fato, algumas vezes o 
coeficiente de resistencia do ar £ encontrado indiretamente — por exemplo, medindo-se o tempo de queda 
de uma determinada altura e, depois, calculando-se o valor de yque preve esse tempo observado. 

O modelo populacional dos ratos do campo estd sujeito a diversas incertezas. A determinanao da taxa 
de crescimento re da taxa predatoria k depende de observances sobre populates reais, que podern 
sofrer uma variaqao considerdvel. A hip6tese de que rek s3o conslantes tambem pode ser questionada. 
Por exemplo, uma taxa predatCria constante torna-se dificil de sustcntar quando a populagao de ratos do 
campo torna-se menor. AlCm disso.o modelo preve que uma popula^ao acima do valor de equilfbrio cres- 
ce exponencialmente, ficando cada vez maior. Isso nao parece estar de acordo com a observanao sobre 
populates reais; veja a discuss3o adicional sobre dinamica populacional na Seqao 2.5 

Se as diferen<;as entre observances realizadas e as previsoes de um modelo malematico forem muito 
grandes, entao voce precisa refinar seu modelo, fazer observances niais cuidadosas ou ambos. Quase 
sempre existe uma troca entre precisao e simplicidade. Ambas sao dcsejaveis, mas em geral um ganho em 
uma delas envolve uma perda na outra. No entanto, mesmo se um modelo matematico for incompleto 
ou nao muito preciso ele ainda pode ser util para explicar caracteristicas qualitativas do problema sob 
investiganao. Ele pode, tambdrn, dar resultados satisfatorios em algumas circunstancias e nao em outras. 
Portanto, voce deve sempre usar seu julgamento e bom senso na construnao de modelos matcmdticos e 
ao utilizar suas prcvisCes. 


PROBLEMAS* 


41 


1. Resolva cada um dos problemas de valor inicial a seguir e desenhe os graficos das solunoes para diversos 
valores de y„. Depois descrcva, em poucas palavras, as scmelhannas, ou diferennas. entre as solunCes. 

dy/dt = -y + 5. y(0) = y 0 

(b) dy/dt = —2 y + 5, y(0) = y 0 

rfcj)dy/dt = —2 y + 10, y(0) = y 0 

2. Slga as instrunCes do Problema 1 para os problemas de valor inicial a seguir: 

(a) dy/dt = y - 5, y(0) = y 0 

dy/dt = 2y - 5, y(0) = y u 

(c) dy/dt = 2y - 10. y(0) = y 0 


Considere a equanao diferencial 


dy/dt = —ay + b. 


onde tic b sao numeros positivos. 

(a) Resolva a equanao diferencial. 

(b) Esboce a solunSo para diversas conduces iniciais diferentes. 

(c) Descreva como a soluqSo muda sob cada uma das seguintes condinCes: 

L a aumenta; 

ii. b aumenta; 

iii. ambos, ac b, aumcntam mas a razao b/a permanece constante. 

4. Considere a equanao diferencial dy/dt = ay - h. 

(a) Enconlrc a solunao de equilfbrio ye. 

(b) Seja Y(t) = y - ye, de modo que Y(t) £ o desvio da solunao de equilfbrio. Encontre a equanao diferen¬ 
cial satisfeita por Y(t). 

5. Coeficientes a Detcrminar. Vamos mostrar um modo diferente de resolver a equanao 

dy/dt = ay — b. (jj 

(a) Resolva a equanao mais simples 

dy/dt = ay. (ij) 

Chame a solunao de y,(f). 

(b) Observe que a unica diferenna entre as Eqs. (i) e (ii) £ a constante -b na Eq. (i). Parece razodvel, portan¬ 
to, supor que as solunCes dessas duas equanCes diferem apenas por uma constante. Teste essa hipCtese 
tentando encontrar uma constante k tal que y =yi(<) + k seja uma solunao da Eq. (i). 

(c) Compare sua solundo em (b) com a dada no texto pela Eq. (17). 
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6 . 

7. 


9. 


10 . 


II. 




Obs.. Esse metodo tambem pode ser usado em alguns casos em que a constante b e substituida por uma 
fungao gU). Depende se voce d capaz de prever a forma geral que a solugSo dove ter. Esse mdtodo d des- 
crito em detalhe na Segao 3.5 em conexao com equagoes de segunda ordem 
Use o mdtodo do Problema 5 para resolver a equagao 

dy/dt = -ay + b. 

A popuiagao de rates do canipo no Exemplo 1 satisfaz a equagao diferencial 

dp/dt = 0,5 p - 450. 

(a) Encontre o instante em que a populate d extinta se p( 0) = 850. 

(b) Encontre o instante de extingao se p( 0) = p„. onde 0 < p„ < 900. 

(c) Encontre a populate inicial />„ se a populate d extinta em 1 ano. 

Considere uma popuiagao p de ratos do campo que crescent a uma taxa proporcional 3 popuiagao atual, 
de modo que dp/dl =- rp. 

(a) Encontre a taxa de crescintento r se a populag3o dobra em 30 dias. 

(b) Encontre r se a popuiagao dobra em N dias. 

O objeto em queda no Exemplo 2 satisfaz o problema de valor inicial 

dv/dt = 9.8 - U /5). t>(0) = 0. 

(a) Encontre o tempo decorrido quando o objeto atinge 98% de sua velocidade limite. 

(b) Qual a distancia percorrida pelo objeto ale o instante encontrado no item (a)? 

Modifiquc O Exemplo 2 de modo que o objeto ent queda n3o sofra resistencia do ar. 

(a) Escreva o problema de valor inicial nutdificado. 

(b) Determine quanto tempo leva para o objeto atingir o solo. 

(c) Determine sua velocidade no instante de impacto. 

Considere o objeto de massa 10 kg em queda do Exemplo 2, mas suponha agora que o coelieiente de re¬ 
sistencia do ar seja proporcional ao quadrado da v elocidade. 

(a) Se a velocidade limite e de 49 m/s (a mesnta do Exemplo 2). mostre que a equagao de movimento 
pode ser escrila como 

dv/dt = |(49)- - i' 2 J/245. 

Veja tambem o Problema 25 da Segao 1.1. 

(b) Se i'(0) = 0. encontre uma expressao para v (/) em qualquer instante I. 

(c) Faga o gr.lfico da solugao encontrada em (b) c da solugtio (26) do Exemplo 2 no mesmo conjunto de 
eixos. 

(d) Baseado nos gralicos encontrados em (c). compare o efeito de um coelieiente de resistencia do ar 
quadrtitico com um linear. 

(e) Encontre a distancia x(t) percorrida pelo objeto ate o instante I. 

(f) Encontre o tempo T que leva para o objeto cair 300 m. 

Um material radioativo. tal como um dos isotopos de tdrio, o torio-234. se desintegra a uma taxa 
proporcional 3 quanlidade presente. Se Q(t) e a quantidade presente no instante r, enlao dQldt = -rQ, 
onde r > 0 <5 a taxa de decaimento. 

(a) Se 100 mg de tdrio-234 decaem a 82,04 mg em uma semana, determine a taxa de decaimento r. 

(b) Encontre uma expressao para a quantidade de torio-234 presente em qualquer instante t. 

(c) Encontre o tempo necessario para que o tdrio-234 dccaia 3 nretade da quantidade original. 

A nieia-vida de um material radioativo d o tempo necessdrio para que uma quantidade desse material decaia 
3 metadc de sua quantidade original. Mostre que para qualquer material radioativo que decaia de acordo 
com a equagao Q' = -rQ a meia-vida r e a taxa de decaimento r cstao relacionadas pela equagSo rx - In 2. 

O radio-226 tern uma meia-vida de 1620 anos. Encontre o tempo necessario para que uma determinada 
quantidade desse material seja reduzida da quarta parte. 

De acordo com a lei do resfriamento de Newton (veja o Problema 23 da Scgao 1.1), a temperatura u(t) de 
um objeto satisfaz a equagao diferencial 

du/dt = —k(u — T), 

onde T <5 a temperatura ambiente constante e k e uma constante positiva. Suponha que a temperatura 
inicial do objeto seja u(0) = m„. 



(a) Encontre a temperatura do objeto em qualquer instante. 

(b) Seja t o instante no qual a difcren^a inicial de temperatura u„ - T foi reduzida pela metade. Encontre 
a relaqao entre ke r. 

16. Suponha que um predio perde calor de acordo com a lei do resfriamento de Newton (veja o Problema 
15) e que a taxa k tern valor 0.15 h '. Suponha que a temperatura no interior era de 70°F (cerca de 21°C) 
quando ocorreu uma falha no sistema de aquecimento. Se a temperatura externa estava em 10°F (cerca de 
-12°C). quanto tempo vai levar para a temperatura no interior chegar a 32"F (0°C)? 

17. Considere um circuito eletrico contendo um capacitor, um resistor e uma bateria; veja a Figura 1.2.3. A 
carga (7(f) no capacitor satisfaz a equatjao 5 

R d -° + ° = V, 

dt C 

onde R 6a resistencia, C a capacitancia e V' a voltagem constante fornecida pela bateria. 

(a) Se (2(0) = 0, encontre Q(t) em qualquer instante t e esboce o grafico de Q em fumjao de /. 

(b) Encontre o valor limite Q , para onde Q(t) tende apos um longo pert'odo de tempo. 

(c) Suponha que (?(f,) = Q L e que, no instante t-t a bateria seja removida e o circuito 6 fechado nova- 
mente. Encontre Q(t) para t > f, e esboce seu grdfico. 



FIGURA 1.2.3 O circuito eletrico do Problema 17. 


18. Um pequeno lago contendo 1.000.000 de galoes (cerca de 4.550.000 litres) de agua nao content, inicial- 

mente, um produto quimico indesejavel (veja o Problema 21 da Set^ao 1.1). O lago recebe agua contendo 

0.01 g/galao de um produto quimico a uma taxa de 300 galoes por hora e a agua sai do lago a mesma taxa. 

Suponha que o produto quimico esteja distribuido uniforntemente no lago. 

(a) Seja Q(t) a quantidade de produto quimico no lago no instante t. Escreva um problema de valor inicial 
para (7(f). 

(b) Resolva o problema no item (a) para (7(f). Quanto produto quimico o lago tera ao final de I ano? 

(c) Ao final de 1 ano. a fonte do produto quimico despejado no lago e retirada e.a partirdai.o lago recebe 
agua pura c a mistura sai it mesma taxa de antes. Escreva o problema de valor inicial que descreve essa 
nova situa^ao. 

(d) Resolva o problema de valor inicial do item (c). Qual a quantidade de produto quimico que ainda 
permanece no lago apbs mais 1 ano (2 anos apos o intcio do problema)? 

(e) Quanto tempo vai levar para que (7(f) seja igual a 10 g? 

_ (f) Faga o grafico de (?(r) em funqao de t para f atd 3 anos. 

497 Sua piscina,contendo 60.000 galoes (cerca de 273.000 litres) de rigua. foi contaminada por 5 kg de uma tin- 
^ ta nao toxica que deixa a pele de um nadador com uma cor verdc nada atraente. O sistema de filtragem da 

piscina pode retirar a agua, remover a tinta e devolver a tigua para a piscina a uma taxa de 200 gal/min. 

(a) Escreva o problema de valor inicial para o processo de filtragem; seja q(t) a quantidade de tinta na 
piscina em qualquer instante f. 

(b) Resolva o problema encontrado em (a). 

(e) Voce convidou duzias de amigos para uma festa em torno da piscina que esta marcada para comeqar 
em 4 horas. Voce ja verificou que o efeito da tinta 6 imperceptivel se a concentraijao e menor do que 
0,02 g/gal. Seu sistema de filtragem (5 capaz de reduzir a concentraqao de tinta a esse nt'vel dentro de 4 
horas? 

(d) Encontre o instante T em que a concentraqao de tinta alcanna, pela primeira vez, o valor de 0,02 
g/gal- 

(e) Encontre a taxa do fiuxo de agua que 6 suficiente para obter a concenlra^ao de 0,02 g/gal dentro de 4 
horas. 


'Essa equatjao resulta das leis de Kirchhoff, que sao discutidas na Se<;ao 3.7. 
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1.3 Classifica^ao de Equates Diferenciais 


O objetivo principal deste livro e discutir algumas das propriedades dc soluqoes dc equates diferenciais 
c descrever alguns dos mctodos quc sc moslraram eficazes para cnconlrar soluqoes ou, cm alguns casos. 
aproximd-las. C om o objetivo dc fornecer lima estrulura organizacional para a nossa aprescnta^ao, vamos 
descrever agora diversas maneiras titeis de se classificar equates diferenciais. 


F.quaqoes Diferenciais Ordinarias e Parciais. Uma classificanao importante bascia-sc cm saber se a fun- 
?Ao desconhccida depende de uma linica variavcl indcpendcnle ou de diversas variaveis independentes. 
No primeiro caso aparecem na equaijao diferencial apenas derivadas simples, e ela c dita uma equafio 
difcrencial ordinaria. No segundo caso as derivadas sao derivadas parciais. e a equaqao e chamada de 
equa^ao diferencial partial 

lodas as equates diferenciais discutidas uas duas seejoes precedcnlcs sao equates diferenciais ordi¬ 
narias. Oulro exemplo dc uma cquayao diferencial ordinaria c 


d'Q(t) 
dt 2 


+ K 


<IQU) 

dt 


+ ^Q(f) = £(0. 


(i) 


para a carga Q(t) em urn capacitor cm urn circuito com capacitancia C, resistencia R e indutancia /.:cssa equa- 
qao c deduzida na Seqao 3.7. Excmplos tipicos dc cquaqoes diferenciais parciais sao a cquaqiio de calor 


e a equaejao dc onda 


, ihn(x.t) 

a ' — 3 “ 5 — 
9.1- 


Bu(x.r) 

ill 


( 2 ) 


i i)-n(x.r) irn(x.r) 


i)x 2 




( 3 ) 


Aqui. or e ir sao certas constantcs fisicas. Note quc. em anibas as Eqs. (2) e (3). a variavcl dependente 
ii depende dc duas variaveis independentes. v e t. A equa^ao dc calor descreve a conduijao de calor em 
urn corpo solido. e a equa^ao dc onda aparece em uma variedade dc problemas envolvendo movimento 
ondulatdrio cm solidos ou lluidos. 


Sistemas de Fquaqoes Diferenciais. Oulra classilica^ao dc equates diferenciais depende do mimero dc 
fun<, - oos dcsconhecidas. Se existe uma unica func;Ao a scr determinada. uma cquaqao e suficiente. Sc exis¬ 
tent. no entanto. duas ou ntais funejocs quc devetn scr dclcrminadas prccisamos dc um sistema de equa- 
(;oes. Por exemplo. as cquaqdes dc Lotka-Volterra. ou cquaqocs predador-presa. sao importantes em mo- 
dclagcnt ecoldgica. Elas tern a forma 

clx/dt = ax - axy 
dv/dt = -cy + yxy, 

onde.t(r) e y(t) sao as populates respectivas das espccies presa e predadora. As constantes a.a.ce ysao 
baseadas em observances empiricas c dependent das especics particulares em estudo. Sistemas de equa¬ 
tes sao discutidos nos Capitulos 7 e 9;em particular, as equaqoes dc Lotka-Volterra sao examinadas na 
Se^ao 9.5. Nao c fora do comum. em algumas areas, encontrar sistemas muito grandes contendo centenas 
ou ate ntilhares dc equates. 

Ordem. A ordem dc uma equanao diferencial c a ordent da dcrivada dc major ordem quc aparece na 
cquaeao. As equates nas se^des anteriores sao lodas de primeira ordem, enquanto a Eq. (1) e uma 
equanao de segunda ordem. As Eqs. (2) e (3) sao equates diferenciais parciais de segunda ordem. Mais 
geralmente, a equanao 

F[t,uU).u’m .u , '"(/)] = 0 (5) 

if unta equa^ao diferencial ordinaria de ordent //. A Eq. (5) expressa unta relaqao entre a varidvel inde- 

pendente t e os valores da fun^ao u e dc suas n primeiras derivadas, //'. u" . u' H) . E conveniente e usual 

em equates diferenciais substituir u(t) por y e «’(/). u"(t). .... u <n \l) P or . v '. v ". y ,n \ respectivamente. 

Assim. a Eq. (5) fica 


F(t, y, y'.y ,n, ) = 0. 


( 6 ) 
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Por exemplo, 

y'" + 2e'y"+yy' = t 4 (7) 

e uma equaqao diferencial de terceira ordem para y = u(t). Algumas vezes outras Ictras serao usadas no 
lugar de t e y para as varidveis independentes c dependentes; o significado deve ficar claro pelo contexto. 

Vamos supor que 6 sempre possfvel resolver uma equaqao diferencial ordinaria dada para a maior 
derivada, obtendo 


y in) ?,y" ./-•>). 


( 8 ) 


Estudaremos apenas equaqdes da forma (8). A razdo principal disso 6 evitar ambiguidades que possam 
aparecer, ja que uma unica equaqao da forma (6) pode corresponder a diversas equaqdes da forma (8). 
Por exemplo, a equaqdo 

(/) 2 + ty' + 4 y = 0 (9) 


leva a duas equaqdes. 


v = 


-t + y/t 2 - 16 v 


ou y = 


—t — s/t 2 — 16y 


( 10 ) 


Equaqdes Lineares e Nao Lineares. Uma classifica^ao crucial de equates diferenciais e se elas sao lineares 
ou nao. A cqua^ao diferencial ordinaria 

F(t,y,y' ./") = 0 

e dita linear sc Fe uma lunqao linear das varidveis y,y' .v 1 "’; uma dcfini^ao andloga se aplica as equa- 

<;6es diferenciais parciais. Assim. a equaijao diferencial ordinaria linear geral de ordem n e 

a 0 (t)y {,,) + <n(t)y { "-" + • • • + a„U)y = g(t). ( 11 ) 

A maioria das equaqoes que voce \iu ate 1 agora neste livro e linear; exemplos sao as equaqdes nas Seqoes 
1.1 e 1.2 que descrevem um objelo cm queda e a populaqao de ratos do campo. Analogamente, nesta 
seqao a Eq. (1) e uma equaqao diferencial ordinaria linear e as Eqs. (2) e (3) sao equaqdes diferenciais 
parciais lineares. Uma equaqao que nao e da forma (11) e uma equaqao nao linear. A Eq. (7) e nao linear 
devido d expressao yv'. Analogamente. cada equaqao no sislema (4) d ndo linear por causa de expressdes 
envolvendo o produto xy. 

Um problema ffsico simples que leva a uma equaqao diferencial nao linear e o problema do pendulo. 
O angulo 0 que um pendulo de comprimento L oseilando faz com a direqao vertical (veja a Figura 1.3.1) 
satisfaz a equaqao 

d~0 g 

~tt + t senf)= 0, (12) 

<it 2 L 

cuja deduqao esta delineada nos Problemas de 29 a 31. A presenqa da parcela envolvendo sen 0 faz com 
que a Eq. (12) seja nao linear. 



FIGURA 1.3.1 Um pendulo oseilando. 


A teoria matematica e os metodos para resolver equaqdes lineares estao bastante desenvolvidos. Em 
contraste.a teoria para equaqdes nao lineares e mais complicada e os metodos de resoluqao sao menos sa- 
tisfatorios. Em vista disso ,6 auspicioso que muitos problemas signitieativos levem a equaqdes diferenciais 
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ordin.irias lineares ou possam ser aproximados por equates lineares. Por cxcmplo, para o pendulo, se o 
angulo 6 for pequeno entao sen 0 = 0e a Eq. (12) pode ser aproximada pela equaqao linear 


d 2 0 

<ir- 


+ 



(13) 


Esse processo de aproximar uma equa^ao nao linear por unia linear <5 chamado de linearizaeao e e ex- 
iremamente util para tratar equaqbes nao lineares. Apesar disso, existent muitos fenomenos fisicos que 
nao podem ser representados adequadamente por equaqoes lineares. Para estudar esses fenomenos 6 
imprescindtvel tratar com equates nao lineares. 

Em um textoelementar e natural enfatizar as partes rnais simples e diretas do assunto. Portanto.a maior 
parte deste livro trata de equates lineares e diversos metodos para resolve-las. No entanto, os Capitulos 8 
e 9,assim como partes do Capftulo 2,consideram equates nao lineares. Sempre que for apropriado vamos 
observar por que as equates nao lineares sao, ern geral. mais dificeis e por que muitas das tgcnicas uteis 
na resoluqao de equates lineares nao podem ser aplicadas as equaqoes nao lineares. 


Solucoes. Uma solu^ao da equatjao diferencial ordinaria (8) no intervalo or < t < p e uma fun^ao tj> tal que 
0',0", existem e satisfazem 

= /[/.</>(/).0'</).0 ( " _1> (/)] (14) 


para todo l em or < t < p. A rnenos que explicitado o contrario. vamos supor que a funqao/na Eq. (8) toma 
valores reais e que estamos interessados cm encontrar soluqbes reais y = <p ( t ). 

Lembre-se de que encontramos, na Se?ao 1.2,soluqdes de determinadas equates por um processo de 
integrate direta. Por exemplo. vimos que a equa^ao 


tern soluijao 


-- = 0 ,5p - 450 


(15) 


,, = 9(H) = ce' r ~. 


(16) 


onde c e uma conslante arbitraria. Muitas vezes nao e tao facil encontrar soluqdes de cquagdes diferen- 
ciais. No entanto, se voce encontrar uma fun^fto que pode ser soluqao de uma equa?ao diferencial dada e 
muilo lacil. em geral. verilicar se a fun^ao e de fato solui;ao, pois basta substituir a funqao na equaqiio. Por 
exemplo. dessa maneira e facil mostrar que a fun<;ao y,(r) = cos t e uma soluqao de 

>" + y = 0 (17) 


para todo /. Para confirmar isso. note que y,'(f) - -sen / e y"(l) = -cos t ; segue entao que y“(i) + y,(f) = 0. 
Da mesma forma, e facil mostrar que y : (t) = sen t lambent e solu^ao da Eq. (17). E claro que isso nao e 
um ntodo satisfaldrio de resolver a ntaioria das equates diferenciais, ja que existe um numero grande de- 
mais de funqoes posstveis para que se tenha atguma chance de encontrar a fun^ao correta aleatoriamente. 
De qualquer modo, e importante compreender que e posstvel verilicar se qualquer solutjao proposta estd 
correta substituindo-a na equaqao diferencial. Essa pode ser uma verificaqao util, e voce deve transformar 
essa verilicaqao em habito. 


Algumas Questdes Relevantes. Embora tenhamos sido capaz.es de verilicar que determinadas fun^oes 
simples sao soluqoes das Eqs. (15) e (17). nao temos. em geral, tais solucoes disponfveis. Uma questao 
fundamental, entao, e a seguinte: u ma equaciio da fo rma (8) sempre tern solugao? A resp osta 6 “nao”. 
Escrever, simplesmente, uma equaqao da forma (8) nao signilica necessariamente que existe uma iun<;ao 
y - 4>(i) que a satisfaqa. Como podemos saber, entao. se uma determinada equa<;ao tern solu?ao? Essa <5 
a questao de existcncia de solucao. e e respondida por teoremas que alirmam que. sob certas condi?oes 
sobre a funqao/na Eq. (8). a equatjao sempre tern solucao. Essa nao £, no entanto, uma preocupa?ao pu- 
ramente matematica por pelo menos duas razbes. Se um problema nao tern solucao, gostarlamos de saber 
disso antes de investir tempo e esfor^o na va tentativa de resolve-lo. Alent disso.se um problema ftsico 
raz.oavel esta sendo modelado matematicamente por uma equaqao diferencial, entao a equaqao deveria 
ter solucao. Se nao tiver. presume-se que ha algo de errado com a fomtulaijao. Nesse sentido, o engenhei- 
ro ou cientista tern um modo de verilicar a validade do modelo matermitico. 

Se supusermos que uma equat;ao diferencial dada tern pelo menos uma solu?3o, 6 natural perguntar 
quantas solucoes ela tent e que condiQoes adicionais devent ser especificadas para se obter uma unica 
soluga o. Essa e a questao de unicidadc. Em geral, solucoes de equates diferenciais content uma ou mais 
constanles arbitrtirias, como a solucao (16) da Eq. (15). A Eq. (16) representa uma infinidade de luntjbes, 
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correspondendo a infinidade de escolhas possi'veis para a constante c. Como vimos na Segao 1.2, sc p for 
especificado cm um instante t essa condigao determina um valor para c; mesnio assim, nao descartamos a 
possibilidade de que possam existir outras solugQes da Eq. (15) para as quais p tern o valor especificado 
no instante t dado. Essa questao de unicidade tambem tern implicagoes pralicas. Se formos suficiente- 
mentc felizes para encontrar uma solugao de um problema dado e se soubermos que o problema tern 
uma unica solugao, entao podemos ter certeza de que resolvcmos completamente o problema. Se existcm 
outras solugoes, talvez devamos continuar procurando-as. 

Uma terceira questao importante e: dada uma equagao diferencial da forma (8), podemos determinar 
de fato uma solugao? E se for esse o caso, como? Note que, se encontrarmos uma solugao da equagao dada. 
responderemos, ao mesmo tempo, a questao de cxistencia de solugao. No entanto, sem conhecer a teoria de 
existencia poderi'amos, por exemplo, usar um computador para encontrar uma aproximagao numerica para 
uma “solugao” que nao existe. Por outro lado, mesmo sabendo que a solugao existe pode nao ser possfvel 
expressa-la em termos das fungoes elementares usuais-fungoes polinomiais, trigonometricas, exponenciais, 
logaritmicas e hiperbdlicas. Infelizmente, essa e a situagao para a maioria das equagoes diferenciais. Assim. 
discutimos tanto metodos elementares que podem ser usados para se obter solugoes de determinados pro- 
blemas relativamente simples quanto metodos de natureza mais geral que podem ser aplicados em proble- 
mas mais diffceis. 

Uso de Computadores em Equagoes Diferenciais. Um computador pode ser uma ferramenta extremamente 
util no estudo de equagoes diferenciais. Ha muitos anos os computadores vem sendo utilizados para exe- 
cutar algoritmos. como os descritos no Capftulo 8, que constroem aproximagoes numericas para solugoes 
de equagoes diferenciais. Esses algoritmos forarn refinados a um m'vel extremamente alto de generalidade 
e eficiencia. Algumas poucas linhas de eddigo, escritas em uma linguagem de programagao de alto nivel e 
executadas (em alguns segundos.frequentemente) em um computador relativamente barato sao suticientes 
para resolver numericamente com muita precisao um espectro amplo de equagoes diferenciais. Rotinas 
mais sofisticadas tambem estao disponfveis com facilidade. Essas rotinas combinam a habilidade de tratar 
sistemas muito grandes e complicados com diversas caracterfsticas de diagnostics que alertam o usuario 
quanto a problemas possi'veis a medida que vao sendo encontrados. 

A safda usual de um algoritmo numeric e uma tabela de numeros, listando valores selecionados da va- 
riavel independente e os valores correspondentes da variavcl dependente. Com programas apropriados e 
fdcil mostrar graficamente a solugao de uma equagao diferencial, quer ela tenha sido obtida numericamente 
ou como resultado de um procedimento analftico de alguma cspecie. Tais apresentagocs graficas sao, com 
frequencia, mais claras e uteis para a compreensao e a interpretagao da solugao de uma equagao diferencial 
do que uma tabela de numeros ou uma formula analftica complicada. Existcm diversos pacoles de programas 
especiais no mercado, muito bem construfdos e relativamente baratos, para a investigagao grafica de equa¬ 
goes diferenciais. A ampla disponibilidade de computadores pessoais tornou acessfveis, para os estudantes, 
capacidades computacional e grafica poderosas. Voce deve considerar, dependendo de suas circunstancias, 
como aproveitar nielhor os recursos computacionais dispom'veis. Voce certamente achara isso instrutivo. 

Outro aspecto da utilizagao de computadores bastante relevante para o estudo de equagoes diferen¬ 
ciais d a disponibilidade de pacotes gerais extremamente poderosos que podem efetuar uma gama muito 
grande de operagoes matematicas. Entre esses estao o Maple, o Mathematica e o MATLAB, cada um dos 
quais pode ser usado em diversos tipos de computadores pessoais ou estagoes de trabalho. Todos esses tres 
programas podem executar calculos numerics extensos e tern facilidades graficas versateis. Alem disso, o 
Maple e o Mathematica tambem tern capacidades analfticas muito grandes. Por exemplo, podem executar 
passos analiticos necessarios para a resolugao de muitas equagoes diferenciais, frequentemente em resposta 
a um unico comando. Qualquer pessoa que espera tratar equagoes diferenciais de um modo mais do que 
superficial deve se familiarizar com pelo menos um desses produtos e explorar como ele pode ser usado. 

Para voce, aluno, esses recursos computacionais afetam a maneira de estudar equagoes diferenciais. 
Para se tornar confiante no uso de equagoes diferenciais e essencial compreender como os metodos de 
solugao funcionam, e essa compreensao e obtida, em parte, fazendo-se um numero suficiente de exem¬ 
pts detalhadamente. No entanto, voce deve planejar, apos algum treino. delegar tanto quanto possfvel 
os detalhes de rotina (muitas vez.es repetitivos) a um computador, enquanto voce presta mais atengao 
ft formulagao correta do problema c a interpretagao da solugao. Nosso ponto de vista £ que voce deve 
sempre tentar usar os melhores metodos e ferramentas disponfveis para cada tarefa. Em particular, voce 
deve tentar combinar mdtodos numericos, grfificos e analiticos de modo a obter a maior compreensao 
possfvel sobre o comportamento da solugao e dos processos subjacentes que o problema modela. Voce 
deve se lembrar, tambem, de que algumas tarefas sao executadas melhores com ldpis e papel, enquanto 
outras necessitam de uma calculadora ou um computador. Muitas vezes e necessario ter bom senso para 
selecionar uma combinagao equilibrada. 
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PROBLEMAS Em cada um l - los Problemas dc 1 a 6, determine a ordem da equagao diferencial e diga se eia e linear ou nao 
--- linear. 


i d2 y d y 

( 1/ t~— 4- t-j- + 2v = sen / 

L/ ‘ii 2 ih 

d\ d y y d 2 y dv 

(jdP + dfi + dF + i +y,S 


5. -4 + sent/ 4 v) = sen / 

lit- 


, d : y dv 

2. (1 + r)-pr +i-j- + v = e> 
dt- dt 


0 % 


4- ty- = 0 


d'v dv , . 

f>. + r— + (cos* Dv = r 

<// dt 


Em cada um dos Problemas de 7 a 14, verifique que cada fungao dada e uma solugao da cquagao diferencial. 

efiy" - y = 0; yi(f) = e'. >•;(/) = cosh/ 

8. y" 4- 2y‘ - 3 y = 0; V|(0 = e~ y> , y;(r) = /*' 


V:</) = f 


fjpty' - y = f : ; y = 3/ 4- / 3 

10. /" + 4y"’ + 3y = /; yi (/) = f/3. >;(/) = c ' + //3 

11. 2i l y" + 3/y’ — y = 0, t > 0; (/) = r l/2 , = 

12. t 2 y" 4-5/y' 4- 4y = 0, t> 0; y,(r) = r 2 . iqr) = r ' 2 Inr 

13. y" 4 - y = sect, 0 < t < tt/ 2: y = (cosr) In cost+ r sen/ 

14. y' - 2 /y = 1 : y = f" f e ‘ ds + P 

Jo 

Em cada um dos Problemas de 15 a 18, determine os valores de r para os quais a equagao diferencial dada tern 
uma solugao da forma y = v". 

y + 2 y = 0 16. y” -y = 0 

y" 4- / - 6 y = 0 IS. y"‘ - 3y'' 4- 2y' = 0 

Em cada um dos Problemas 19 e 20, determine os valores de r para os quais a cquagiio diferencial dada tern 
uma solugiio da forma y = f para / > 0 . 

19. t 2 y" 4- 4/y' 4 - 2y = 0 - 4/y’ + 4v = 0 

Em cada um dos Problemas dc 21 a 24. determine a ordem da equagao diferencial e diga se ela e linear ou nao 
linear. Derivadas parciais sao denotadas por indices. 

^2\^ H,, + U,, + ||.; = 0 22. II,, + II,y + mi, 4- mi, + II = 0 

23. ii,,;,, + 2/i,,,, + n,,,,. — 0 , 4 tin, = I 4 ii,, 

Em cada um dos Problemas de 25 a 28, verifique que cada fungao dada e uma solugiio da equagao diferencial. 

25. ii, t 4 - n,, = 0; //|(.r, v) = cos vcoshy. io(.v. v) = Inl.v 3 4-y 3 ) 

26. «-//„= a,; iii(x.t) = e sen.t, n : (x,t) = e senA_t, k uma constante real 

§ a 3 // u =//„; //|(.v,r) = sen kx sen km. /of.r.O = senf.r— <»/). A. uma constante real 

or 2 u xl = /(,; u = (,t , t > 0 

29. Sign os passos indicados aqui para deduzir a equagao de movimento de um pfindulo, Eq. (12) no texto. 
Suponha que a barra do pendulo seja rigida e sent peso, que a massa seja pontual c que nao exista atrito 
ou resistencia em nenhum ponto do sistema. 

(a) Suponha que a massa esteja em uma posigao deslocada arbitraria. indicada pelo angulo 0. Desenhe 
um diagrama moslrando as forgas que agem sobre a massa. 

(b) Aplique a lei do movimento de Newton na diregao tangencial ao arco circular sobre o qual a massa se 
move. Entao.a forga de tensao sobre a barra nao aparece na cquagao. Note que 6 necesstirio encontrar 
a componente da forga gravitacional na diregao tangencial. Note, tambdni, que a aceleragtio linear 
(para diferencia-la da aceleragao angular) e LiFO/dd, onde L 6 a comprimeilto da barra. 

(c) Simpliflquc o resultado obtido no item (b) para obter a Eq. (12) do texto. 
f 30/ Outra maneira de deduzir a cquagao do pCndulo (12) baseia-se no prinefpio dc conservagao de energia. 
(a) Mostre que a energia cin«5tica do pendulo em movimento 6 




(b) Mostre que a energia potencial V do pendulo relativa a sua posigao de repouso 6 

V = mgU 1 - cos 0). 
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(c) Pelo princi'pio de conservagao de energia, a cnergia total E=T+Vc constante. Calcule dE/dt, iguale 
a zero e mostre que a equagao resultante pode ser reduzida & Eq. (12). 

Q Uma terceira dedugao da equagao do pendulo depende do princi'pio do momento angular: a taxa de va- 
riagao do momento angular em tomo de qualquer ponto e igual ao momento externo total em tomo do 
mesmo ponto. 

(a) Mostre que o momento angular M em tomo do ponto de suporte e dado por M = niLrdOldt. 

(b) Iguale dMIdt ao momento da forga gravitacional e mostre que a equagao resultante pode ser reduzida 
a Eq. (12). Note que os momentos positivos sao no sentido trigonometrico (anti-hordrio). 


1.4 Notas Historicas 


Sem saber alguma coisa sobre equates diferenciais e mdtodos para resolve-las, e diffcil apreciar a his- 
tdria desse ramo importante da matemdtica. Alem disso, o desenvolvimento das equates diferenciais 
estd intimamente ligado ao desenvolvimento geral da matemdtica, e nao pode ser separado dele. Apesar 
disso, para fornecer alguma perspectiva historica vamos indicar aqui algumas das tendencias principals 
na historia desse assunto e identificar os matematicos atuantes no perfodo inicial de desenvolvimento que 
mais se destacaram. Outras informagoes historicas estao contidas em notas de rodape ao longo do livro e 
nas references listadas ao final do capftulo. 

As equagoes diferenciais comegaram com o estudo de calculo por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716) durante o sdculo XVII. Newton cresceu no interior da Inglaterra, foi educa- 
do no Trinity College, em Cambridge, e se tornou Professor de Matematica, na cadeira Lucasian, em 1669. 
Suas descobertas sobre o calculo e as leis da mecanica datam de 1665. Elas circularam privadamente.en- 
tre seus amigos, mas Newton era muito sensfvel a crfticas e so comegou a publicar seus resultados a partir 
de 1687, quando apareceu seu livro mais famoso, Phitosophiae Naturalis Principia Malhematica. Apesar 
de Newton ter atuado relativamente pouco na area de equagoes diferenciais propriamente ditas, seu 
desenvolvimento do calculo e a elucidagao dos principios basicos da mecanica fomcceram a base para 
a aplicagao das equagoes diferenciais no seculo XVIII. especialmente por Euler. Newton classificou as 
equagoes diferenciais de primeira ordem de acordo com as formas dyldx = f(x), dy/dx = f(y) e dyldx = /(.v, 
y). Ele desenvolveu um metodo para resolver essa ultima equagao no caso em que/ (x,y) e um polinomio 
em x e y usando series infinitas. Newton parou de fazer pesquisa matematica no infcio da decada de 1690, 
exceto pela solugao de problemas desafiadores ocasionais e pela revisao e publicagao de resultados obti- 
dos anteriormente. Foi nomeado Warden of the British Mint (responsavel pela Casa da Moeda britanica) 
em 1696 e pediu demissao da sua posigao de professor alguns anos depois. Recebeu o tftulo de cavaleiro 
em 1705 e, apos sua morte, foi enterrado na capela de Westminster. 

Leibniz nasceu em Leipzig e completou seu doutorado em filosofia na Universidade de Altdorf quan¬ 
do tinha 20 anos. Ao longo de sua vida, engajou-se em atividades acadeniicas em diversos campos diferen- 
tes. Era basicamente autodidata em matematica, ja que seu interesse no assunto desenvolveu-se quando 
tinha vinte e poucos anos. Leibniz chegou aos resultados sobre calculo independentemente, embora um 
pouco depois de Newton, mas foi o primeiro a publica-los, em 1684. Leibniz compreendia o poder de 
uma boa notagao matematica, e a nossa notagao para derivada, dyldx, assim como o sinal de integral, sao 
devidos a ele. Descobriu o metodo de separagao de variaveis (Segao 2.2) em 1691, a redugao de equagoes 
homogeneas a equagoes separaveis (Segao 2.2, Problema 30) em 1691 e o procedimento para resolver 
equagoes lineares de primeira ordem (Segao 2.1) em 1694. Passou sua vida como embaixador e conselhei- 
ro de diversas famflias reais alemas,o que permitiu que viajasse muito e mantivesse uma correspondence 
extensa com outros matematicos, especialmente os irmaos Bernoulli. No decorrer dessa correspondence 
foram resolvidos muitos problemas em equagoes diferenciais durante a parte final do seculo XVII. 

Os irmaos Jakob (1654-1705) e Johann (1667-1748) Bernoulli, de Basel, fizeram muito sobre o desen¬ 
volvimento de metodos para resolver equagoes diferenciais e ampliar o campo de suas aplicagoes. Jakob 
tornou-sc professor de matematica em Basel em 1687 e Johann foi nomeado para a mesma posigao quan¬ 
do seu irmao faleceu.em 1705. Ambos eram briguentos.ciumentos e estavam frequentemente envolvidos 
em disputas, especialmente entre si. Apesar disso, ambos fizeram contribuigoes significativas em diversas 
areas da matematica. Com a ajuda do calculo, resolveram diversos problemas em mecanica formulando- 
os como equagoes diferenciais. Por exemplo, Jakob Bernoulli resolveu a equagao diferencial y' = [a 3 / 
(b 2 y -fl 3 )] l/2 em 1690 e, no mesmo artigo, usou pela primeira vez a palavra “integral” no sentido moderno. 
Em 1694, Johann Bernoulli foi capaz de resolver a equagao dyldx - ylax. Um problema resolvido por 
ambos os irmaos e que gerou muito atrito entre eles foi o problema da braquistocrona (veja o Problema 
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32 da Segao 2.3). O problema da hraquistocrona foi resolvido. tambem. por Leibniz, por Newton e pelo 
Marques dc L'Hospital. Di/-se. embora sem comprovagao, que Newton soube do problema no final da 
lardc de um dia cansativo na Casa da Moeda e que o resolveu naquela noite apos o jantar. Ele publicou a 
solugao anonimanienle. mas, ao ve-la. Johann Bernoulli observou: "Ah, conhego o leao pela sua pata" 

Daniel Bernoulli (1700-1782), filhode Johann, emigrou para Sao Petersburgo na juventude para se in- 
corporar it Academia de Sao Petersburgo, recem-fundada. mas retornou a Basel cm 1733 como professor 
de botanica e, mais tarde, de fisica. Seus interesses eram. principalmente. em equates dilerenciais par- 
ciais e suas aplicagoes. Por exemplo, e seu nome que esta associado a equagdo de Bernoulli em mecanica 
dos Huidos. Foi. tarnbem. o primeiro a encontrar as fungoes que seriam conhecidas um seculo mais tarde 
como fungoes de Bessel (Segao 5.7). 

O maior matematico do seculo XVIII. Leonhard Euler (I707-I783).cresceu perto de Basel e foi aluno 
de Johann Bernoulli. Ele seguiu seu amigo Daniel Bernoulli, indo para Sao Petersburgo em 1727. Du¬ 
rante o resto de sua vida esteve associado a Academia de Sao Petersburgo (1727-1741 e 1766-1783) e a 
Academia de Berlim (1741-1766). I uler foi o matematico mais prohfico de todos os tempos; suas obi as 
completas enchem mais de 70 grossos volumes. Seus interesses inclufam todas as dreas da matemalica c 
muitos campos de aplicagdo. Embora tenha ficado cego durante os ultimos 17 anos de sua vida.seu traba- 
Iho continuou no mesmo ritmo ate o dia de sua morte. De interesse especial para nos aqui e sua formu- 
lagao matematica de problemas em mecanica e seu desenvolvimento de metodos para resolve-los. Sobre 
o trabalho de Euler em mecanica, Lagrange disse ser”o primeiro Irabalho importante no qual a analisc 
e aplicada it ciencia do movimento". Entre outras coisas. Euler identificou a condigdo para que equates 
diferenciais de primeira ordem sejant exalas (Segao 2.6) em 1734-1735. desenvolveu a teoria de fatores 
integrantes (Segao 2 . 6 ) no mesmo arligo e encontrou a solugao geral para equates lineares homogeneas 
com coeficientes constantes (Segocs 3 1 .3.3.3.4 e 4.2) em 1743. F.stendeu esse ultimo resultado para equa¬ 
tes nao homogeneas em 1750-I75I.Comegandoem tornode 1750.Euler usou.com frcquencia.series de 
potencias (Capitulo 5) para resolver equagoes diferenciais. Propos. tarnbem, um procedimento numerico 
(Segocs 2.7 e 8.1) em 1768-1769. fez contribuigoes importantes em equagoes diferenciais parciais e deu o 
primeiro tratamento sistematico do calculo de variagoes. 

Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) tornou-se professor de matemalica em sua cidade natal. Turim, 
com 19 anos. Sucedeu Euler na cadeira de matematica na Academia de Berlim em 1766 e foi para a 
Academia de Paris em 1787. Ele e mais conhecido pelo seu trabalho monumental Mecaitique analytique, 
publicado em 1788, um tratado elegante e completo sobre mecanica newtoniana. Em relagao a equagoes 
diferenciais elementares Lagrange mostrou, no perfodo 1762-1765. que a solugao geral de uma equagao 
diferencial linear homogenea de ordem n e uma combinagiio linear n solugoes independentes (Segoes 3.2 
c 4.1) Mais tarde.em 1774-1775.desenvolveu completamente o metodo de variagao dos parametros (Se- 
90 CS 3.6 e 4.4). Lagrange tarnbem e conhecido pelo seu trabalho fundamental em equates diferenciais 
parciais e calculo de variances. 

Pierre-Simon de Laplace (1749-1827) viveu na Normandia quando menino, mas foi para Paris em 1768 
e rapidamente deixou sua ntarca nos meios cientificos,sendo eleito para a Academia de Ciencias em 1773. 
Destacou-se no campo da mecanica celeste; seu trabalho mais importante, Traite de mecanique celeste, foi 
publicado em cinco volumes entre 1799e 1825. A equa^ao de Laplace e fundamental em muitos ramosda 
fisica matemdtica, e Laplace a esludou extensamente em conexao com a atragao gravitacional. A trans- 
formada de Laplace (Capitulo 6 ) recebeu o nome em sua homenagem,embora sua utilidade na resolugao 
de equagoes diferenciais so tenha sido reconhccida muito mais tarde. 

No final do seculo XVI11, muitos metodos elementares para resolver equagoes diferenciais ordinarias 
ja tinham sido descobertos. No seculo XIX iniciou-se a investigagao de questoes tcdricas de existencia e 
unicidade, assim como o desenvolvimento de metodos menos elementares, como os baseados em expan- 
sao em series de potencias (veja o Capitulo 5). Esses metodos encontram seu ambiente natural no piano 
complexo. Por causa disso, eles se beneficiaram. e. ate certo ponto, estimularam o desenvolvimento mais 
ou menos simultaneo da teoria de fungoes analiticas complexas. As equagoes diferenciais parciais come¬ 
garam, tarnbem, a ser estudadas intensamente a medida que se tornava claro seu papel crucial em fisica 
matematica. Com isso, muitas fungoes. solugoes de certas equagoes diferenciais ordinarias, comegaram 
a aparecer repetidamente e foram cxaustivamente estudadas. Conhecidas coletivamente como fungoes 
transcendentais, muitas delas est.lo associadas a nomes de matematicos. incluindo Bessel, Legendre, Her- 
mite, Chebyshev e Hankel, entre outros 

As inumeras equagoes dilerenciais que resistiram a metodos analiticos levaram & investigagao de me¬ 
todos de aproximagao nurmSrica (veja o Capitulo 8 ). Por volta de 1900 jd haviam sido desenvolvidos 
metodos efetivos de integragao numdrica, mas sua implementagao cstava severamente prejudicada pela 
necessidade de se executar os cdlculos a mao ou com equipamcntos computacionais muito primitivos. 
Nos ultimos 60 anos o desenvolvimento de computadores cada vez mais poderosos e versdteis aumentou 
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muito a gama de problemas que podcm ser investigados, de maneira efetiva, por metodos numericos. 
Durante esse mesmo perfodo foram desenvolvidos integradores numericos extremamente refinados e ro- 
bustos, facilmente disponiveis. Versoes apropriadas para computadores pessoais tornaram possivel. para 
os alunos, a resoluqao de muitos problemas significativos. 

Outra caracteristica das equates diferenciais no seculo XX foi a criaqao de metodos geometricos ou 
topologicos especialmente para equaqoes nao lineares. O objetivo d compreender, pelo menos qualitati- 
vamente, o comportamento de soluqoes de um ponto de vista geometrico, assim como analitico. Se ha ne- 
cessidade de mais detalhes, isso pode ser obtido em geral usando-se aproximaqoes numericas. O Capitulo 
9 content uma introduqao a esses mdtodos geomdtricos. 

Nos ultimos anos essas duas tendencias se juntaram. Computadores, e, especialmente, computaqao 
grafica trouxeram um novo fmpeto ao estudo de sistemas de equaqoes diferenciais nao lineares. Foram 
descobertos fenomenos inesperados (Seqao 9.8), tais como atratores estranhos, caos e fractals, que estao 
sendo intensamente estudados e estao gerando novas e importantes ideias em diversas aplicaqoes dife- 
rentes. Embora seja um assunto antigo sobre o qual muito se sabe. as equates diferenciais no seculo XXI 
permanecem sendo uma fonte fertil de problemas fascinantes e importantes ainda nao resolvidos. 


RHFERENC IAS Programas de computador para equates diferenciais mudam muito rapido para se poder dar boas referencias em um 
livro como esse. Uma busca pelo Google sobre Maple, Mathematica ou M ATLAB e uma boa maneira de comeqar, se 
voce precisa de informant's sobre um desses sistemas de algebra computacional. 

Para ler mais sobre a historia da niatematica. procure livros como os listados a seguir: 

Boyer, C. B.. and Merzbach.U. C.. A History of Mathematics (2nd ed.) (New York: Wiley, 1989). 

Kline. M., Mathematical Thought from Ancient to Modern Times (New York: Oxford University Press. 1972) 

Um apendice histdrico util sobre o desenvolvimento inicial das equaqdes diferenciais aparcce em 
Ince, E. L., Ordinary Differential Equations (London: Longmans, Green, 1927: New York: Dover. 1956). 

Uma fonte enciclopedica de informaqao sobre vidas e feitos de matematicos do passado e 
Gillespie, C. C., ed., Dictionary of Scientific Biography (15 vols.) (New York: Scribner’s, 1971). 

Muita informaqao historic;! pode ser encontrada na Internet. Um site excelente e 

www-history.mes.st-and.ac.uk/BiogIndex.html 

criado por John J. O'Connor e Edmund F. Robertson, do Dcpartamcnlo de Matematiea e Estatisticu da L'niversidade 
St. Andrews, na Escdcia. 
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Equates Diferenciais de 
Pnmeira Ordem 


Este capitulo trata de equaqoes diferenciais de primeira ordem 


dy 

dt 


=fO,y). 


M) 


onde f c uma funqao dada de duas variaveis. Qualquer fun<;ao diferencidvel v = <p(t) que satisfaz essa 
equa^ao para todo t cm algum intervalo e chamada de soluijao. Nosso objetivo e determinar se lal fun^ao 
exisle e. nesse caso, desenvolver metodos para encontra-la. Infelizmente, nao exisle metodo geral para 
resolver a equai^ao cm termos de fun^oes elementares para uma fun^ao arbitraria /. Em vez disso, des- 
creveremos diversos metodos, cada um deles aplicavel a determinada subclasse de cquaqoes de primeira 
ordem. As mais importantes delas sao as equates lineares (Segao 2.1), as equagoes separaveis (Segao 
2.2) e as equates exatas (Segao 2.6). Oulras segoes dcste capitulo descrevem algumas das aplicagbes 
importantes de equates diferenciais de primeira ordem, introduzem a ideia de aproximar uma solugao 
por calculus numericos e discutem algumas questbes tebricas relacionadas a existencia e a unicidade de 
solugbes. A ultima segilo inclui um exemplo de solugbes cabticas no contexto de equagbes de diferengas 
linitas de primeira ordem, que tern alguns pontos importantes de semelhanga com equagbes diferenciais 
e sao mais simples de investigar. 


2.1 Equagoes Lineares; Metodo dos Fatores Integrates 

Se a fungao/na Eq. (I) depender linearmente da variavel dependenle y. entao a Eq. (1) e dita uma equa- 
gao linear de primeira ordem. Nas Segoes 1.1 e 1.2 discutimos um tipo restrito de equagbes lineares de 
primeira ordem. aquelas com coeficicntes constantes. Um exemplo tipico e 

-j- = —ov + b, (2) 

dt 

onde a e h sao constantes dadas. Lembre-se de que uma equagao dessa forma descreve o movimento de 
um objelo em queda na atmosfera. Vamos considerar agora a equagao linear de primeira ordem mais 
geral, obtida substituindo-sc os coelicientes « e h na Eq. (2) por fungbes arbilrarias de t. Em geral escre- 
veremos a equagao linear de primeira ordem geral na forma-padrao 

+ p(Oy = £('). (3) 

dt 

onde peg sao fungbes dadas da variavel independente t. 

A Eq. (2) pode ser resolvida pelo mbtodo de inlegragao introduzido na Segao 1.2. Ou seja, se a * 0 e 
y =£ bln, podemos escrevcr a equagao na forma 
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Entao, integrando, obtemos 


dy/dt 
y - ( b/a) 

In |y — (b/a)\ = -at + C , 


(4) 


donde segue que a solugao geral da Eq. (2) 6 

y = (b/a) + ce~ a ' s (5) 

onde c 6 uma constante arbitraria. 

Infelizmente, esse metodo direto de solugao nao pode ser usado para resolver a equagao geral (3), de 
modo que precisaremos de um metodo diferente. Esse metodo 6 devido a Leibniz; ele envolve a multi- 
plicagao da equagao diferencial (3) por uma determinada fungao //(f) escolhida de modo que a equagao 
resultante seja facilmente integravel. A fungao p(f) e chamada de fator integrante,e a principal dificulda- 
de e determinar como encontra-la. Vamos introduzir esse metodo em um exemplo simples e mostrar mais 
adiante como estende-lo a outras equates lineares de primeira ordem, incluindo a equagao geral (3). 


EXEMPLO 


Resolva a equagao diferencial 


^ i 1,, _ iJH 

dt + 2> “ 2 ' 


Dcsenhe o grdfico de diversas solugoes e encontre a solugao particular cujo grafico contem o ponto (0,1). 

O primeiro passo e multiplicar a Eq. (6) por uma fungao n(t), ainda a determinar; assim 

//I0y + 5M(0 .v = \n(t)e'\ (7) 

dl 

Prccisamos agora saber se podemos escolher fi(t) de tal modo que a expressao a esquerda do sinal de igualdade 
na Eq. (7) seja reconhecida como a derivada de alguma expressao particular. Se for possfvel. poderemos inte- 
grar a Eq. (7) mesmo sem conhecer a fungao y. Para orientar a escolha do fator integranle n(l), pergunte a si 
mesmo onde, em calculo, voce ja viu uma expressao contendo um termo da forma n(t)dy/dt. Voce esta na pista 
certa se isso lhe lembra a regra do produto para a diferenciagao. Vamos tentar,entao,determinar /<(r) de modo 
que a expressao a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) seja a derivada do produto n(t)y. Comparando a 
expressao & esquerda do sinal de igualdade na Eq. (7) com a formula de diferenciagao 

d , dv dn(t ) - 0 . 

y[/t(f)v] = d-:— y, (8) 

til dt (It 


observamos que serao iguais se escolhermos //(r) de modo que 

^ (9) 

at 

Portanto, nossa busca por um fator integrante tera sucesso se pudermos encontrar uma solugao para a Eq. (9). 
Talvez voce possa identificar imediatamente uma fungao que satisfaz a Eq. (9): que fungao bem conhecida no 
calculo tern derivada igual & metade da fungao original? De maneira mais sistematica, podemos reescrever a 
Eq. (9) como 

( 10 ) 

AH 0 


que 6 equivalente a 


Segue entao que 


In |m(DI = j. 


In |/z(/)| = k + C, 




fi(t) = ce' 1 


A fungao q(/) dada pela Eq.(13) e um fator integrante para a Eq. (6). Como nao precisamos do fator integrante 
mais geral possfvel, escolheremos c igual a uin na Eq. (13) e usaremos //(f) = & n . 
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Vamos voltar para a Eq. (6) e multiplic<1-la pelo fator integrante e 1 " para obter 

<"’jf+ (14) 

Pela escolha quo fizemos do fator integrante, a expressao a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (14) e a deri- 
vada de e**y. de modo que a Eq. (14) tica 


Integrandoa Eq.(15). obtemos 


4(e' /: v)=U' ,A . 

ill 


/ n y = |e 5f 6 + c, 


onde c e uma constante arbitraria. Finalmente. resolvendo a Eq. (16) para y, obtemos a solu<;ao geral da Eq. 
(6). a saber. 

y= \e > -+ce-' 1 . (17) 

Para encontrar a soluqao cujo graftco content o ponto (0.1). fazemos t = 0 e y = 1 na Eq. (17). obtendo 1 = 
(3/5) + c. Logo.e = 2/5 e a soluqao desejada e 

y = ^ 3 + le ' 1: . (18) 

A Figura 2.1.1 inclui os gr.lficos da Eq. (17) para diversos valores de c com umcampode diredoes ao fundo. A 
solu^ao contendo o ponto (0.1) eslii indicada por uma linha mais grossa. 


y 

4 c \ \ \ \ \ \ \ W"-"-- 

' Ns. \ \ N. \ W---- 

^ .■.. : ' / > 

- - - / ////// 

/ /,/ //(/// 

S/ S/ / /V / / v / / 

/ /// / // // // // // II 
-2^/ / // // // // // III 


/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
/ / / / 
//ii 
/iii 
7 7"H ' 
7/17 
III/ 
fill 

m 


FIGURA 2.1.1 Curvas integrals da equaqao y + {y = i/ ’. 


Vamos agora estender o metodo dos fatorcs integrantes a equaqoes da forma 

j;+ay = g(t), (19) 

ondc a e uma constante dada e g(l) e uma funqao dada. Procedendo como no Exemplo 1, vemos que o 
fator integrante /r(f) tern que satisfazer 

(20> 

em vez da Eq. (9). Logo, o fator integrante d /((/) = e*. Multiplicando a Eq. (19) por n(t), obtemos 

+ ae“'v = 

(It 


-(/"y) = e“'g(r). 
til 
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EXEMPLO 

2 



lntegrando a Eq. (21),encontramos 

e a 'y = J e a 'g(t)dt + c, (22) 

onde c 6 uma conslantc arbitrdria. Para muitas fun<;oes simples g(t) podemos calcular a integral na Eq. 
(22) e expressar a solu;3o y cm termos de fun^oes elementares, como no Exemplo 1. No entanto, para 
funqoes g(l) mais complicadas. pode ser necessdrio deixar a soluqao cm forma integral. Nesse caso. 

y = e -< “ f e“ g(s) ds + ce ~ m . (23) 

Jlu 

Note que denotamos pors a varidvel de integra^ao na Eq. (23).para distingui-la da variavel independente 
t, e escolhemos algum valor conveniente i 0 para o limite inferior de integra^ao. 


Resolva a cquaijao diferencial 


dy 

dr 


2y = 4 -1 


(24) 


e desenhe graticos de diversas soluqftes. Discuta o comportamento das soluqoes quando / —* *. 

A Eq. (24) 6 da forma (19) com a = -2; logo, o fator integrante e /«(f) = e v . Multiplicando a equa(,ao dife¬ 
rencial (24) por /<(/), obtemos 



(25) 


ou 


^-(e- 2 'v) = 4 e-*-**. 
dr 


(26) 


lntegrando a equaqdo diferencial. lemos 


e : 'y = —2c + je + c. 


onde usamos integrate por paries no ultimo termo da Eq. (26). Logo, a solugao geral da Eq. (24) e 

y = - j 4- 1 1 + ce'‘. 


(27) 


A Figura 2.1.2 mostra um campo de dire^des e graficos da solugao (27) para diversos valores de c. O com¬ 
portamento das soluqoes para valores grandes de r e determinado pelo termo ce-'. Sc c =? 0. a soluqao cresce 
exponencialmente em m6dulo com o mesmo sinal que c. Portanto, a solu<;ao diverge quando t se torna muito 
grande. A fronteira entre solugdes que divergem posilivamente c que divergent negativamente ocorre quando 
c = 0. Sc escolhermos c = 0 na Eq. (27) e fizermos t = 0, veremos que y = -7/4 e o ponto de separat,ao no eixo dos 
y. Note que para esse valor inicial a solutjao 6 y = — j 4- \f, essa solu<;ao cresce positivamente. mas linearmente 
e nao exponencialmente. 
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FIGURA 2.1.2 Curvas integrals para >■' - 2y = 4 
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U*1| 



Vamos voltar para a equagao linear geral tie primeira ordem (3) 

(tv 

-j- +pV)y = g[t), 

onde peg sao fungdes dadas. Para determinar uni lator integrante apropriado, multiplicamos a Eq. (3) 
por uma fungao p(t) a ser determinada, oblendo 


(tv 

p(t)-j- + p(t)p(t)v = p(t)git). 
at 


(28) 


Seguindo a mesma linha de raciocinio do Exemplo 1, vemosque a expressao k esquerda do sinal de iuual- 
dade na Eq. (28) e a derivada de um produto p(t)y. desde que p(t) satisfaga a equagao 


(tpU) 

dt 


= pit)pit). 


(29) 


Supondo temporariamente que pit) e positiva, temos 

d pit)/(It 


pit) 


= pit). 


e. em conxequencia. 


In /i (/) = J pit) dt + k. 

Eseolhendo a constante arbiiraria k como zero, obtemos a fungao mais simples possfvel para p. a saber. 


Pit) 




pit) (It. 


( 30 ) 


Note que p(t) e positiva para todo t. como supusenios. Voltando para a Eq. (28), tenuis 


— |/t(r)y| = pit)g(t). 

(It 


Porliinto, 


“ m>= f 


p{t)g(t)dt + c. 


( 31 ) 


(32) 


onde c e uma constante arbitral ia. Algumas vev.es a integral na Eq. (32) pode ser calculada cm termos de 
tungoes elementares. No entanto, isso nao e posst'vel. em geral. de modo que a solugao geral da Eq. (3) e 

I 


v = 


Pit) 


( pia)g(s)(Is + c . 

.Ji, i 


(33) 


onde. mais uma vez,f„e algum limite inferior de integragao conveniente. Observe que a Eq. (33) envolve 
duas integragoes. uma para obter p(t) da Eq. (30) e outra para determinar y da Eq. (33). 


Resolva o problema de valor inicial 


ty' + 2 v = 4 r. (34) 

y(D = 2. (35) 

Para determinar pit) e g(t) corretamente, preeisamos primeiro colocar a Eq. (34) na forma-padrao (3).Temos 

y + (2 /l)y = 4r, (36) 

de modo que p(t) = 2// e g{t) = 4f. Para resolver a Eq. (36). primeiro calculamos o fator integrante p(t): 

pit) = exp J y dt = = r. 

Multiplicando a Eq. (36) por p(t) = P,obtemos 

f 1 / + 2 ty = iry)' = 4r\ 


e, portanto. 
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1 2 y = t* + c, 

ondc c £ uma constante arbitrdria. Segue que 


(37) 

(34) para diversos valores de c. 

(38) 

£ a solugao do problema de valor inicial (34), (35). Essa solugao corresponde a curva mais grossa na Figura 
2.1.3. Note que ela se toma ilimitada e se aproxima assintoticamentc do semieixo positivo dos y quando I — 
0 pela dircita. Esse d o efeito da descontinuidade infinita do coeficiente p(t) na origem. A fungao v = r + (1 lt : ) 
para t < 0 nao e parte da solugao desse problema de valor inicial. 

Esse 6 o primeiro exemplo no qual a solugao n5o existe para alguns valores de I. Novamente. isso 6 devido 
a descontinuidade infinita de p(t) ent t = 0, que restringe a solugao ao intervalo 0 < t < *. 


1 1 
y = ‘+p 

£ a solu<;ao geral da Eq. (34). A Figura 2.1.3 mostra curvas integrais para a Eq. 
Para satisfazer a condigao inicial (35), £ necessario escolher c = 1; assim. 


y = ^ + 


I > 0 



Olhando novamente para a Figura 2.1.3, vemos que algumas solugdes (aquelas para as quais c > 0) sao as- 
sintdticas ao semieixo positivo dos y quando t -* 0 pela direita, enquanto outras solugdes (para as quais c < 0) 
sao assintdticas ao semieixo negativo dos y. A solugao para a qual c = 0. a saber, y = I 1 , permanece limitada e 
diferencifivel alii em t = 0. Se generalizarmos a condigao inicial (35) para 

>( 1 > = Vo. (39) 

entao c = y„ -lea solugao (38) fica 

y = r + —, r>0seyoj4 1. (40) 

Como no Exemplo 2,este £ outro caso particular onde existe um valor inicial critico,a saber. v„ = l.que separa 
solugoes que sc comportam de duas manciras bem diferentes. 


Resolva o problema de valor inicial 

2/ + ty = 2, (41) 

y(0) = 1. (42) 

Para colocar a equagao difercncial (41) na forma-padrSo (3) precisamos dividir p<ir 2, oblendo 

/ + U/2)y = 1. (43) 

Logo,/>(/) = l/2eo fator integrante £ p(i) = exp(F/4). Entao multiplique a Eq. (43) por /«(/). de modo que 

S'y+LS'*y=S'*. 


(44) 
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A expressao a esquerda do sinal dc igualdade na Eq. (44) <5 a derivada de / /4 v, portanlo, integrando a Eq. (44) 
obtemos 

e l ' , *y = J J'^dt+c. (45) 

A integral na Eq. (45) nao pode ser calculada cm termos das funises elementarcs usuais. de niodo que a dei- 
xamos cm forma integral. No entanto, e scolhendo o limite interior de inteuracao como o ponto inicial t = 0 
podemos substituir a Eq. (45) por 



onde c e uma constante arbitraria. Segue, entao, que a solutjao geral y da Eq. (41) & dada por 



14 ds + ce''\ 


(46) 

(47) 


A condiijao inicial (42) requer que c = 1. 

O principal objetivo deste cxemplo e ilustrar que algumas vezes a soluijao tem que ser deixada em funtjao de 
uma integral. Em geral. isso e no ntaximo ligeiramentc inconveniente, e nao urn obsUiculo scrio. Para urn dado 
valor de i. a integral na Eq. (47) e uma integral definida, e pode ser aproximada com qualquer precisao desejada 
usando-se integradores numericos facilmente disponiveis. Repetindo esse processo para niuitos valores de / e 
colocando os resultados em um grdfico. voce pode obter um grafico da solut^ao. De maneira altemativa. voefi pode 
usar um ntelodo numerico de aproxima<;ao, como os discutidos no Capitulo 8. que partem diretamente da equa- 
qao diferencial e nao precisam de uma expressao para a solu^ao. Pacotes de programas como Maple e Mathema- 
tica executant rapidamente tais procedimentos e produ/cm graficos de solutjoes de equates diferenciais. 



FIGURA 2.1.4 Curvas inlegrais para 2y' + ty = 2. 


A Figura 2.1.4 mostra graficos das solu^oes (47) para diversos valores de c. Da figura, parece plausfvel con- 
jeturar que todas as soluqoes tendem a um limite quando f —» *. O limite pode ser encontrado analiticamente 
(veja o Problema 32). 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de I a 12: 

P '”" ===== ” (a) Desenhe um campo de dire<;6es para a equa(,ao diferencial dada. 

(b) Baseado em uma andlise do campo de dircqftes, descreva o comportamcnto das solutjoes para valores 
grandes de I. 

(c) Encontre a soluqao geral da equaqSo diferencial dada e use-a para determinar o comportamcnto das solu¬ 
tes quando r —*• *. 

(T ~)y' + 3y = i + e~ 2 ‘ Q)/~ 2 .v = ,2< ^ 

3- y + y = ie~' + I 
5. / - 2y = 3e* 


y2j / -2y = f 2 * 2 * 

4fl> + (1 /i)y = 3cos2f. 

6. ty' + 2y = sen r, f > 0 


t > 0 
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42s 7. y' + 2ty + 2le^ 
41 9. 2/+y = 3/ 

41 11. / + v = 5 sen 2i 


41' 8 . (1 4- t 2 )/ + 4/y = (1 4- t-)~ 2 

42s 10 . ty' - y = / : <r', /><) 

42- 12. 2y' + y = 3r 


Em cada um dos Problemas de 13 a 20, encontre a solu<;ao do problema de valor inicial dado. 


13. y'-y = 2te 2 ', y(0) = 1 

(Tj^y' 4 - 2 y =/e _2 \ y(l) = 0 
15. ty' 4-2y = t 2 -t 4- 1, y(l) = 5 . /> 0 
4- (2/py = (cos/)/r, y(rr) = 0. />0 

17. / —2y = e 2 \ y(0) = 2 

18. ty' 4- 2y = sen/, y(n/2) = 1, /> 0 

19. t 3 / 4- 4/ 2 y = e~‘, y(—1) = 0, /<0 

20. // 4- (/ 4-1 )y = /, y(ln 2) = 1. / > 0 

Em cada um dos Problemas de 21 a 23: 

(a) Desenhe um campo de dire?oes para a equaqao difercncial dada. Como parece que as solutes se cornpor 
lam quando / assume valores grandes? O comportamento depende da escolha do valor inicial a? Seja «„ o 
valor de a no qual ocorre a transi<;ao de um tipo de comportamento para outro. Estime o valor de a„. 

(b) Resolva o problema de valor inicial e encontre precisamente o valor crttico a 0 . 

(c) Descreva o comportamento da soluqao correspondente ao valor inicial a„. 

42 - 21 . / — iy = 2 cos/. y( 0 ) = a 
4 ?s 22 . 2 y' - y = e" 3 . y( 0 ) = a 

41 23. 3/ - 2y = e-”" 2 , y(0) = a 


Em cada um dos Problemas de 24 a 26: 

(a) Desenhe um campo de dircqdes para a cquaqao diferencial dada. Como parece que as solu<; 6 cs se compor- 
tam quando / -> 0? O comportamento depende da escolha do valor inicial a? Seja a„ o valor de a no qual 
ocorre a transi?iio de um tipo de comportamento para outro. Estime o valor de a„. 

(b) Resolva o problema de valor inicial e encontre precisamente o valor critico u„. 

(c) Descreva o comportamento da solu^So correspondente ao valor inicial a„. 


42 24. ty' 4- (/ 4- 1 >y = 2 te~\ y(l) = a, / > 0 

42s 25. ty' 4- 2 y = (sen/)//, y(— jt/2 ) = a, / < 0 
42s 26. (scn/)y'4- (cos/)y = e\ y(l) = a. 0 < t < n 

^S§T)Considere o problema de valor inicial 


y 4 - jy = 2 cos /. 


y( 0 ) = - 1 . 




Encontre as coordenadas do primeiro ponto de maximo local da soluqao para / > 0. 
Considere o problema de valor inicial 

y' + 5 y=l-;f. y( 0 )=y o . 

Encontre o valor de y„ para o qual a solu^ao toca. mas nao cruza, o eixo dos /. 
Considere o problema de valor inicial 

y' + ly = 3 + 2 cos 2/, y(0) = 0. 


(a) Encontre a soluijao deste problema de valor inicial e descreva scu comportamento para valores gran¬ 
des de /. 

(b) Determine o valor de t para o qual a soluqao intersecta pela primeira vez a reta y = 12. 

30. Encontre o valor de y 0 para o qual a solu<;ao do problema de valor inicial 


y' - y = 1 4- 3 sen/. 



permanece finita quando / -* ». 
Considere o problema de valor inicial 


y - 


\y = 3/ + 2 c*. 


y( 0 ) = y 0 


y( 0 ) = y 0 . 



Equates Diitremciais de Primeira Ordem 31 


Encontre o valor dc y n quc separa as soluqoes quo crescem positivamentc quando t -* x das quc crescem 
cm modulo, mas permancccm negalivas. Como a soluijao quc corresponde a esse valor critico dc v 0 sc 
coniporta quando t -» *? 

32. Mostrc que todas as soluqdes dc 2y' + ty = 2 [vcja a Eq. (41) do texto] tcndem a urn limite quando / - x e 
enconire esse limite. 

Sugestao: considerc a soluqao gcral. Eq. (47). e use a regra de L'Hospital no primeiro termo 

33. Mostrc que. sc a e a sao constantes positivas e se b e uni numero real arbitrario, entao toda so I u s'a o da 
equa<;ao 

y + ay = he~ y> 

tern a propriedade de que y -* 0 quando / -» *. 

Sugestao: Considere os casos a = /. e a * A separadamente. 

Em cada um dos Problemas dc 34 a 37. construa uma equaqao diferencial linear de primeira ordem cujas 
solu^oes tern o comportamento dcscrito quando t -* x. Depois resolva sua equaqao e confirme que todas as 
solus'oes tem.de fato. a propriedade cspccificada. 

34. Todas as soluqoes tern limite 3 quando t —> x. 

35. Todas as soluqocs sao assintdticas a reta y - 3 -1 quando t -* x. 

36. Todas as solu^oes sao assintdticas a reta y = 2/ - 5 quando r -» x, 

37. Todas as soluijoes se aproximam da curva y = 4 - 1 quando t —* x. 

38. Varias'ao dos Pariimctros. Considerc o seguinte metodo dc resolui;ao da cqua^ao linear de primeira or¬ 
dem gcral: 


y + />(/)>’ = git). 


(i) 


(a) Sc g(t) = 0 para todo t, mostrc que a solufilo c 


v = A exp 


- J pU)th . 


onde A e uma constants’. 

(b) Sc g(t) nao e idcnticamentc nula,suponlia que a solut;ao da Eq. (i) e da forma 


v = AU)c 


•xp ~ J I’d)'I' - 


(ii) 


(iii) 


onde A agora e uma funqao de t. Substituindoy na cquagao diferencial por cssa expressao, mostrc quc A(t) 
tem quc satisfazer a conditio 


A'(t) = gU)e 


xp J pit) til 


(iv) 


(c) Encontre /l(r) da Eq. (iv). Depois subslitua /!(/) na Eq. (iii) por cssa soluqao para determinar y. Veri- 
liquc que a solu?ao obtida dcssa maneira c igual a solui;ao da Eq. (33) no texto. Essa tccnica <5 conhe- 
cida como o metodo dc varia^’uo dos parametros: e discutida em detalhes na Seqao 3.6 cm concxSo 
com equates lincares dc segunda ordem. 

Em cada um dos Problemas de 39 a 42. use o metodo do Problema 38 para resolver a equaqao diferencial 
dada. 


39. y’ - 2y = re 2 ' 4(). y' + (1 /t >y = 3 cos 2t . / > 0 

41. tv' + 2y = sen/, / > 0 42. 2y' + y = 3r 


2.2 Equates Separaveis 

Nas Seizes 1.2 e 2.1 usamos um proccsso de intcgra<;ao direta para resolver cquaqoes lineares dc primci- 
ra ordem da forma 

^=ay + b, ( 1 ) 

tit 

onde a c h sao constantes. Vamos niostrar agora que esse processo pode ser aplicado, de fato, a uma classe 
muito maior de equaqdes. 
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Vamos usar .v, em vez de i. para denotar a varidvel independente nesta seqao por duas razoes. Em pri- 
meiro lugar, letras diferentes sao utilizadas com frequOncia para as variaveis em uma cquaqao diferencial, 
e voc£ nao deve ficar acostumado a uni unico par. Em particular, a letra v e muito usada para a variavel 
independente. Alem disso. queremos reservar i para outra coisa mais adiante na se?ao. 

A equaqao geral de primeira ordem e 

dy ,, . 

^=/U,.v). (2) 

Consideramos equates lineares na se?ao precedente. mas se a Eq. (2) nao for linear, entao nao existe 
mdtodo universalmente aplicdvel. Vamos considerar aqui uma subclasse das equates de primeira ordem 
que podem ser resolvidas por integraqao direta. 

Para identificar essa classe de equates, vamos primeiro colocar a Eq. (2) na forma 

M(x,y) + N(x,y)j^=0. (3) 

Sempre e possivel fazer isso definindo M(x,y) = -f[x,y) e A/(.v,v) = 1. mas tambem existem outras manei- 
ras. Se acontecer que M s6 dcpende de x e que N s6 depende de y. entao a Eq. (3) fica 

A/(.t) +/V(y)^ = 0. (4) 

dx 

Tal equaqao e dita separavel porque.se for escrita na forma diferencial 

M(x) dx + N(y) dy = 0, (5) 

entao, se voce quiser, as parcelas envolvendo cada variavel podem ser colocadas em lados opostos do 
sinal de igualdade. A forma diferencial (5) tambem e mats simetrica e tende a diminuir a diferenqa entre 
a variavel independente e a dependente. 

Uma equagao separdvel pode ser resolvida integrando-se as fun^oes M e N. Vamos ilustrar o processo 
em urn cxemplo e depois discuti-lo em geral para a Eq. (4). 


EXEMPLO 


Mostre que a equa^ao 


dy .v J 


dx 1 - y'- 

e separavel e depois cnconlre uma equa<;ao para suas curvas integrais. 
Se colocarmos a Eq. (6) na forma 

-.r + (1 - r)T =°> 

dx 


( 6 ) 


(7) 


ela tern a forma (4) e e, portanto,separavel. Lembre-se do cdlculo que, se y e uma funqao de v,entao, pela regra 
da cadcia, 


Por exemplo, se / (y) = y - y'/3. entao 


d , d , dy „ dy 

s /(r)-^rw s -/w s . 


a-A*. 



Logo, o segundo termo na Eq. (7) e a derivada de y - y'/3 em relaijao a.teo primeiro 6 a derivada de -v'/3. 
Assim, a Eq. (7) pode ser escrita como 


ou 



Portanto, integrando, obtemos 


-x 3 + 3y - y* = c. 


(8) 


EQUAgdCS DirtRENClAIS DC Primeira Ordem 33 


onde c e uma constante arbiirdria. A Eq. (8) 6 uma equaqSo para as curvas integrals da Eq. (6). A Figura 2.2. l 
mostra um campo de dire?bes e diversas curvas integrals. Qualquer funtjao diferenciavel y = 0(.v) que satisfaz 
a Eq. (8) e uma solu<;ao da Eq. (6). I ma equa^ao para a curva integral que content um ponto particular (.r„.v„) 
pode ser cncontrada substituindo-se v e y, respectivamente, por e y„ na Eq. (8) para determinar o valor cor- 
respondente de c. 



FIGURA 2.2.1 C'ampo de direqdes e curvas integrals para y' - v'/( 1 - v’). 


Essencialmcnte o mesmo procedimento pode set seguido para qualquer equa^ao separavel. Voltando 
a Eq. (4). sejant II e II. duas primitivas quaisquer de M e N. respectivamente. Logo 


H |(.v) = Mix), //;< v) = <V(y), 

(9) 

e a Eq. (4) lien 


H’Ax) + ll'Av)^ =0. 

tlx 

(10) 

De acordo com as regra da cadeia. 


,,, cly d dy d 

HAv)-f = T Htty) ~r = T //:(>•). 
dx dy dx dx 

(ID 

Em consequencia. podentos escrever a Eq. (10) conto 


4-lHAx) + H 2 (y)] =0. 
dx 

(12) 

Integrando a F.q. (12). obtentos 


II i ix) + Hi(y) = c. 

(13) 


onde c e uma constante arbitraria. Oualquer lun<;ao diferenciavel y = <p(x) que satisfaz a Eq. (13) e uma 
solu^ao da F.q. (4); em outras palavras, a Eq. (13) define a solu<;ao implicitamenle. cm vez de explicila- 
mente. Na pratiea a Eq. (13) 6 obtida, em geral. da Eq. (5) integrando-se a primeira parcela em relatjao a 
.tea segunda em relagao a y. 

A equaqao diferencial (4). junto com uma condiqao inicial 

„V(*o) =>’o. (14) 

forma um problema de valor inicial. Para resolver esse problema de valor inicial, precisamos determinar 
o valor apropriado da constante c na Eq. (13). Esse valor e obtido fazendo-se .v = x 0 e y = y„ na Eq. (13), 
resultando em 

c = //iU 0 ) + H 2 (yu). 

Substituindo c na Eq. (13) por esse valor e observando que 


(15) 
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obtcmos 


/7i(.v) H\(X[)) — f M(s)ds, H 2 (y) - H 2 (y 0 ) = f N(s)ds, 

j-r O jya 


f M(s)ds+ f N(s)ds = 0. 
Jxo Jya 


(16) 


A Eq. (16) 6 uma representagao impli'cita da solugao da equagao diferencial (4) que satisfaz a condigao 
inicial (14). Voce deve ter em mente 0 fato de que. para obter uma formula explicita para a solugao, e 
preciso resolver a Eq. (16) para y como fungao de .v. lnfelizmente, muitas vezes isso e imposstvel analiti- 
camente; em tais casos. voce pode apelar para metodos numericos para encontrar valores aproximados 
de y para valores dados de .t. 


EXEMPLO 

2 


Resolva o problema de valor inicial 


dy 

dx 


3x 2 + 4.v + 2 
2(v - 1) ’ 


y(0) = -1. 


(17) 


e determine o intervalo no qual a solug3o existe. 

A equagilo diferencial pode ser escrita como 

2(y - 1) dy = <3.r 2 + 4.r + 2) dx. 

Integrando a expressao 3 esquerda do sinal de igualdade em relagao a y e a expressao 3 direita em relagao a x. 
obtemos 

y 2 - 2y = x y + + 2x + c, ( 1 8) 


onde c e uma constante arbitraria. Para determinar a solugao que satisfaz a condigao inicial dada. fazemos x = 0 
e y = -1 na Eq. (18). obtendo c - 3. Logo a solugao do problema de valor inicial d dada implicitamente por 

y-2y = r +2v 3 +Zr + 3. (19) 

Para obter a solugao explicita. precisamos resolver a Eq. (19) para y em fungao de x. Isso e facil neste caso, ja 
que a Eq. (19) e do segundo grau em y: obtemos entao 

y = 1 ± /v’ + It 2 + 2x + 4. (20) 


A Eq. (20) nos fornecc duas solugoes da equagao diferencial. mas apenas uma delas satisfaz a condigao inicial. 
Essa e a solugao correspondente ao sinal de menos na Eq. (20). de modo que, finalmente, obtemos 

y = <t>(x) = 1 - /r 3 + lx 2 + lx + 4 (21) 


como solugao do problema de valor inicial (17). Note que.se o sinal de mais fosse escolhido erradamente na Eq. 
(20). obteriamos a solugao da mesma equagao diferencial que satisfaz a condigao inicial y(0) - 3. Finalmente, 
para determinar o intervalo no qual a solugilo (21) <5 vdlida. precisamos encontrar o intervalo no qual a expres¬ 
sao dentro da raiz quadrada e positiva. O tinico zero real dessa expressao e .v = -2. de modo que o intervalo de- 
sejado e .v > -2. A solugSo do problema de valor inicial e algumas outras curvas integrals da equagao diferencial 
estao ilustradas na Figura 2.2.2. Observe que a fronteira do intervalo de validade da solugao (21) d determinado 
pelo ponto (-2,1) no qual a reta tangente e vertical. 



FICillK A 2.2.2 Curvas integrals para y‘ - 
(3.r : + 4.t + 2)/(2(_v - 1 )]• 
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EXEMPLO 

3 


Resolva a equa^ao 


tty _ 4.r - x 1 ' 
d.\ 4 + v' 


( 22 ) 


e desenhe gniticos de diversas curvas integraiv Encontre, tambem. a soluqao que contem o ponto (0.1) e deter- 
mine seu inlervalo de validade. 

Colocando a Eq. (22) na forma 


(4 + y *) tty — (4.v - .v') tlx. 

inlcgrando, muluplicando por 4 e arrumando os termos,obtemos 

y* + 16y + x* - = c. (23) 

onde c & uma constante arbitniria. (Jualquer funt,-ao diferenciavel y = <p(x) que satisfaz a Eq. (23) e uma solu<;ao 
da equaqao diferencial (22). A Figura 2.2.3 mostra graficos da Eq. (23) para diversos valores de c. 

Para encontrar a soluqao particular que content o ponto (0.1). fazemos x = 0 e y = 1 na Eq. (23). obten- 
do c = 17. Logo, a solu^ao em pauta e dada implicitamente por 

y* + 16t + A ' 4 — 8.V" = 17. (24) 

Ela correspondc it curva mais grossa na Figura 2.2.3.0 intervalo de validade dessa solu^ao estende-se dos dois 
lados do ponto inicial enquanto a funi;ao permanecer diferenciavel. Da figura, vemos que o intervalo termina 
quando enconlramos pontos onde a tangente d vertical. Segue da equaqao diferencial (22) que esses pontos 
correspondcm a 4 + y' = 0. ou v (-4)' ' s -1.5874. Da Eq. (24). os valores correspondentes de x sdo .v = ± 
3.34X8. Esses pontos estao marcados na Figura 2.2.3. 



FIGURA 2.2.3 Curvas integrals para y‘ = (4v - v')/(4 + v'). A curva mais grossa correspondc a soluijao con- 
tendo o ponto (0.1). 


Nota i. Algumas vezes uma equaqao da forma (2). 


tly_ 

tlx 


= f(x,y) 


tem uma solui,'ao constante y = y lt . Em geral. tal solutjao e facil de encontrar porque, se /(.t,y„) = 0 para 
algum valor de y n e para todo v, entao a funqao constante y = y u e solu^ao da equa<;ao diferencial (2). Por 
exemplo, a equaipio 


dy _ (v - 3) cos.r 

Tx = 1 + 2y 2 

tem a solu^fio constante y = 3. Outras solugoes dessa equa^ao podem ser obtidas separando-se as varid- 
veis e integrando-se. 
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Nota 2: A investigate) de uma equagao nao linear de primeira ordem pode ser facilitada, algumas 
vezes, considerando-se tanto x quanto y como fungoes de uma terceira variavel t. Assim, 


dy dy/dt 
dx dx/dt 


(26) 


Se a equagao diferencial e 


dy = F(x,y) 
dx G(x,y)' 


(27) 


entao, comparando os numeradores e denominadores nas Eqs. (26) e (27) obtemos o sistema 

dx/dt = G(.r.y), dy/dt = F{x,y). (28) 

A primeira vista pode parecer estranho que um problema possa ser simplificado substituindo-se uma 
unica equagao por duas, mas de fato o sistema (28) pode ser mais simples de analisar do que a Eq. (27). O 
Capftulo 9 trata de sistemas nao lineares da forma (28). 

Nota 3: Nao foi diffcil, no Exemplo 2, resolver explicitamente para y em fungiio de x. No entanto, essa 
situagao 6 excepcional e, muitas vezes. e melhor deixar a solugao em forma implfcita. como nos Exemplos 
1 e 3. Assim, nos problemas a seguir e em outras segoes onde aparecem equagoes nao lineares as palavras 
“resolva a equagao diferencial a seguir” significam encontrar a solugao explicitamente se for conveniente, 
mas, caso contrario, encontrar uma equagao que defina a solugao implicitamente. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 8, resolva a equagao diferencial dada. 


1. / = x 2 /y 
(jf)y' + y 2 sen .v = 0 
5. y‘ = (cos 2 .v)(cos 2 2y) 


dy _ x — e~* 
dx y + e v 


(j)y'=x 2 /y( 1 + X 3 ) 

4. y' = (3.r-l))(3 + 2y) 
6. ,vy' = (1 - y 2 ) 1/2 

8 <{y X2 
' dx 1 + y 2 


Em cada um dos Problemas de 9 a 20: 

(a) Encontre a solugao do problema de valor initial dado em forma explicita. 

(b) Desenhe o grdfico da solugao. 

(c) Determine (pelo menos aproximadamente) o intervalo no qual a solugao esta definida. 


flSOy' = G-2x)y\ 

41 


41 


fl 

41 


41 

41 



10)/ = 0 -2x)/y t 
2. dr/dO = r 2 /0. 


y = x/fi 

,3 


y(0) = —1/6 

11. .v dx + ye~ x dy = 0, y(0) = 1 
13. / = 2x/(y + x 2 y), y(0) = -2 4'l 14. 

4/1 15. / = 2*/(l + 2y), y(2) = 0 4/1 16. / = x(x 2 + l)/4y 

41 17 - / = Ox 2 - e x )/(2y - 5), y(0) = 1 

18. / = (e~ x -^*)/(3 44y), y(0) = 1 

19. sen 2x dx + cos3y dy = 0, y(jr/2) = it/ 3 


yd) = 
#■(!)= 2 


4f1 20. y 2 (l —x 2 y /2 dy = arcsen.rdx, y(0) = 1 


y(0) = 1 
y (0) = -1/72 


Alguns dos resultados pedidos nos Problemas de 21 a 28 podem ser obtidos resolvendo-se a equagao dada ana- 
liticamente ou gerando-se grdficos de aproximagoes num^ricas das solugoes.Tente formar uma opiniao sobre 
as vantagens e desvantagens de cada abordagem. 

4ft 21. Resolva o problema de valor inicial 


/ = (1 + 3x 2 )/(3y 2 — 6y), y(0) = 1 

e determine o intervalo de validade da solugao. 

SugestSo: Para encontrar o intervalo de validade, procure pontos onde a curva integral tern uma tangente 
vertical. 

4ft 22. Resolva o problema de valor inicial 

/ = 3x 2 /(3y 2 — 4), y(l)=0 
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e determine o intervalo de validade da solugao. 

Sugestao: Para encontrar o intervalo de validade, procure pontos onde a curva integral tern unia tangente 
vertical. 


23. Resolva o problema de valor inicial 

/ = 2 y 2 + x y : , y( 0) = l 

_ e determine onde a solugao atinge seu valor mmirno. 

24/ Resolva o problema de valor inicial 

y' = (2 - ? )/(3 + 2v). y(0) = 0 

e determine onde a solugao atinge seu valor mtiximo. 

25. Resolva o problema de valor inicial 

x = 2 cos lr/(3 + 2y). y( 0) = -1 

e determine onde a solugao atinge seu valor miiximo. 

, 26^ / Resolva o problema de valor inicial 

y' =2(1 +.r)(l +>’). y( 0) = 0 

e determine onde a solugao atinge seu valor mmirno. 

27. Considere o problema de valor inicial 

y = n-(4 - v)/3. y(0) = y,,. 

(a) Determine o comportamento da solugao em fungao do valor inicial y u quando r aumenta. 

.]>(b) Suponha que y„ = 0.5. Encontre o instante T no qual a solugao atinge. pela primeira vez. o valor 3,98. 
(j? i/^Q^Considere o problema de valor inicial 

V = ty(4 - y)/( 1 + /). y(0) = y u > 0. 

(a) Determine o comportamento da solugao quando t — 

(b) Se y„ = 2, encontre o instante T no qual a solugao atinge, pela primeira vez. o valor 3,99. 

(c) Encontre o intervalo de valores iniciais para os quais a solugao fica no intervalo 3,99 < y < 4,01 no 


instante t = 2. 


29. Resolva a equagao 


onde a, b, c e d s5o constantes. 


tty ay + b 

tlx cv + tl 


Equagocs Homogeneas. Se a fungao/na equagao dyldx = f(x,y ) puder ser expressa como uma fungao so 
de ylx, entao a equagao e dita homogenea 1 . Tais equates sempre podem ser transformadas em equates 
separdveis por uma mudangu da variavel dependente. O Problema 30 ilustra como resolver equagdes ho¬ 
mogeneas de primeira ordem. 

30. Considere a equagao 


(a) Mostre que a Eq. (i) pode ser colocada na forma 

dy = (v/x)-4 
dx 1 - (y/x) 

logo, a Eq. (i) 6 homogenea. 

(b) Introduza uma nova variavel dependente r de modo que u = y/x, ou y = xu(.t). Expresse dyldx em 
fungao de x, v c dvldx. 


'A palavra “homogenea" tern signilieados diferentes em coniextos malemdlicos distintos. As equagoes homogeneas conside- 
radas aqui nao tfim nada a ver com as equagoes homogOneas que aparecerSo no Capitulo 3 e em outros lugares. 
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(c) Substitua y e dy/dx na Eq. (ii) pelas expressoes no item (b) envolvendo v e dvldx. Mostre que a equa¬ 
gao diferencial resultante e 


dv v - 4 

v + x— = --. 

dx 1 - i ' 


ou 


dv v* — 4 

X lh: = T7T' 


(iii) 


Note que a Eq. (iii) e separavei. 

(d) Resolva a Eq. (iii) obtendo c implicitamente como fungao de x. 

(e) Encontre a solugao da Eq. (i) substituindo v por y/x na solugao encontrada no item (d). 

(f) Desenhe um campo de diregoes e algumas curvas integrais para a Eq. (i). Lembre-se de que a expres- 
sao a direita do sinal de igualdade na Eq. (i) depende. de fato. apenas da razao vlx. Isso significa que 
as curvas integrais tern a mesma inclinagao em todos os pontos pertencentes a uma mesma reta con- 
tendo a origem. embora essa inclinagao varie de uma reta para outra. Portanto, o campo de diregoes 
e as curvas integrais sao simetricos em relagao a origem. Essa propriedade de simetria e evidente em 
seus graficos? 

O mdtodo esbogado no Problema 30 pode ser usado em qualquer equagao homogenea. Isto e, a substi- 

tuigao y = .vt'(.v) transforma uma equagao homogenea em uma equagao separdvel. Essa ultima equagao 

pode ser resolvida por integragao direta e depois a substituigao de v por vlx fornece a solugao da equagao 

original. Em cada um dos Problemas de 31 a 38: 

(a) Mostre que a equagao dada e homogenea. 

(b) Resolva a equagao diferencial. 

(c) Desenhe um campo de diregoes e algumas curvas integrais. Elas sao simetricas em relagao a origem.’ 


31. 

dv 

x 2 + jty -t- y 2 


32. 

dy x 2 4- 3y 2 

dx = 

x 2 


dx Ivy 

33. 

dy 

4y - 3.v 

If) 

34. 

dy 4.v + 3y 

dx 

2x — y 


dx lx + y 

35. 

dy 

-v + 3y 

4fl 

36. 

(.v 2 4- 3.vy 4- y 2 ) dx - .v 2 dy = 0 

dx ~ 

x-y 

37. 

dy 

dx + 

a- - 3y 

2.rv 

41 

38. 

H5- 

1! 

v? 1 


2.3 Modelagem com Equates de Primeira Ordem 

Equagoes diferenciais sao de interesse para nao matematicos, principalmente por causa da possibilidade 
de serem usadas para investigar uma variedade de problemas nas ciencias ffsicas, biologicas e sociais. 
Uma razao para isso e que modelos matematicos e suas solugdes levam a equagoes que relacionam as va- 
riaveis e os parametros no problema. Essas equagoes permitem, muitas vezes, fazer previsoes sobre como 
os processos naturais se comportarao em diversas circunstancias. Muitas vezes e facil permitir a variagao 
dos parametros no modelo matematico em um amplo intervalo, enquanto isso poderia levar muito tempo 
ou ser muito caro, se nao impossfvel, em um ambiente experimental. De qualquer modo, a modelagem 
matematica e a experimentagao ou observagao sao criticamente importantes e tern papeis um tanto com- 
plementares nas investigagoes cientfficas. Modelos matematicos sao validados comparando-se suas previ¬ 
soes com resultados experimentais. Por outro lado, analises matematicas podem sugerir as diregoes mais 
promissoras para exploragao experimental e podem indicar, com boa precisao, que dados experimentais 
serao mais uteis. 

Nas Segoes 1.1 e 1.2 formulamos e investigamos alguns modelos matematicos simples. Vamos comegar 
recordando e expandindo algumas das conclusoes a que chegamos naquelas segoes. Independente do 
campo especffico de aplicagao, existem tr6s passos identificilvcis que cstao sempre presentes na modela¬ 
gem matematica. 
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Construgao do Modelo. Neste estagio voce traduz a situagao fi'sica cm expressfles niatematicas. muitas ve- 
zes usando os passos listados no final da Seqao l.l.Talvez o ponto mais crftico nestc estagio seja enunciar 
claramente o(s) principio(s) fisico(s) que. acredita-se. govemam o processo. Por exemplo, foi observado 
cm algumas circunstancias que o calor passa de um corpo mais quente para um mais frio a uma taxa 
proporcional a diferenna de temperaturas. que objctos se movem de acordo com a lei do movimento de 
Newton e que populates isoladas de insetos crescem a uma taxa proporcional it populaqao atual. Cada 
uma dcssas afirmanoes envolve uma taxa de varia^ao (derivada) e, em consequencia, quando expressas 
matematicamente levam a uma equa^ao diferencial. A equa^ao dilerencial 6 um modelo matematico do 
processo. 

E importance compreender que as cquaqoes niatematicas sao. quase sempre. apenas uma descriijao 
aproximada do processo real. Por exemplo, corpos movimenlando-se a velocidades proximas a velocida- 
de da luz nao sao governados pelas leis de New ton, as populates de insetos nao crescem indefinidamen- 
te como enunciado devido a limita^Ses de comida ou de espano, e a transference de calor d afetada por 
outros fatores alem da diferenna de temperatura. Assim. voce deve estar sempre atento as limitanoes do 
modelo, de modo a so usa-lo quando for razoavel acreditar em sua precisao. De maneira alternative, voce 
poderia adotar o ponto de vista de que as equaqoes niatematicas descrevem exatamente as operaqoes de um 
modelo fisico simplificado ou ideal, que foi construido (ou imaginado) de maneira a incorporar as caracte- 
risticas mais importantes do processo real. Algumas vezes o processo de modclagem matematica envolve 
a substitui^ao conceitual de um processo discreto por um continuo. Por exemplo, o niimero de elementos 
em uma populate) de insetos varia em quantidades discretas; no entanto.se a populaqao for muito grande, 
pode parecer razoavel considera-la como uma variavel conlinua e ate falar de sua derivada. 

Analise do Modelo. Uma vez formulado matematicamente o problema, voce cncontra, muitas v ezes. o 
problema de resolver equates diferenciais ou.se nao for possivel, descobrir tudo que for possivel sobre 
;is propriedades da solutjao. Pode acontecer que o problema matematico seja muito diffcil e. nesse caso, 
podem ser necessarias outras aproximacoes neste estagio que tornem o problema tratavel matematica¬ 
mente. Por exemplo. uma equaijao nao linear pode ser aproximada por uma linear, ou um coeficiente que 
v aria vagarosamenle pode ser substituido por uma constante. E claro que tais aproximacoes lambent tern 
que ser examinadas sob o ponto de vista fisico. para se ter cerle/a de que o problema matematico simpli- 
licado ainda reticle as caracleristicas esseneiais do processo fisico que estsi sendo investigado. Ao mesnio 
tempo, um conhecimento profundo da fisiea do problema pode sugerir aproximacoes niatematicas ra- 
zoaveis que lornarao o problema matematico mais suscetivel a analises. Esse jogo entre a compreensao 
do fenbmeno fisico e o conhecimento das tecnicas niatematicas e de suas liniitaqoes e caracteristico da 
matematica aplicada em sua melhor forma e e indispensavel na construcao de modelos malematicos uteis 
e de sucesso para processos fisicos complicados. 


Comparaqao com Experiments ou Observagdes. Finalmente. tendo obtido a solucao (ou. pelo menos, al- 
guma inforniacao sobre ela) voce precisa interpretar essa informaqao no contexto do problema. Em par¬ 
ticular, voce sempre deve verificar se a solucao matematica parece ser lisicamente razoavel. Se possfvel. 
calcule os valores da solu^ao em pontos selecionados e compare-os com valores observados experimen- 
talmentc. Ou pergunte se o comportamento da soluiplo depois de um longo periodo de tempo e consis- 
tente com as observances. Ou examine as soluebes correspondcntes a determinados valores particulares 
dos parametros do problema. E claro que o fato de que a solucao matematica parece ser razoavel nao 
garante que esta correta. No entanto. se as previsoes do modelo matematico estao seriamente inconsis- 
tentes com as observances do sistema fisico que o modelo supostamente deve descrever, isso sugere que 
loram cometidos erros na resolu<j3o do problema matematico. que o modelo matematico propriamente 
dilo precisa ser refinado ou que as observances devem ser feitas com mais cuidado. 

Os exemplos nesta sen^o sao tipicos de aplicanoes nas quais aparecem equanoes diferenciais de pri¬ 
meira ordem. 


No instante t = 0 um tanque contem (?„ libras de sal dissolvidos em 100 galbes de llgua; veja a Figura 2.3.1. 
Suponha que esta entrando no tanque. a uma taxa de r galbes por minuto, agua contendo V* de libra de sal por 
galao’ e que a mistura bem mexida esta saindo do tanque i mesma taxa. Escreva o problema de valor inicial 
que descreve esse fluxo. Encontre a quantidade de sal Q(t) no tanque em qualquer instante t e encontrc, tam- 


' Uma librada ordem de 435,5 gramas e um galao americano corresponde a 3.785 lilros.de modo que essa taxa corresponde 
a aproximadamente 0,3 g/L. (N.T.) 


EXEMPLO 

1 

Mistura 
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bem, a quantidade limite Q L presente apos um periodo de tempo bem longo. Se r = 3 e 0„ = 2 Q L , encontre o 
instante T apds o qual o rn'vel de sal esta a 2% de 0,. Encontre. tambem, a taxa de fluxo necessdria para que o 
valor de T nao seja maior do que 45 minutos. 


rgal/min, J Ib/gal 



FIGURA 2.3.1 O tanque de iigua do Exemplo I. 


Vamos supor que o sal nao d criado nem destrufdo no tanque. Portanto, as variagoes na quantidade de sal 
sao devidas somente aos fiuxos de entrada e de saida do tanque. Mais precisamente, a taxa de variaqao de sal 
no tanque, dQldt,6 igual a taxa segundo a qual o sal estd entrando menos a taxa segundo a qual ele esta saindo. 
Em sfmbolos, 


<IQ 

dt 


taxa de entrada — taxa de saida. 


( 1 ) 


A taxa de entrada de sal no tanque e a concentrate j lb/gal (libra por galao) vezes a taxa de fluxo r gal/min 
(galoes por minuto), ou (r/4) Ib/min. Para encontrar a taxa segundo a qual o sal deixa o tanque precisamos 
mulliplicar a concentrate de sal no tanque pela taxa de fluxo. r gal/min. Como as taxas de fluxo de saida e de 
entrada sao iguais, o volume de iigua no tanque permanece constante e igual a 100 gal: como a mistura estd 
“bem mexida”, a concentrate e uniforme no tanque. a saber, [(?(r)/l00| Ib/gal. Portanto. a taxa de saida do sal 
no tanque d [r(?(r)/l(X)] Ib/min. Logo, a equate diferencial que governa esse processo e 


A condigao inicial d 


dQ r 

rQ 

P) 

dr 4 

’ 100 * 


Q( 0 ) = 

0ii- 

(3) 


Pensando no problema lisicamente. poderiamos antecipar que cm alguma hora a mistura original sera es- 
sencialmente substituida pela mistura que esta entrando. cuja concentrate d 5 Ib/gal. Em consequencia. po¬ 
deriamos esperar que a quantidade de sal no tanque finalmente devesse ficar bem proxima de 25 lb. Tambem 
podemos encontrar a quantidade limite Q, = 25 fazendo dQldt igual a zero na Eq. (2) e resolvendo a equate 
algebrica resultante para Q. 

Para resolver o problema de valor inicial (2), (3) analiticamente. note que a Eq. (2) e tanto linear quanto 
separavel. Colocando-a na forma-padrao para uma equate linear, temos 


Assim. o fator integrante e e"‘' m 


dQ rQ _r 


dt + 100 4 ‘ 

(4) 

e a soluble geral e 


0(0 = 25 + ct--"' 100 , 

(5) 


onde c e uma constante arbitraria. Para satisfazer a condiqao inicial (3) precisamos escolher c = Qi,-25. Portan- 
lo, a soluqao do problema de valor inicial (2), (3) e 

Q(t) = 25 + (Ou — 25)e~ H,m . ( 6 ) 


OU 


Q(t) = 25(1 - e~ n ‘ m ) + Gof'" /luo . 


(7) 
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Da Eq. (6) ou da (7) voce pode ver que Q(t) - 25 (lb) quandu t - x. j c m odo que o valor limite Q L e 25. 
confirmando nossa intuiqao ffsica. Alc 4 m disso. Q(t) se aproxima dessc limile mais rapidamente quando /■ au- 
menia. Ao interpretar a solugao (7). note que a segunda parcola 3 direita do sinal de igualdade e a por?3o do 
sal original que permanece no tanque no instante f. enquanto a primeira parcel;, fornece a quantidade de sal 
no tanque devida & aq3o dos lluxos. Graficos das soluqoes para r =. 3 e diversos valores de (>,est3o ilustrados 
na Figura 2.3.2. 



FIGURA 2.3.2 Sol unties do problema de valor inicial (2). (3) para r = 3 c diversos valores de Q„. 


Suponha agora que r - 3 e Q n = 2 Q, = 50; cntao a Eq. (6) fica 

Qit) = 25 + 25e-"" v . (8) 

Como 2% de 25 e (),5.queremos eneonlrar o instante T no qual (7(f) tern o valor 25.5. Fazendo t - 7'e Q = 25.5 
na Eq. (8) e rcsolvendo para '/.obtcmos 

T - (In 501/0.03 S 130.4 (min). (9) 

Para dcterminar r de modo que T - 45. vamos voltar a Eq. (6). lazer / = 45. Q„ = 50. Q{t) = 25,5 e resolver 
para r. O resullado e 

r = (KXI/45) In50 S 8.60 gal/min. (10) 

Como esse exemplo e hipotetico. a validade do ntodelo nao esta em discussao. Se as taxas de lluxo sao como 
enunciadas e se a concentraqao de sal no tanque e uniforme. cntao a equaqao diferencial (I) e uma descriqao 
preeisa do processo de lluxo. Embora esse exemplo particular nao tenha significado especial, modelos desse 
tipo sao usados muitas vezes em problemas envolvendo poluentes em um lago ou um remedio em urn orgao 
do corpo, por exemplo, em vez de um tanque com agua salgada. Nesses casos. as taxas de lluxo podem nao ser 
faceis de determinar ou podem variar com o tempo. De maneira semelhante, a concentra^ao pode estar longe 
de ser uniforme em alguns casos. Finalmente. as taxas de lluxo de entrada e de safda podem ser diferentes.oque 
signiliea que a variaijao de Ifquido no problema lambem tern que ser levada em considera^ao. 


EXEMPLO 


2 


Juros 

Compostos 




Suponha que e depositada uma quantia em dinheiro em um banco que paga juros a uma taxa anual r. O valor 
5(f) do investimento em qualquer instante f depende tanto da frequencia de capitaliza^ao dos juros quanto da 
taxa de juros. As institui^oes financeiras tern politicas variadas cm relaqao 3 capitalizagao: em algumas a capita- 
liza<;ao e mensal.em outras e semanal e algumas atc ! capitalizam diariamente. Se supusermos que a capitaliza- 
qao £ feita continitamente. podemos montar um problema de valor inicial simples que descreve o crescimento 
do investimento. 

A taxa de varia <;&0 do valor do investimento e ilSUlt , e essa quantidade e igual a taxa segundo a qual os juros 
acumulam, que £ a taxa de juros r vezes o valor atual do investimento 5(f). Entao, 

dS/dt = rS (U) 

£ a equa^ao diferencial que governa o processo. Suponha que sabemos tambem o valor do investimento em 
algum instante particular, digamos 
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5(0) = 5 U . (12) 

Entao a solu^ao do problema de valor inicial (11), (12) fornece o saldo total 5(f) na conta em qualquer instantc 
l. Esse problema de valor inicial pode ser resolvido facilmente, ja que a equa^ao diferencial (11)6 linear e se- 
pardvel. Logo, rcsolvendo as Eqs. (11) e (12), encontramos 

5(f) = 5 n e". (13) 

Portanto, uma conta bancdria com juros capitalizados continuamente cresce exponencialmente. 

Vamos agora comparar os resultados desse modelo continuo com a situatjao em que a capitalizaijao aconte- 
ce cm intervalos linitos de tempo. Se os juros sao capitalizados uma vcz por ano, depois de t anos 

5(0 = S 0 (l +r)'. 

Se os juros sao capitalizados duas vezes por ano, ao final de seis meses o valor do investimento e 5„[ 1 + (r/2)j, e 
ao final do primeiro ano 6 5„[l + (r/2)]’. Entao. depois de t anos temos 

5(r) = 5o ^1 + 

Em geral, se os juros sao capitalizados m vezes por ano, entao 

5(f) = 5n(l + -J . (14) 

A relaqao entre as formulas (13) e (14) fica mais clara se lembrarmos do calculo que 

lim 5„ (1 + —) =5,/\ 

m—x. V m > 

O mesmo modelo tambem pode ser aplicado a investimentos mais gerais, onde podem ser acumulados di- 
videndos c ganhos de capital, alem dos juros. Em reconhecimento desse fa to, vamos nos referir a r como sendo 
a taxa de retorno. 

A Tabela 2.3.1 mostra o efeito da mudanqa na frequencia da capilalizaqao para uma taxa de retorno r de 8%. 
As segunda e terceira colunas foram calculadas da Eq. (14) para capitaliza^ao trimestral e diaria, respectiva- 
mente, enquanto a quarta coluna foi calculada da Eq. (13) para capitalizaijao contmua. Os resultados mostram 
que a frequencia de capitaliza^ao niio e tao importantc na maioria dos casos. Por exemplo,durante um perfodo 
de 10 anos a difcrenga entre capitali/ai;ao trimestral e diiiria e de R$ 17.50 por R$ 1.000,00 investidos. ou me¬ 
nus de RS2.00 por ano. A diferenqa seria um pouco maior para taxas de retorno maiores e menor para taxas 
menorcs. Da primeira linha na tabela. vemos que para uma taxa de retorno de 8% o rendimento anual com 
capitalizagao trimestral 6 de 8.24%, e com capitalizaqao diaria ou contmua e de 8,33%. 


TABELA 2.3.1 Crescimento de Capital para uma Taxa de 
Retorno /• 8% para Diversos Tipos de Capitalizav'So 


Anos 

5(f)/5(f„)da Eq. (14) 

5(f)/5(f„) 
da Eq. (13) 

111 = 4 

m = 365 

1 

1.0824 

1,0833 

1,0833 

2 

1,1717 

1.1735 

1,1735 

5 

1,4859 

1.4918 

1.4918 

10 

2.2080 

2.2253 

2.2255 

20 

4.8754 

4,9522 

4,9530 

30 

10,7652 

11.0203 

11,0232 

40 

23,7699 

24,5239 

24.5325 


Retornando ao caso de capitaliza<;ao contmua, vamos supor que podem existir depdsitos ou retiradas, alem 
do acumulo de juros, dividendos ou ganhos de capital. Se supusermos que os depositos ou retiradas ocorrem a 
uma taxa constante k , entao a Eq. (11) 6 substiluida por 

(IS I (It = rS + k, 

ou, em forma-padrSo, 

dS/dl —rS = k, (15) 

onde k e positivo para depositos e negativo para retiradas. 

A Eq. (15) 6 linear com fator integrante e ", de modo que sua solu«;ao geral e 
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9(f) = r<'" - (k/r), 

onde c e uma constanle arbitraria. Para satisfazer a condigao inicial (12), precisamos escolhcr c = S n + (k/r). 
Logo, a solugao do problema de valor inicial (15), (12) £ 

9(f) = S 0 e n + (k/r)(e" — 1). 

A primeira parcela na express5o (16) 6 a pane devida a acumulagao de retornos na quantidadc inicial 9, e a 
segunda parcela 6 a parte referente a depositos ou retiradas a uma taxa k. 

A vantagem de enunciar o problema desse modo gcral.sem valores especiftcos para 9 0 , r ou Lea generali- 
dade da formula resultante (16) para S(l). Com essa formula, podemos imediatamente comparar resullados de 
diferentes programas de invcstimento ou taxas de retorno diferentes. 

Por exemplo, suponha que algudm abre uma conta para urn piano de previdSncia privada (PPP) aos 25 
anos com investimentos anuais de R$2.()(K).()0 continuamente. Supondo uma taxa de retorno de 8%,qual serd 
o saldo no PPP aos 65 anos? Ternos S„ = 0. r - 0,08. k = RS2.000.00 e queremos determinar 9(40). Da Eq. (16), 
temos 

9(40) = (25.000)te u - 1) = R$5S8.313.00. (17) 

E interessante notar que a quantidade total investida £ RS80.000.00, de modo que a quantia restante de 
RS508.313.00 resulta do retorno acumulado do investimento. O saldo depois de 40 anos tambem e bastante 
sensivel a taxa. Por exemplo. 9(40) = RS508.948.00 se r = 0,075 e 9(40) = R$681.508.00 sc r = 0,085. 

Vantos examinar as hipoteses que foram usadas no modelo. Priineiro,supusemos que o retorno e capitaliza- 
do continuamente e que o capital adicional e investido continuamente. Nenhuma dessas hipoteses e verdadeira 
cm uma situagao financeira real. Tambem supusemos que a taxa de retorno r e constante por todo o periodo 
envolvido, quando. de futo. ela provavclmente llutuara bastante. Embora nao possamos prever taxas futuras 
com conlianga, podemos usar a expressao (16) para determinar o efeito aproximado de projegoes de taxas di¬ 
ferentes. Tambem e possfvel considerar rc k na Eq. (15) corno fungoes de r.em vez de constantcs: nesse caso.e 
claro que a solugao pode ser muito mais complicada do que a Eq. (16). 

O problema de valor inicial (15), (12) e a solugao (16) tambem podeni ser usados para analisar diversas 
outras situagOes financeiras, incluindo (inanciamentos para a casa propria, hipotecas e financiamentos para a 
compra de carros. 


EXEMPLO 

3 


Produtos 
Quimicos em 
uma Lagoa 


Considere uma lagoa que content. inicialmente. 10 milhoes de galoes de agua Ire sea. A agua de um rio contendo 
um produto quimico indesejavel (lui para a lagoa a uma taxa de 5 milhoes de galoes por ano, e a mistura sai 
da lagoa atraves de um canal a ntesma taxa A concentragao )\t) do produto quimico na agua que entra varia 
periodicamente com o tempo t de acordo com a expressao y(r) = 2 + sen(2/) g/gal (gramas por galao). Construa 
um modelo malematico desse lluxo e determine a quantidade de produto quimico na lagoa em qualquer ins- 
tante. Desenhe o gralico da solugao e descreva em palavras o efeito da variagao na concentragao da agua que 
entra na lagoa. 

Como os fluxos de entrada e de saida de .igua sao iguais, a quantidade de agua na lagoa permanece cons¬ 
tante. com 10' galoes. Vamos denotar o tempo por I. medido em anos. e a massa do produto quimico por Q(t). 
medida em gramas. Este exemplo e semelhante ao Exemplo Leo mesmo principio de entrada/saida pode ser 


aplicado. Assim. 


•IQ 

ill 


- taxa de entrada — taxa de saida. 


onde "taxa de entrada" e "taxa de saida" referem-se as taxas segundo as quais o produto quimico flui para den- 
tro e para fora da lagoa, respcctivamenle. A taxa segundo a qual o produto quimico entra na lagoa 6 dada por 

taxa de entrada = (5 x 10*) gal/ano(2 + sen 2/) g/gal. (18) 


A concentragao de produto quimico na lagoa e de £?(/)/10’ g/gal. de modo que a taxa de saida 6 



taxa de saida = (5 x 10 6 ) gal/ano |(?(0/10 7 | g/gal = <2(0/2 g/ano. (19) 

Obtemos, entSo, a equagao diferencial 

^ =(5x l(f>(2 + sen2r)-(20) 
ut l 

onde cada termo tern unidades de g/ano. 

Para tornar os cocficientes mais faeilniente administrdveis, 6 conveniente introduzir uma nova variivel de- 
pendentc dclinida por q(t) = Q(t)/\W ou Q(t) = \(Tq(t). Isso significa que q(t) t medida em milhdes de grama, 
ou megagramas (toneladas). Se lizermos essa substituigiio na Eq. (20). entao cada termo contdm o fator 10 6 , 
que pode ser cancelado. Se tambem transpusermos o termo envolvendo q(t) para o lado esquerdo do sinal de 
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igualdade. temos, finalmente, 

^ + W = 10 + 5sen2f. (21) 

dl 2 

Originalmente nao havia produto qufmico na lagoa. de modo que a condigiio inicial e 

q( 0) = 0. (22) 

A Eq. (21) 6 linear e, cmbora a expressao a direita do sinal de igualdade seja uma funqao de /, o coeficiente 
de q e constante. Logo,o fator integrante e e‘ r -. Multiplicando a Eq. (21) por esse fator e inlegrando a equaqao 
resultante, obtemos a soluqao geral 

q(l) = 20 - |f cos2f + jf sen2r + ce~ ,/2 . (23) 

A condiqao inicial (22) obriga c = -300/17. de modo que a solu^ao do problema de valor inicial (21). (22) e 

7(0 = 20- ff cos It + |8 sen 2f - ^e~' n . (24) 

A Figura 2.3.3 mostra um gr&fico da solugao (24). junto com a reta q - 20. O termo exponencial na solu?ao <5 
importante para valores pequenos de /, mas diminui rapidamente quando t aumenta. Mais tarde. a soluqao vai 
consistir em uma oscilaqao, devido aos termos sen(2r) e cos(2f), em torno do nfvel constante q = 20. Note que se 
o termo sen(2r) nao estivesse presente na Eq. (2!).entao q = 20 seria a solu^ao de equilfbrio daquela equaqao. 



FIGURA 2.3.3 Soluqno do problema de valor inicial (21). (22). 


Vamos considcrar, agora, o quao adequado e o rnodelo matematico para esse problema. O modelo baseia- 
se em diversas hipoteses que ainda nao foram enunciadas explicitamente. Em primeiro lugar, a quantidade de 
agua na lagoa e inteiramente controlada pelas taxas de entrada e safda—nada se perde por evapora^ao ou por 
absorqao pelo solo, e nada se ganha com a chuva. O mesmo e verdade do produto quimico; ele entra e sai da 
lagoa. mas nada 6 absorvido por peixes ou outros organismos que vivem na lagoa. Al£m disso.supusemos que 
a concentraqao do produto quimico e uniforme em toda a lagoa. Se os resultados obtidos com esse modelo sao 
precisos ou nao vai depender fortemente da validade dessas hipoteses simplificadoras. 


EXEMPLO 

4 

Velocidade 
de Escape 



'.f 


Um corpo de massa constante m e projctado da Terra em uma dire?ao perpendicular ^ superficie da Terra com 
uma velocidade inicial v u . Supondo que nao hd resistencia do ar. mas levando em considera(,ao a varia?ao do 
campo gravitacional da terra com a distancia.encontre uma expressao para a velocidade durante o movimento 
resultante. Encontre, tambem, a velocidade inicial necessaria para levantar o corpo ate uma altitude maxima £ 
acinra da superficie da Terra e encontre a menor velocidade inicial para a qual o corpo nao retornara a super¬ 
ficie; esta ultima e a velocidade de escape. 

Coloque o semieixo positivo dosx apontando para fora do centra da Terra ao longo da linha de movimento. 
com x = 0 correspondendo a superficie da Terra; veja a Figura 2.3.4. A figura esta desenhada horizontalmente 
para lenrbrar voce de que a gravidade estd direcionada para o centra da terra, que nao e necessariamente para 
baixo se olhado de uma perspectiva de longe da superficie da Terra. A fonja gravitacional agindo no corpo (isto 
e, seu peso) 6 inversamente proporcional ao quadrado da distancia do centra da Terra e 6 dada por ui(x) = -kl 
(.r + R) 1 , onde k 6 uma constante. Re o raio da Terra e o sinal de menos significa que u>(x) esta orientada no 
sentido negativo do eixo dos x. Sabemos que na superficie da Terra ir(0) e dada por -mg. onde g 6 a aceleraijao 
devida <1 gravidade no nivel do mar. Portanto k = mgR : e 


ie(.t) = 


mgR 2 
{R + x ) 2 ' 


(• 


(25) 
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FIGURA 2.3.4 Uni corpo no campo gravitacional da Terra. 


Como nao ha outras formas agindo sobre o corpo, a equaijao de movimento e 

dv meR- 

m — = —--- . 

ill (/? + *)- 


e a condi^ao inicial e 


(2h) 


if(0) = I’o. (27) 

Infelizmente. a Eq. (26) envolve variaveis demais, ja que depende de i.x e v. Para conserlar essa situacao 
vamos climinar t da Eq. (26) pensando eni .v. em vez de i. cornu a variavel independente. Entao, podemos ex- 
pressar dv/dt eni fun;io de dvlilx pela regra da cadeia; portanto. 

dv dv dx dv 

dt ilx di 1 dx ' 


e a Eq. (26) e substituida por 


^di gR : 
dx (R+x)' 


(28) 


A Eq. (28) e separavel, mas nao linear.de modo que. scparando as variaveis e integrando. obtemos 


R + x 


+ c. 


(29) 


Como x = 0 quando I = 0, a conditio inicial (27) em t - 0 pode ser substiiuida pela condu.ao v = i>„ quando .r = 
U. Logo c = ( v,\/2)-gR e _ 




(30) 


Note que a Eq. (30) fornece a velocidade como funtjao da altitude, em ve/ do tempo. Deve-se escolher o sinal 
de niuis se o corpo esla suliindo e o sinal de menus se esta caindu. 

Para determinar a altitude maxima £ que o corpo alcanna, fazemos i = 0 e x = £ na Eq. (30), e depois resol- 
venios para £. obtendo 


f = 


v-R 


( 31 ) 


2 KR - Vi 

Resolvendo a Eq. (31) para i’„.cncontramus a velocidade inicial necessriria para levantar o corpo ate a altitude 
£. a saber. 


t'n = J2gR 


K + S 


(32) 


A velocidade de escape r, e encontrada. entao, fa/endo £ —» Logo. 


tv = % /2 gR. 


(33) 


O valor nunierico de i>, e aproxiniadamente 6.9 mi/s (milhas por scgundo).ou 11,1 km/s. 

O ciilculo precedente da velocidade de escape nao leva em considera<;§o o efeito da resisleneia do ar, de 
modo que a velocidade de escape real (incluindo o efeito da resisleneia do ar) <5 um pouco maior. Por outro 
lado, a velocidade de escape efetiva pode ser signilicativamente reduzida se o corpo for transportado a unia 
altura consideravel acima do nivel do niar antes de ser lamjado. Ambas as formas, gravitacional e de atrito, sao 
redu/idas;a resisleneia do ar.eni particular, diminui muito rapidamentc com o aumento da altitude. Voce deve 
ter em mente, tambem. que pode muito bem ser iinpraticavel dar unia velocidade inicial instantaneamenle 
muito grande; vefculos espaciais. por exemplo, recebem sua aceleraijao inicial durante alguns minutos. 
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1. Considere um tanque usado em determinados experimentos em hidrodinamica. Depois de um expcri- 
mento, o tanque content 200 litros de uma solugao de tinta com uma concentragao de I grama por litro. 
Para prcparar o tanque para o prdximo experimento, ele 6 lavado com Agua fresca tluindo a uma taxa de 
2 litros por minuto, e a solugAo hem misturada flui para fora A mesma taxa. Encontre o tempo gasto ate a 
concentragAo de tinta no tanque atingir 1% de seu valor original. 

2. Um tanque contem inieialmente 120 litros de agua pura. Uma mistura contendo uma concentragao de y 
gramas por litro de sal entra no tanque a uma taxa de 2 litros por minuto. e a mistura bent mexida sai do 
tanque A mesma taxa. Encontre uma expressAo para a quantidade de sal no tanque em qualquer instante t 
em termos de y. Encontre. tambem, a quantidade limite de sal no tanque quando / -*• *. 

3. Um tanque contdm inieialmente 100 galoes de agua frcsca. Joga-se. entao. agua contendo j libra de sal por 
galAo a uma taxa de 2 galoes por minuto e permite-se que a mistura saia do tanque a mesma taxa. Apds 
10 minutos, para-se o processo e joga-se agua fresca no tanque a uma taxa de 2 galoes por minuto. com a 
mistura deixando o tanque. novamente. A mesma taxa. Encontre a quantidade de sal no tanque ao final de 
10 minutos adicionais. 

4. Um tanque, com capacidade de 500 galoes, contem originalmente 200 galoes de Agua com uma solugao 
de 100 libras de sal. EstA entrando no tanque, a uma taxa de 3 galoes por minuto, Agua contendo I libra 
de sal por galao. e permite-se que a mistura saia do tanque a uma taxa dc 2 galoes por minuto. Encontre 
a quantidade de sal no tanque cm qualquer instante antes do momento em que a solugao comega a trans- 
bordar. Encontre a concentragao de sal (em libras por galAo) no tanque no instante em que vai comegar a 
transbordar. Compare essa concenlragAo com a concentragAo-limite teorica se o tanque tivesse capacidade 
infinita. 

5. Um tanque contem 100 galfies de Agua e 50 ongas' de sal. Agua contendo uma concentragao dc sal de (1) 
[l + (i)senrj ongas por galAo entra no tanque a uma taxa de 2 galoes por minuto. e a mistura sai do tanque 
a mesma taxa. 

(a) Encontre a quantidade de sal no tanque em qualquer instante. 

(b) Desenlie o grAfico da solugao por um perfodo de tempo longo o sulkiente para que voce veja o corn- 
portamento final do grAfico. 

(c) O comportamento da solugao para perfodos longos dc tempo e uma oscilagAo em torno de um nfvel 
constante. Qual e esse nfvel? E qual e a amplitude da oscilagAo? 

6. Suponha que um tanque contendo um determinado Ifquido tem uma safda perto do fundo. Seja //(/) a 
altura da superftcie do liquido acinia da safda no instante /. O prinefpio de Torricelli’ diz que a velocidade 
i' do llu.xo na safda e igual a velocidade de uma partfcula em queda livre (sent atrito) caindo da altura It 

(a) Mostre que i> = y/2gh, onde g e a aceleragAo da gravidade. 

(b) Igualando a taxa de safda A taxa de variagAo de Ifquido no tanque, mostre que h (r) satisfaz a equagao 

A{li)^— = -aay/lgh. (i) 

dt 

onde A(li) d a Area da segao rela do tanque na altura h e a e a area da safda. A constante or d um coeficicnte 
de contragAo responsAvel pelo fato observado de que a segao reta do fluxo (suave) de safda A menor do 
que a. O valor de a para a Agua 6 cerca de 0,6. 

(c) Considere um tanque de Agua em forma de um cilindro circular rcto 3 m (metros) acimn da safda. () 
raio do tanque 6 1 m e o raio da safda circular e 0,1 m. Se o tanque cstA inieialmente cheio de Agua, 
determine quanto tempo vai levar para esvaziar o tanque atd o nfvel da safda. 

7. Suponha que determinada quantia 5,, estA investida a uma taxa anual de retorno r capitalizada continua 
mente. 

(a) Encontre o tempo T necessArio para a soma original dobrar de valor em fungao de r. 

(b) Determine T se r - 7%. 

(c) Encontre a taxa de retorno que precisa ser alcangada se o investimento inicial devc dobrar em 8 
anos. 

8. Uma pessoa jovem. sem capital inicial. investe k reais por ano a uma taxa anual de retorno r. Suponha que 
os investimentos sAo feitos continuamente e que o retorno A capitali/.ado continuamente. 

(a) Determine a quantia 5(f) acumulada em qualquer instante t. 


'Uma onga tem aproximadamente 28 gramas, de modo que 50 ongas tfim aproximadamente 1417g. (N T.) 

J Evangelista Torricelli (1608-1647), sucessor de Galileu como matemAtico da corte em Florenga, publicou esse resultado cm 
1644. Ele tambem 6 eonhccido por ter construfdo o primeiro bardmetro de mercurio e por contribuigoes importantes em 
geometria. 
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(h) Se r = 7.5%.determine k de modo que 1 milhao de reais esteja disponivel para a aposentadoria em 40 
anos. 

(c) Se k = RS 2.000.00 por ano. determine qual deve ser a taxa de retorno r para se ter 1 milhao de reais 
em 40 anos. 

9. Urn determinado universitario pede urn empr^stimo de R$8.(X)0,00 para comprar urn carro. A financeira 
cobra juros de 10% ao ano. Supondo que os juros sao capitalizados continuamente e que os pagamentos 
silo feitos continuamente a uina taxa anual constante k. determine a taxa de pagamento necessaria para 
quitar o emprdstimo em 3 anos. Determine, tambem. quanto (5 pago de juros durante esses 3 anos. 

10. O comprador de uma casa nito pode gastar mais de R$ 800,00 por mes pelo seu financiamento. Suponha 
que a taxa de juros e de 9% ao ano e que o financiamento 6 em 20 anos. Suponha que os juros silo capita¬ 
lizados continuamente e que os pagamentos tambem sao feitos continuamente. 

(a) Determine a quantia maxima que esse comprador pode financiar. 

(b) Determine os juros totais pagos durante o financiamento. 

^2, 11. Urn recem-formado pegou emprestados R$ 100.000,00 a uma taxa de juros de 9% ao ano para comprar 
uni apartamento. Prevendo constantes aumentos de salario, ele espera pagar a uma taxa mensal de 
800( 1 + //120), onde t e o ntimero de meses desde o inicio do emprestimo. 

(a) Supondo que o programa de pagamento pode ser mantido. quando o empresiinm estara quitado? 

(b) Supondo o mesmo programa de pagamento. qual deve ser a quantia emprestada para que seja paga 
em exatamente 20 anos? 

12. Uma ferramenta importante em pesquisa arqueologica e a dataqao por carbono radioativo. desenvolvida 
pelo quimico americano Willard F. Libby'. Esse e um meio para determinar a idade de determinados resf- 
duos de madeira e plantas. portanto de ossos de animais ou homens. ou artefatos encontrados enterrados 
nos mesmos niveis. A datayao por carbono radioativo baseia-se no falo de que alguns restos de madeira 
ou plantas content quantidades residuais de carbono-14. um isdtopo radioativo do carbono. Esse isotopo 
se acumula durante a vida da planta e comeya a decair na sua ntorte. Como a nteia-vida do carbono-14 
e longa (aproximadamenle 5730 anos'). quantidades mensuraveis de carbono-14 permanecem depois de 
ntuitos milhares de anos. Se mesmo uma frayao minima da quantidade original de carbono-14 ainda esta 
presente, entao. atraves de ntedidas apropriadas em laboratdrio pode-se determinar com precisiio a pro- 
por^'u) da quantidade original de carbono-14 que permanece. Em outras palavras.se Q(t) 6 a quantidade 
de carbono-14 no instante f e (?„ e a quantidade original, entilo a raziio Q(t)IQ„ pode ser determinada. 
pelo menos se essa quantidade nao for pequena demais.Tecnicas atuais de ntedida permitem o uso desse 
nietodo por perfodos de tempo de 50.000 anos ou mais. 

(a) Supondo que Q satisfaz a equayao diferencial (?’ = -rQ. determine a constante de decaimento r para 
o carbono-14. 

(h) Encontre uma expressao para Q(t) em qualquer instante I se 0(0) = Q„. 

(c) Suponha que determinados restos foram descobertos nos quais a quantidade residual alual de carbo- 
no-14 e de 20% da quantidade original. Determine a idade desses restos. 

13. A populaqao de mosquitos em determinada area aumenta a uma taxa proporcional a populagao atual e, 
na ausencia de outros fatores, a populaqao dobra a cada semana. Inicialmentc ha 200.000 mosquitos na 
firea e predadores (passaros. morcegos. etc.) comem 20.000 mosquitos por dia. Determine a populaqao de 
mosquitos na area em qualquer instante t. 

14. Suponha que determinada populaijao tern uma taxa de crescimento que varia com o tempo e que essa 
popula^ao satisfaz a equaqao diferencial 

tlv/ill = (0.5 + senf)_v/5. 

(a) Se y(0) = 1. encontre (ou estime) o instante r no qual a populagao dobrou. Escolha outras condiqoes 
iniciais e determine se o tempo de duplica;3o r depende da populaqao inicial. 

(b) Suponha que a taxa de crescimento e substituida pelo seu valor medio 1/10. Determine o tempo de 
duplicaqao r neste caso. 

(c) Suponha que o termo sen / na equayao diferencial d substitufdo por sen(2n-r); ou seja, a varia^ao na 
taxa de crescimento tern uma frequencia substancialmente mais alta. Que efeito isso tern no tempo de 
duplica<;3o r? 

(d) Faija o grilfico das soluqoes obtidas nos itens (a), (b) e (c) em um unico conjunto de cixos. 

'Willard F. Libby (1908-1980) nasceu na zona rural do cstado de Colorado, nos Estados Unidos. C recebeu sua educag&o na 
Univcrsidade da California cm Berkeley. Desenvolveu o rnilodo de dataylo por carbono radioativo a partir de 1947. quando 
cstava na Universidade de Chicago. Rccebeu o Premio Nobel de quimica em I960 por esse trabalho. 

' McGraw-Hill Encyclopedia of Science and Technology (8th ed.) (New York: McGraw-Hill. 1997), Vol. 5, p. 48. 
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15. Suponha que uma determinada populaqSo satisfaz o problema de valor inicial 

dy/dt = r(t)y - k. v(0) = y (1 , 

ondc a taxa de crescimento r(t) e dada por r(t) = (1 + senr)/5 e k representa a taxa predaldria. 

(a) Suponha que k = 1/5. Fa?a graficos de y em fun^ao de t para diversos valores de _v (l entre 1/2 e 1. 

(b) Estime a popula?ao inicial crltica y c abaixo da qual a populaqao sera extinta. 

(c) Escolha outros valores de k e encontre a populaqao crltica correspondente y t para cada urn deles. 

(d) Use os dados encontrados nos itens (b) e (c) para fazer o grafico de y. em fumjao de k. 

16. A lei do resfriamento de Newton diz que a temperatura de um objeto varia a uma razao proporcional & 
diferen<;a entre sua temperatura e a temperatura ambiente. Suponha que a temperatura de uma xfcara 
de cafd obedece & lei do resfriamento de Newton. Se o cafe esta a uma temperatura de 200°P quando 
colocado na xlcara e 1 minulo depois esfriou e estd a 190°F em uma sala it temperatura de 70°F. determine 
quando o cafe alcanna a temperatura de 150°F. 

17. O calor transferido de um corpo para seu ambiente por radia?ao. baseado na lei de Stefan-Boltzman\ e 
descrito pela equa^ao diferencial 

= — a(u 4 — 7 4 ). (i) 

dt 

onde u(t) e a temperatura absoluta do corpo no instante f, Tea temperatura absoluta do ambiente eae 
uma constante que depende dos parametros flsicos do corpo. No entanto. se u for muito maior do que 7, 
as soluqoes da Eq. (i) podem ser bem aproximadas por soluqoes da equa?ao mais simples 

(III 4 .... 

— = -Ctu . (ll) 

dt 

Suponha que um corpo. a uma temperatura inicial de 2000 K. esta em um meio a temperatura de 300 K e 
que a = 2,0 x 10' i: KYs. 

(a) Determine a temperatura do corpo em um instante qualquer resolvendo a Eq. (ii). 

(b) Fa?a o grafico de it em funqao de t. 

(c) Encontre o instante r no qual «(r) = 600. ou seja. o dobro da temperatura ambiente. Ate esse instante, 
o erro ao se usar a Eq. (ii) para aproximar as solu^oes da Eq. (i) nao e maior do que 1 %. 

18. Considere uma caixa isolada termicamente (um predio. talvez) com temperatura interna n(t). De acordo 
com a lei do resfriamento de Newton, u satisfaz a equaqao diferencial 

dit ., t- , 

- = -k[u-Ttt)]. (i) 

onde 7(f) e a temperatura do ambiente (externo). Suponha que T(t) varia como uma senoide; por exem- 
plo, suponha que T(t) = 7„ + 7, cos(rwf). 

(a) Resolva a Eq. (i) e expresse i/(f) em termos de t. k. T„, 7, e to. Observe que parte de sua solu^iio tende a 
zero quando t fica muito grande; essa e chamada de parte transiente. O restante da solu;ao <5 chamado 
de estado estacionario; denote-o por S(t). 

(b) Suponha que t esta medido em horas e que w = ,t I2,correspondendo a um perlodo de 24 horas para 
7(r). Alem disso, sejam 7„ = 60°F, 7, = 15°F e k = 02/h. Desenhe graficos de S(t) e de 'l'(t) em fun<;ao de 
t nos mesmos eixos. A partir de seu grafico, estime a amplitude R da parte oscilatoria de S(t). Estime, 
tambem, a diferemja de tempo r entre os maximos correspondentes de T(t) e de S(t). 

(c) Sejam k, 7 0 . 7j e to nao especificados. Escreva a parte oscilatoria de S(t) na forma R cos[o>(r - r)]. Use 
identidades trigonometricas para encontrar expressoes para R c r. Suponha que 7j e to tern os valores 
dados no item (b) e desenhe graficos de R e z em funqao de k. 

19. Considere um lago de volume constante V contendo. no instante /. uma quantidade Q(t) de poluentes 
distribuldos uniformemente em todo o lago com uma concentra^ao c(t), onde c(t) = Q(t)IV■ Suponha que 
esta entrando no lago agua contendo uma concentrai;ao k de poluentes a uma taxa r e que estd saindo agua 
do lago a mesma taxa. Suponha tambem que sao adicionados poluentes diretamente no lago a uma taxa 
constante P. Note que as hipoteses feitas nao consideram uma serie de fatores que podem ser importantes 
em alguns casos—por exemplo, a dgua que e adicionada ou perdida devido a precipita^ao, a absorqao ou 
a evapora^ao; a estratificaijao em consequencia das diferen^as de temperatura em um lago profundo; a 
produqao de balas protegidas, por causa de irregularidades na borda; e o fato de que os poluentes nao 


'A formula para conversao de Fahrenheit para Celsius e (F - 32) ^ = C/5. Entao 2(KFF &. aproximadamcnte, 93°C. (N.T.) 
’Jozef Stefan (1835-1893), professor de fisica em Viena.enunciou a lei de radiaqao empiricamente em 1879. Seu aluno Ludwig 
Boltzman (1844-1906) deduziu-a teoricamente dos princfpios da termodinamica em 1884. Boltzman e mais conhecido por seu 
trabalho pioneiro em mecanica estatistica. 
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sao depositados uniformemente cm todo o lago (cm geral). mas em pontos isolados em sua periferia. Os 
resultados a seguir tern que ser interpretados levando em consideragao quc nao foram contcmplados esses 
fatores. 

(a) Se a concentragao dc poluentcs no instante t = 0e c„ encontre uma exprcssao para a concentragao c(t) 
em qualquer instante t. Qual a concentrate limite quando r -» x? 

(b) Se a adigao de poluentes no lago termina (k = 0 e P = 0 para r > 0). determine o intervalo de tempo T 
necessario para que a concentrate de poluentes seja reduzida a 50% de seu valor original; e a 10% 
de seu valor original. 

(c) ATabela 2.3.2 content dados” para os Grandes Lagos . Usando esses dados, determine a partir do item 
(b) o tempo T necessario para redu/.ir a contaminate) desses lagos a 10% de seu valor original. 


TABELA 2.3.2 Dados sobre Volume e Fluxo dos Grandes 
Lagos 


Lago 

l 7 (km J x 10 i 

r (km’/ano) 

Superior 

12.2 

65.2 

Michigan 

4.9 

158 

Erie 

0.4b 

175 

Ontario 

1.6 

209 


20. Uma bola com a massa de 0,15 kg e jogada para cima com velocidadc inicial de 20 m/s do teto de um predio 
com 30 nt de altura. Nao leve em considerate) ;1 resistencia do ar. 

(a) Encontre a altura maxima aciina do solo alcangada pela bola. 

(b) Supondo que a bola nao atinge o predio quando desce. encontre o instante em que ela bate no chilo. 

(c) Desenhe os graficos da velocidade e da posit" cm t’ungtlo do tempo. 

21. Suponha que as condigdcs sao conto no Problcma 20. exceto que existe uma forga devido a resistencia do 
ar de li’t/30. onde r e medida em m/s. 

(a) Encontre a altura maxima aciina do solo alcangada pela bola. 

(b) Encontre o instante em que ela bate no chao. 

(c) Desenhe os graficos da velocidade e da posigao em fungao do tempo. Compare esses gnilicos com os 
graticos corrospondentes no Problcma 20. 

22. Suponha que as condigoes sao conto no Problcma 20. exceto que existe uma forga devido a resistencia do 
ar de n-/1325. onde r e ntedida em m/s. 

(a) Encontre a altura maxima acinta do solo alcangada pela bola. 

(b) Encontre o instante ent que ela bate no chao. 

(c) Desenhe os graticos da velocidade e da posigao em fungao do tempo. Compare esses graficos com os 
graticos correspondences nos Problemas 20 e 21. 

23. Um paraquedista pesando 180 lb (incluindo o equipantenlo) cai verticalmente de uma altura de 5000 pes" 
e abre o paraquedas depois de 10 s de queda livre. Suponha que a forga de resistencia do ar e de 0.751 wl 
quando o paraquedas esta fechado e de 12hi quando esta aberto. onde a velocidade v esta ent pes/s. 

(a) Encontre a velocidade do paraquedista quando o paraquedas abre. 

(b) Encontre a distancia percorridn ate o paraquedas abrir. 

(c) Qual a velocidade limite v L depois que o paraquedas abre? 

(d) Determine quanto tempo o paraquedista fica no ar depois que o paraquedas abre. 

(e) Desenhe o griilico da velocidade ent fungao do tempo desde o inicio da queda ale o paraquedista 
atingir o solo. 

24. Uni tren6-foguete.com velocidade inicial de 150 niilhash, 6 freado por um canal de agua. Suponha que, 
enquanto esta sendo freado, a aceleragao a do trend e dada por a(v) - -pir. onde v 6 a velocidade e p 6 
unta constante. 

(a) Como no Exentplo 4 do texto, use a relagao dvldt = v(dvUlx) para escrever a equagao de movintento 
em termos de v e de .t. 


”Esse problema baseia-se no artigo "Natural Displacement of Pollution from the Great Lakes", de R. 11 Rainey, publicado em 
Science /55(1967),pp.l242-1243;a intormagAo na tabela foi tirada dessa fonte. 

'Esses lagos ficam na fronteira entre os Estados Unidos e o Canada. (N.T.) 

"Um pe 6 da ordem de 30,5 centimetros.de ntodo que 5000 pes e aproximadamente 1524 m. (N.T.) 
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(b) Sc for necessdria uma distancia de 2000 p<5s para diminuir a velocidade do treno para 15 milhas/h, 
determine o valor dc /i. 


(c) Encontre o tempo r necessdrio para diminuir a velocidade do trend para 15 milhas/h. 

25. Um corpo de massa m £ projetado verticalmente para cima com uma velocidade inicial i>„ cm um meio que 
oferece uma resistencia Alel.onde A e constante. Nao leve em consideraqao variaqoes na for?a gravitacional. 

(a) Encontre a altura maxima x,„ alcamjada pelo corpo e o instante r m no qual essa altura maxima c atin- 
gida. 

(b) Mostre que. se kvjmg < 1. entao t,„ e .r,„ podem ser expressos como 

_i2 i _ 1 ^ a. i ^ kv °\ 2 
~ 8 2 mg 3 \ mg ) 




(c) Mostre que a quantidade kvjmg £ adimensional. 

26. Um corpo de massa m £ projetado verticalmente para cima com uma velocidade inicial t'„ em um meio que 
oferece uma resistencia /del. onde k e constante. Suponha que a atraqao gravitacional da Terra e constante. 

(a) Encontre a velocidade eft) do corpo em qualquer instante t. 

(b) Use o resullado do item (a) para calcular o limite de eft) quando A —* 0, ou seja, quando a resistencia 
tende a zero. Esse resultado e igual a velocidade de uma massa m projetada para cima com uma velo¬ 
cidade inicial e„ no vacuo? 

(c) Use o resultado do item (a) para calcular o limite de eft) quando m -* 0. isso e. quando a massa se 
aproxima de zero. 

27. Um corpo caindo em um fluido relativamente denso.oleo, por exemplo, esta sob a a^ao de Ires formas (veja 
a Figura 2.3.5): uma fonja de resistencia R, um empuxo B e seu peso w devido a gravidade. O empuxo £ 
igual ao peso do fluido deslocado pelo objeto. Para um corpo esferieo de raio a se movimentando lenta- 
mente. a forqa de resistencia e dada pela lei de Stokes. R = 6jr/otlel. onde e c a velocidade do corpo c /< e o 
coeficiente de viscosidade do fluido 7 . 



FIGURA 2.3.5 Um corpo caindo em um fluido denso. 


(a) Encontre a velocidade limite de uma esfera sdlida de raio a e densidade p caindo livremente em um 
meio de densidade p' e coeficiente de viscosidade p. 

fb) Em 1910, R. A. Millikan- estudou o movimento de goticulas de oleo caindo em um campo eletrico. 
Um campo de intensidade £ exerce uma for<;a Ee em uma gotfcula com carga e. Suponha que E foi 
ajustado de modo que a gotfcula £ mantida estacionaria (v = 0) e que w e B sao dados como acima. 
Encontre uma expressao para e. Millikan repetiu esse experimento muitas vezes e, a partir dos dados 
coletados. deduziu a carga de um elytron. 


7 George Gabriel Stokes (1819-1903). professor em Cambridge, foi um dos primeiros matematicos aplicados do seculo XIX. 
As equa^oes btisicas da mecanica dos fluidos (equa^oes de Navicr-Stokes) sao nomeadas cm parte em sua homenagem. e 
um dos teoremas fundamentals do calculo vetorial leva seu nome. Ele tambem foi um dos pioneiros na utiliza^ao de series 
divergentes fassintdticas). um assunto de grande interessc e importancia hoje em dia. 

"Robert A. Millikan (1868-1953) estudou na Faculdade de Oberlin e na Universidade de Columbia. Mais tarde foi pro¬ 
fessor na Universidade de Chicago e no Institute de Tecnologia da California. Publicou em 1910 um trabalho contendo a 
determinacao da carga do eltStron. Recebeu o Premio Nobel em 1923 por esse trabalho e por outros estudos sobre o efeito 
fotoel6trico. 
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4pO 28. Uma massa de 0,25 kg cai a partir do repouso cm um meio que oferece uma resistencia de 0.2ltt ondc u 
estS em m/s. 

(a) Sc a massa cai dc uma altura de 30 m, enconlre sua velocidade ao atingir o solo. 

(b) Se a massa nao pode atingir uma velocidade maior do que 10 m/s, encontre a altura maxima da qual 
ela pode ser largada. 

(c) Suponha que a forqa de resistencia e Arli'l, onde v est.i em m/s e k 6 constante. Se a massa cai dc uma 
altura de 30 m e tern que atingir o solo com uma velocidade menor ou igual a 10 m/s, determine o 
coeficiente de resistencia k necessario. 

29. Suponha que um foguete e lan<;ado verticalmente a partir da superficie da Terra com velocidade inicial 
uo = y/2gR, onde Re o raio da Terra. Nao considere a resistencia do ar. 

(a) Encontre uma expressao para a velocidade t> cm funqao da distancia ,v da superficie da Terra. 

(b) Encontre o tempo necessario para o foguete atingir 240.000 milhas (a distancia aproximada da Terra 
a Lua). Suponha que R - 4000 milhas. 

30. Sejam i(r) e u (t) as componentes horizontal e vertical, respectivamente, da velocidade de uma bola de 
beisebol rebatida (ou lanqada). Na ausencia de resistencia do ar, i> e «• satisfazem as equates 

tlv/(It = 0. dw/dt — —g. 

(a) Mostre que 

v — it cos A , w = —gl + it sen A. 

ondc ii e a velocidade escalar inicial da bola e A e o angulo inicial de elcvaqao. 

(b) Sejam x(t) c y(r). respectivamente, as coordenadas horizontal e vertical da bola no instante /. Se x(0) 
= 0 e y(0) = h , encontre v(f) e v(t) em qualquer instante t. 

(c) Sejam g = 32 pes/s-, u = 125 pcs/s e It = 3 pcs. Dcscnhe a trajetoria da bola para diversos valores do 
angulo A. ou seja. faqa os gr.lficos de v(f) e y(/) parametricamente. 

(d) Suponha que o rnuro que dclimila o cantpo csta a uma distancia L e tern altura II. Encontre uma 
relnqao entre u e A que tern que ser satisfeita se a bola passa por cima do muro. 

(e) Suponha que L - 350 pcs c II - 10 pcs. Usando a re I at; a o no item (d), encontre (ou estime a partir de 
um gralico) o intervalo de valores de A que correspondent a uma velocidade escalar inicial it = 110 
pes/s. 

(f) Para L = 350 e II - 10. encontre a velocidade escalar minima « e o angulo btinio correspondente A 
para o qual a bola passa por cima do muro. 

4?-' 31. Um modelo mais realista (do que o no Problema 30) para a trajetoria de uma bola de beisebol inclui o 
efeito da resistencia do ar. Nesse caso as equates de movimento sao 

(tv/ill — -rv, dw/dt = -g - nr. 


ondc reocoeficiente de resistencia. 

(a) Determine »•(/) e u (r) em termos da velocidade escalar inicial u e do angulo inicial de elevayao A. 

(b) Encontre x(t) e y(t) se .t(0) = 0 e y(0) = ft. 

(c) Desenhe as trajetdrias da bola para r = 1/5, ii = 125, It = 3 e para diversos valores de A. Como cssas 
trajetdrias diferem das do Problema 31 com r = 02 

(d) Supondo r = 1/5 e h = 3. encontre a velocidade inicial minima iieo angulo otinio correspondente A 
para o qual a bola passa por cima de um muro a uma distancia de 350 p«5s com 10 pes de altura. Com¬ 
pare esse resultado com o do Problema 30(f). 

32. O Problema da Braquistocrona. Um dos problemas famosos na historia da matematica e o problema 
da braquistderona 1 ': encontrar uma curva ao longo da qual uma particula desliza sent atrito em um tempo 
minimo de um ponto dado P ate outro ponto Q, onde o segundo ponto estd mais baixo do que o primeiro, 
mas nao diretamente debaixo (veja a Figura 2.3.6). Este problema foi proposlo por Johann Bernoulli em 
1696 como um desafio para os matematicos da <5poca. Johann Bernoulli e seu irmao Jakob Bernoulli. Isaac 
Newton, Gottfried L.eibniz e o Marques de L'Hospital encontraram solU(,'des corretas. O problema da 
braquistderona 6 importante no desenvolvimento da matematica como um dos precursores do cdlculo das 
variaqdes. 

Ao resolver este problema, d conveniente colocar a origem no ponto superior P e orientar os eixos con- 
forme ilustrado na Figura 2.3.6. O ponto mais baixo Q tern coordenadas (.t () ,y, 1 ). E possivel mostrar, entSo, 
que a curva de tempo minimo e dada por uma fum;ao y = <p(x) que satisfaz a equa^ao diferencial 


’A palavra "braquistocrona" vem das palavras gregas brachisio, que significa a mais curta, c chronos, que significa tempo. 
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(1 + y' 2 )y = k 2 , (i) 

onde k : e uma certa constante positiva a ser determinada mais tarde. 



FIGURA 2.3.6 A braquistocrona. 

(a) Resolva a Eq. (i) para y\ Por que e necessario escolher a raiz quadrada positiva? 

(b) Introduza uma nova variavel i pela relagao 

>’ = A J sen : f. (ii) 

Mostre que a equaqao encontrada no item (a) fica, entao. na forma 

2k'~ sen : t <h — tlx. (jjj v 

(c) Fazcndo 0 = 2 1 , mostre que a soluqao da Eq. (iii) para a qual v = 0 quando y = 0 c dada por 

x = k 2 [0 — senf>)/2. y = k 2 (\ — cos0)/2. (iv) 

As Equates (iv) sao equates parametricas da solugao da Eq. (i). que content o ponto (0.0). O gralico das 
Eq. (iv) e chamado de cidoidc. 

(d) Se lizermos uma escolha apropriada da constante k , entao a cicloide tambent content o ponto ( v,. t,) 
e e a soluqao do problema da braquistderona. Encontre k se v = 1 e y u = 2. 


2.4 Diferengas entre Equagoes Lineares e Nao Lineares 

Ate agora estivemos basicamente interessados em ntoslrar que equates de primeira ordem podent ser 
usadas para investigar tnuitos tipos diferentes de problemas nas ciencias naturais e em apresentar meto- 
dos para resolver tais equates se forem lineares ou separaveis. Agora estd na Itora de considerar algumas 
questdes ntais gerais de equates diferenciais e explorar com mais detalhes algumas diferengas importan- 
tes entre equates lineares c nao lineares. 

Existencia e Unicidade de Soluqoes. Ate agora discutimos uma serie de problemas de valor inicial, cada 
uni dos quais tinha uma solu?3o e. aparentemente, apenas uma. Isso levanta a questao sobre se isso e 
verdade para todos os problemas de valor inicial para equates de primeira ordem. Em outras palavras, 
todo problema de valor inicial tern exatamente uma solugao? Esse e uni ponto importante ate para nao- 
matemdticos. Se voce encontrar urn problema de valor inicial ao investigar algum problema fisico, voce 
pode querer saber se ele tern soluqao antes de gastar muito tempo e esfor«,o tentando resolve-lo. Alem 
disso. se voce encontrar uma soluqao voce pode estar interessado em saber se deve continuar a busca 
por outras soluqoes possfveis ou se pode ter certeza de que nao existent outras soluqoes. Para equates 
lineares, as respostas para essas questoes sao dadas pelo teorema fundamental a seguir. 


Teorema 2.4.1 Se as (undoes p e q sao continuas em um intervalo aberto I: a <t < p contcndo o ponto t = r 0 , entao 
■ existe uma unica fun^ao y = #(/) que satisfaz a equaqao diferencial 



y'+p(t)y = /?(') 


(i) 
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Teorema 2.4.2 



para cada t cm / e que tamb6m satisfaz a condi^ao initial 

_y(fo) = .Vo, (2) 

onde 6 um valor inicial arbitrario dado. 


Observe que o Teorema 2.4.1 di/ que o problems de valor inicial dado tern uma solu<j3o e tambeni 
que o problems tern apenas uma solu^ao. Em outras palavras, o teorema afirma tanto a existencia quanto 
a unicidadc da soluqao do problems de valor inicial (1). (2). Alem disso. ele diz que a soluq3o existe em 
qualquer intervalo / contendo o ponto inicial t„ e no qual os coeficientes p e q sao contmuos. Isto e, a so- 
luqao pode ser descontinua ou deixarde existir apenas em pontos onde pelo menos uma das fun 9 oes p ou 
q e descontinua. Frequentemente tais pontos podem ser identificados de modo facil. 

A demonstraqao desse teorema esta parcialmente contida na discussao na Se^ao 2.1 que nos levou a 
formula [Eq. (32) na Seqao 2.11 

/i(f)v = J pit)g(t)dl + c. ( 3 ) 

onde [Eq. (30) na Seqao 2.11 

pit) = exp J p(t)dt. (4) 

A doduv'ao dessas formulas na Seyao 2.1 rnostra que se a Eq. (1) tern solu^ao, entao ela tern que ser dada 
pels Eq. (3). AnalisanJo um pouco melhor aquela deduqao, tambem podemos concluir que a equaqao 
difercncial (I) tern que ter, de fato. uma soluqao. Como p e continua para a < t < p. segue que p esta dc- 
finida nesse intervalo e e uma fun^so diferenciavel que nunca se anula. Multiplicando a Eq. (I) por p(t). 
obtemos 


l/t(0yl' = 


(5) 


Como p e g sao continuas. a funqao /<,i* e integravel e a Eq. (3) segue da Eq. (5). Alem disso, a integral de 
pg e diferenciavel. de modo que y dado pels Eq. (3) existe e c diferencidvel no intervalo a < t < p. Subs- 
tituindo a cxpressao para y da Eq. (3) na Eq. (I) ou (5). voce pode verificar que essa expressao satisfaz a 
equa^ao difercncial no intervalo a < t < p. Finalmente. a conditio inicial (2) determina a conslantc c uni- 
camcnte. de modo que o problems de valor inicial so tern uma soluqao, o que completa a dcmonstra^ao. 

A Eq. (4) determina o fator integrante p(t) a menos de um fator multiplicalivo que depende do limite 
inferior de integraqao. Se escolhermos esse limite como sendo f,„ entao 

p(t) = exp f p(s)ds, (6) 

Jin 

e segue que p(t„) = 1. Usando o fator integrante dado pela Eq. (6) e escolhendo tambeni como t„ o limite 
inferior de integraqao na Eq. (3). obtemos a solu^o geral da Eq. (I) na forma 


V 


1 

Pit) 



p is)g(s) ds -F c 


(7) 


Para satisfazer a condiqao inicial (2). precisamos escolher c = y„. Portanto, a soluqao do problema de valor 
inicial (l).(2) (3 


y 


1 

Pit) 



pis)g(s) ds + y 0 


(8) 


onde p(t) e dado pela Eq. (6). 

Voltando nossa atenqao para equaqoes diferenciais nao lineares, precisamos substituiroTeorema 2.4.1 
por um teorema mais geral. como a seguir. 


Suponha que as funqoes/e dfldy sao contfnuas em algum retSngulo a<t<p,y<y<& contendo o 
ponto (f 0 ,y 0 ). Ent3o, em algum intervalo t 0 - h < t < t 0 + h contido em a < t < p existe uma unica soluqao 
do problema de valor inicial 

,/ _ fit y,\ 




krftryfa 


y'=f{i,y), y(to) = yo- 




(9) 
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Observe que as hipoteses noTeorema 2.4.2 se rcduzem as doTeorema 2.4.1 se a equa^ao diferencial 
for linear. De fato,/(f,y) = -p(l)y + g(/) e 3/ IBy - -p(t), de modo que a continuidade de /e de dfldy 6 
equivalente 4 continuidade de /; e de g nesse caso. A demonstraqao do Teorema 2.4.1 foi relativamente 
simples porque se baseou na expressao (3), que fornece a solu<;ao de uma equ3qao linear arbitriiria. Nao 
existe expressao correspondente para a solu^ao da equagSo diferencial em (9), de modo que a demons- 
tra^ao do Teorema 2.4.2 e muito mais diffcil. Ela 6 discutida ate certo ponto na Seqao 2.8 e. em mais pro- 
fundidade. em livros mais avan^ados de equaqoes diferenciais. 

Observamos aqui que as condi?oes enunciadas no Teorema 2.4.2 sao suficientes para garantir a exis- 
tencia de uma unica soluqao doproblema de valor inicial (9) em algum intervalo t Q -h <t<t :l + //.maselas 
nao sao necessdrias. Em outras palavras, a conclusao permanece verdadeira sob hipdteses ligeiramente 
mais fracas sobre a fumjao/. De fato, a existencia de uma solu^ao (mas nao sua unicidade) pode ser esta- 
belecida supondo-se apenas a continuidade de /. 

Uma consequdncia geomdtrica importante da unicidade nosTeoremas 2.4.1 e 2.4.2 £ que os graficos de 
duas soluqoes nao podem se intersectar. Caso contrdrio.existiriam duas soluqoes satisfazendo a condi^ao 
inicial correspondente no ponto de interseqao, em violaijao doTeorema 2.4.1 ou 2.4.2. 

Vamos ver alguns exemplos. 


EXEMPLO 


Use o Teorema 2.4.1 para encontrar um intervalo no qual o problema de valor inicial 

fy' + 2y = 4r. (10) 

y(l) = 2 (II) 

tern uma unica soluqao. 

Colocando a Eq. (10) na forma-padrao (1), temos 

y' + (2 /i)y = 4r. 

de modo que p(t) = 2ll e g(t) = 4 1 . Logo, para essa equa<;uo g e continua para todo t. enquanto p sd e continua 
para t < 0 ou t > 0.0 intervalo t > 0 content o ponto inicial; portanto. o Teorema 2.4,1 garante que o problema 
(10), (11) te rn uma unica solu<;ao no intervalo 0 < l < *. No Exemplo 3 da Seqao 2.1, vimos que a solu^ao desse 
"problemaUe valor inicial^ 

y = r+^, />0. (12) 

Suponha agora que mudamos a condit,ao inicial (11) paray(-l) -2. Entao oTeorema 2.4.1 aflrma que existe 
uma unica solu^So para t < 0. Como voce pode veriRcar facilmente, a solu<;ao c dada. de novo pela Eq. (12). so 
que agora no intervalo < t < 0. 


EXEMPLO 


Aplique o Teorema 2.4.2 ao problema de valor inicial 

£.**±*+1. y(0) = -1. (13, 

tlx 2(y — 1) 

Note que o Teorema 2.4.1 nao e aplicivel neste caso,j3 que a equaijao diferencial nao e linear. Para apliear o 
Teorema 2.4.2, observe que 


/(.t.y) = 


3.r + 4.r + 2 
2(v - 1) 


^-(x,y) = - 

,)y 


3.v- +4.1 + 2 
2(y - 1)2 ' 


Assim, cada uma dessas fun^des e continua em toda parte, exceto na reta y = 1. Logo, podemos descnh ar um 
retangulo em torno do ponto inicial (0,-1) no qual as fungoes / e 3/ /By s3o continuas . Portanto, o Teorema 
2.4.2 garante que o problema de valor inicial tern uma unica solu<;ao em algum intervalo em torno de x = 0. No 
entanto, embora o retangulo possa ser eslicado indefinidamente para ,v positivo e negativo isso nao significa, 
necessariamente, que a solu^ao existe para todo x. De fato, o problema do valor inicial (13) foi resolvido no 
Exemplo 2 da Se<;3o 2.2, e a soluq3o sd existe para .r > -2. 

Suponha que mudamos a condign inicial para y(0) =1.0 ponto inicial agora esta na reta y = 1. de modo 
que nao podemos desenhar nenhum retangulo em torno dele no qual/e 3 //Oy sejam continuas. Entao o Teo¬ 
rema 2.4.2 n3o diz nada sobre solugdes possiveis para esse problema modificado. No entanto.se separarmos as 
varidveis e integrarmos,como na Segao 2.2, veremos que 


AliSm disso, se x = 0 e y = 1, entao c ■■ 


y~ - 2y = Jt 3 + lx 2 + 2x + c. 
-l.Rnalmente, resolvendo para y, obtemos 
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y = 1 ± A 5 + 2e 2 + 2x, (14) 

A F.q. (14) nos da duas (undoes que satisfazem a equa^o diferencial para .r > 0 e tambem satisfazem a condiqao 
inicial y(0) = 1. 


Considere o problema de valor inicial 

y'=y lrs . y(0) = 0 (15) 

para t > 0. Aplique oTeorema 2.4.2 a este problema de valor inicial e depois resolva o problema. 

A fun<;do/(r, y) = y' n d continua em toda a parte, mas 3fl9y nao existc quando y = 0. logo nao d continua af. 
Assim. oTeorema 2.4.2 nao pode ser aplicado a este problema, e nao podemos lirar nenhuma conclusao a partir 
dele. No entanto. pela observagao apds oTeorema 2.4.2 a continuidade de/garantc a existencia de soluqoes. 
mas nao sua unicidade. 

Para comprecnder melhor a situaqao.vamos resolver o problema. o que e fdcil.jd que a equaqao d separdvel. 
Temos 


y 1 'dy = di, 

de modo que 


W‘* = f -f- r 

e 

v = [^ + c,] V: . 

A condiqao inicial e satisfeita se c = 0. logo 

y = 0|in = (v)'\ '><» 

(16) 

satisfaz am has as Eqs. (15). Por outro lado. a funtjao 

v = </>_.(/) = — ( = r)' : . r>() 

07) 

tambem e solui;ao do problema de valor inicial. Alem disso. a fum;ao 

v = \5r<r» = 0. / > 0 

(18) 

e niais uma solu<;ao. De fa to, para qualquer i„ | 

y = / if) = 

positivo. as fumjoes 

|(). se 0 < / < 

| ±[\U \ se t > tii 

(19) 



sao contfnuas, diferenciaveis (em particular em i - /,,) e sao solutes do problema de valor inicial (15). Por- 
tanto, este problema tern uma famflia infinita de soluijoes; veja a Figura 2.4.1,onde estao ilustradas algumas 
dessas soluijoes. 



ITGURA 2.4.1 Diversas soluqoes do problema de valor inicial y' = y 1 \y(0) = 0. 

Como jd observamos, a falla de unicidade de solu^oes do problema (15) ndo contradiz o teorema de exis¬ 
tencia e unicidade. jd que ele nao d aplicdvel se o ponto inicial perteneer ao eixo dos (. Se (l„, Vo) <5 qualquer 
ponto que nao pertence ao eixo dos t, no entanto, o teorema garante que existe uma unica solu^ao da equa<;5o 
diferencial y' = y w que contdm o ponto (f„. y„). 


EXEMPLO 

3 
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Intervalo de Deflnigao. De acordo com oTeorema 2.4.1, a solugao de uma equagao linear (I) 

y' + pV)y = g( 0 , 

sujeita a condigao inicial y(r 0 ) = y„. existe em qualquer intervalo em torno de r 0 no qual as fungoes pet/ sao 
continuas. Assim.assfntotas vertic als ou outras descontinuidad es da solugao so podem ocorrer em pontos 
de descontin uidade de pou de q. Por exemplo,assolugoes no Exemplo 1 (com uma excegao) siio assinto- 
ticas ao eixo dos y, correspondendo a descontinuidade em t = 0 do coeficiente p(t) = 211, mas nenhuma das 
solugoes tern outro ponto onde ela nao existe ou nao 6 diferenciavel. A solugao excepcional mostra que as 
solugoes podem permanecer continuas, as vezes, mesmo em pontos de descontinuidade dos coeficientes. 

Por outro lado. para um problema de valor inicial nao linear satisfazendo as hipoteses doTeorema 
2.4.2, o intervalo onde a solugao existe pode ser dificil de determinar. A solugao y = ip(t) certamcnte existe 
enquanto o ponto [/.0(f)] permanece em uma regiao na qual as hipoteses doTeorema 2.4.2 siio satisfeitas. 
Isso e o que determina o valor de h no teorema. No entanto, como tp(i) nao e conhecida em geral, pode ser 
impossfvel localizar o ponto [r.0(/)] em relagao a essa regiao. De qualquer modo, o intervalo de existencia 
da solugao pode nao ter uma relagao simples com a fungao/na equagao diferencial y' = /(/, y). Isso esta 
ilustrado no prdximo exemplo. 


EXEMPLO 

4 


Resolva o problema de valor inicial 

v‘ = y~. y(0) = 1. (20) 

e determine o intervalo no qual a solu^ao existe. 

OTeorema 2.4.2 garanle que este problema tern uma unica soluijao, ja que f(t.y) = y- e 9//fly = 2y sao contf- 
nuas em toda parte. Para encontrar a solugao.separamos as variaveis e integramos.com o resultado que 

y~ 2 dy = (it (21) 


e 


-y 


,-1 


= t + c. 


Enliio. resolvendo para y, temos 


1 

• v _ _ r+r ‘ 


( 22 ) 


Para satisfazer a condiqao inicial. precisamos escolher c = -1. de modo que 


d a soluqao do problema de valor inicial dado. E claro que a solugao torna-se ilimitada quando / —>• 1; portanto, 
a solugiio s6 existe no interval o < t < 1 . Nao ha nenhuma indicaqao na equa^ao diferencial propriamente 
dita, entretanto, que mostre que o ponto / = 1 e diferente de alguma maneira. Alem disso, se a conditio inicial 
for substitufda por 

y(0) = y 0 . (24) 


entao a constante c na Eq. (22) tern que ser igual a c = — l/y 0 e segue que 


y = 


ya 

1 — y 0 f 


(25) 


e a solugiio do problema de valor inicial com condi^ao inicial (24). Observe que a solu<;ao (25) torna-se ilimi¬ 
tada quando f -*• l/y 0 . de modo que o intervalo de existencia da solugao d -=c < t < l/y„ se y u > 0 e d l/y 0 < t < * 
se y„ < 0. Este exemplo ilustra outra caracterfstica de problemas de valor inicial para equagoes nao lineares, a 
saber,que as singularidades da solugao podem depender.de maneira essencial. tanto da condigao inicial quanto 
da equagao diferencial. 


Soluqao Geral. Outro aspccto no qual as equagoes lineares e nao lineares diferem esta relacionado ao 
conceito de solugao geral. Para uma equagao linear de primeira ordern e possfvel obter uma solugao 
contendo uma constante arbitraria, de onde podem ser obtidas todas as solugoes possfveis atribuindo- 
se valores a essa constante. Isso pode nao ocorrer para equagoes nao lineares; mesmo que seja possfvel 
encontrar uma solugao contendo uma constante arbitraria, podem existir outras solugoes que nao podem 
ser obtidas atribuindo-se valores a essa constante. Por exemplo, para a equagao diferencial y' = y 2 no 
Exemplo 4. a expressao na Eq. (22) contem uma constante arbitraria, mas nao inclui todas as solugoes da 
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equagao diferencial. Para mostrar isso, observe que a fungao y = 0 para todo t e, certamente, uma solugao 
da equagao diferencial, mas nao pode ser obtida da Eq. (22) atribuindo-se um valor para c. Poderiamos 
prever, nesse exemplo, que algo desse lipo poderia ocorrer porque, para colocar a equagao diferencial 
original na forma (21), tivemos que super que v nao se anula. Entretanto, a existencia de solugoes "adi- 
cionais" nao 6 incomum para equagoes nao lineares: um exemplo menos bbvio e dado no Problema 22. 
Assim.sb usaremos a expressao "solugao geral" quando disculirmos equagoes lineares. 

Solugoes Implicitas. Lembre-se novamente de que, para um problema de valor inicial para uma equagao 
linear de primeira ordem. a Eq. (8) fomece uma formula explfcita para a solugao y = Desde que seja 
possfvel encontrar as primitivas necessarias. o valor da solugao em qualquer ponto pode ser determinado 
substituindo-se simplesmente o valor apropriado de t na equagao. A situagao para equagoes nao lineares 6 
muilo menos satisfatoria. Em geral, o melhor que podemos esperar e encontrar uma equagao da forma 

f ('•>') = 0 (26) 

envolvendo t e y que e satisfeita pela solugao y = Mesmo isso so pode ser feito para equagoes de 
certos tipos particulares, entre as quais as equagoes separaveis sao as mais importantes. A Eq. (26) c 
chamada uma integral, ou primeira integral, da equagao diferencial. e (como ja observamos) seu gra- 
fico e uma curva integral ou. talve/., uma famfiia de curxas inlegrais. A Eq. (26). supondo que possa ser 
encontrada, define a solugao implieitamente; isto e, para cada valor de I, precisamos resolver a Eq. (26) 
para encontrar o valor correspondente de y. Se a Eq. (26) for suficientemente simples, pode ser possfvel 
resolve-la analiticamente para y, obtendo assim uma formula explfcita para a solugao. No entanto, com 
maior frequencia isso nao sera possfvel. e voce tera que recorrer a calculus numericos para determinar 
o valor (aproximado) de y para um valor dado de I. I'ma vez calculados diversos pares de valores de t e 
de v. muitas vezes e util coloca-los em um gralico e depois esbogar a curva integral que os content. Voce 
deveria usar um computador para isso.se possfvel. 

Os Exemplos 2. 3 e 4 sao problemas nao lineares nos quais e facil encontrar uma formula explfcita 
para a solugao y = </>(/). Por outro lado. os Exemplos I e 3 na Segao 2.2 sao casos nos quais e melhor dei- 
xar a solugao em forma implfcita e usar metodos numericos para calcula-la para valores particulares da 
variavel indcpendenle. Essa ultima situagao e mais tfpica: a menos que a relagao implfcita seja quadratica 
em y ou tenha alguma outra forma particularmente simples, provavelmentc nao sera possfvel resolve-la 
exatamente por metodos analfticos. De fato, com frequencia t impossfvel ate encontrar uma expressao 
implfcita para a solugao de uma equagao nao linear de primeira ordem. 

Construgao Grafica ou Numerica de Curvas Integrals. Devido a dificuldade em obter solugoes analfticas 
e.xatas de equagoes nao lineares. metodos que geram solugoes aproximadas ou outras informagbes qua- 
litativas sobre as solugoes acabam tendo uma importancia maior. Ja descrcvemos, na Segao 1.1. como o 
campo de diregbes de uma equagao diferencial pode ser construfdo. O canipo de diregoes pode mostrar, 
muitas vezes, a forma qualitativa das solugoes. e tambem pode ser util na identificagao das regioes no 
piano ty onde as solugoes exibem propriedades interessanles, que merecem uma investigagao mais de- 
talhada, analftica ou numerica. Metodos graticos para equagoes de primeira ordem sao mais discutidos 
na Segao 2.5. Uma inlrodugao a metodos de aproximagao numbrica para equagoes de primeira ordem 6 
dada na Segao 2.7, e uma discussao mais sistematica de metodos numericos aparece no Capftulo 8. En- 
tretanto, nao e necessario estudar os algoritmos numericos propriamente ditos para usar eficazmente um 
dos muitos pacotes de programas que geram e fazem graficos de aproximagfles numericas de solugoes de 
problemas de valor inicial. 

Sumario. A equagao linear y’ + p(t)y = g(i) tern diversas propriedades boas que podem ser resumidas 
nas atirmagoes a seguir: 

1. Supondo que os cocficientes sao contfnuos, cxiste uma solugao geral, contendo uma constante arbitraria, 
que inclui todas as solugoes da equagao diferencial. Uma solugao particular que satisfaz uma condigSo 
inicial dada pode ser encontrada escolhendo-se o valor apropriado para a constante arbitrdria. 

2. Existe uma expression para a solugao. a saber. Eq. (7) ou (8). Alem disso, embora envolva duas integragbes, 
a expressao fomece uma solugao explfcita para a solugao y = </>(/), em vez de implfcita. 

3. Os possfveis pontos de descontinuidade.ou singularidades,da solugao podem ser identificados (sem resol¬ 
ver o problema) simplesmente encontrando os pontos de dcsconiinuidade dos coeficientes. Assim, se os 
coeficientes forem contfnuos para todo r, a solugao tambem existe e 6 contfnua para todo t. 

Nenhuma das atirmagoes acima 6 verdadeira.em geral.para equagoes n3o lineares. Embora uma equagao 
nao linear possa ter uma solugao envolvendo uma constante arbitraria, tambem podem cxistir outras 
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solugoes. Nao existe formula geral para soluqoes de equates nao lincarcs. Se voce for capaz de integrar 
uma equagao nao linear, provavelmcnte vai obter uma equagao definindo solugoes implicitamcnte, cm 
vez de explicitamente. Finalmente. as singularidades das solugoes de equagoes nao lineares so podem ser 
encontradas, cm geral, resolvendo-se a equagao e examinando-se a solugtio. E provavel que as singulari¬ 
dades dcpendam tanto da condigao inicial quanto da equagao diferencial. 


PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, determine (sent resolver o problema) urn intervalo no qual a solugao do 
- problema de valor inicial dado certamente existe. 


1. (f-3)y' + (In/)>> = 2t, y(l) = 2 
(T)t (r - 4)y' + y = 0, y<2) = 1 

3^^ + (tan t)y = sen/, y(.T) = 0 4. (4 — r J )y* + 2ty = 3t 2 , y(— 3) = 1 

(^jA - t 2 )y' + 2/y = 3r : . >•( 1) = — 3 6. (lnf)y' + y = cotr, y(2) = 3 

Em cada urn dos Problemas de 7 a 12. diga onde, no piano ty, as hipoteses doTeorema 2.4.2 sao satisfeitas. 


7. 

9. 

11 . 


7 2/ + 5y 
, _ !n \ty\ 

' 1 -t 2 +y 2 

dy = 1 + 1 2 
dt ~ 3y-y- 


8. >•' = (1 -r -y J ) 1/2 

10. y' = (r -r.r) v: 

dy (cot I))’ 

~di~ 1 +y 


Em cada urn dos Problemas de 13 a 16. resolva o problema de valor inicial dado e determine como o intervalo 
no qual a solugSo existe depende do valor inicial y„. 

13. y' = -4 t/y, y(0) = y u y’ = 2 ty. y(0) = y 0 

/fsT> + y 3 = 0. y(0) = y 0 16. y' = r : /y< 1 + /’), y(0) = y„ 

Em cada um dos Problemas de 17 a 20. desenhe um campo de diregoes e desenhe (ou esboce) o grafico de 
diversas solugdes da equagao diferencial dada. Descrcva como as solugoes parecem se comportar quando t 
aumenta e como seus comportamentos dependem do valor inicial y„ quando t = 0. 

^2- 17. y' = ry(3 - y) $2- 18. v’ = y(3 - ty ) 

4fl 19. y = —y(3 - ty) #2 20. y' = t - 1 - y 2 

21. Considere o problema de valor inicial y' = y 1 \y(0) = 0. do Exeniplo 3 no texto. 

(a) Existe uma solugao que contem o ponto (1.1)? Se existe. encontre-a. 

(b) Existe uma solugao que content o ponto (2,1)7 Se existe. encontre-a. 

(c) Considere todas as solugoes possiveis do problema de valor inicial dado. Determine o conjunto de 
valores que essas solugoes t2m cnu = 2. 

22. (a) Verifique que ambas as fungdes y,(r) = 1 — / e y,(/) = -f : /4 sao solugdes do problema de valor inicial 


y = 


+ 4y) ,/J 
2 


y(2) = —1. 


Onde essas solugdes sao validas? 

(b) Explique por que a existencia de duas solugdes para o problema dado nao contradiz a unicidade no 
Teorema 2.4.2. 

(c) Mostre que y = a + <r, onde c e uma constantc arbitr^ria, satisfaz a equagao diferencial no item (a) 
para t > -2c. Se c = -l.a condigHo inicial tambdm e satisfeita e obtemos a solugao y = y,(t). Mostre que 
n3o existe escolha de c que fornece a segunda solugao y = y : (t). 

23. (a) Mostre que <p(t) = ^6 uma solugao de y' - 2y = 0 e que y = c<t>(t) tambem 6 solugao dessa equagao para 

qualquer valor da constante c. 

(b) Mostre que </>(() = 1/r € uma solugao de y' + y : = 0 para t > 0, mas que y = c<p(t) nao e solugao dessa 
equagao. a menos que c = 0 ou c = 1. Note que a equagao no item (b) £ nao linear, enquanto a no item 
(a) e linear. 

24. Mostre que se y = <p(t ) 6 uma solugao de y' + p(t)y = 0, entao y = ctf>(t) tambem e solugao para qualquer 
valor da constante c. 

25. Seja y = y,(f) uma solugao de 

y' + p(0y + o. 
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c seja v = y,(f) uma solugao dc 

y' + p{t)y = g(t). (ii) 

Mostrc que y = y,(f) + y 2 ({) tambem £ solugao da Eq. (ii). 

26. (a) Mostrc que a solugao (7) da equagao linear geral (1) pode ser colocada na forma 

v = cvi(r) + .V:(0, (i) 

onde c £ uma constante arbitraria. Idcntifiquc as fungocsy, c y,. 

(b) Mostre que y, e uma solugao da equagao difercncial 

y’+pU)y = 0, (ii) 

conrespondente a g(t) = 0. 

(c) Mostre que y, £ solugao da equagao linear geral (I). Veremos niais tarde (por exentplo, na Segao 3.5) 
que solugdes de equagoes lineares de ordem mais alta tern urn padrao semelhante ao da Eq. (i). 

Equagoes de Bernoulli. Algumas ve/es e possivel resolver uma cquagdo nao linear fazendo uma mudanga da 
variavel dependente que a transforma em uma equagao linear. O excmplo mais importante de tal equagao e 
da forma 

y' +/>(/)> = q(t)y n . 

e e chamada de equagao de Bernoulli em honra a Jakob Bernoulli. Os Prohlemas de 27 a 31 tratam de equagoes 
desse tipo. 

27. (a) Resolva a equagao de Bernoulli quando n = 0 e n = 1. 

(b) Mostre que.se n # 0e« * l.entaoa substituigao r =y' " redu/ a equagao de Bernoulli a uma equagao 
linear. Esse metodo de solugiio foi eneontrado por Leibniz cm 16%. 

Em cada um dos f’roblemas de 28 a 31 e dada uma equagao de Bernoulli. Em cada cast), resolva-a usando a 
substituigao meneionada no Problenia 27(b). 

28. ry' + 2ty - y* =0. I > 0 

2 l ). v’ = ry - ky\r > I) e k > 0. Esta equagao e importante em dmamiea populacional, e £ discutida em detalhes 
na Segao 2.5. 

30. y‘ = ry - ay', r > 0 e a > 0. Esta equagao apareee no estudo da estabilidade do lluxo de tluidos. 

31. dyhlt = ( T cos ( r T)y - y\ onde Le 7’sao constantes. Esta equagao tambem apareee no estudo da estabili¬ 
dade do lluxo de lluidos. 

Cneficientes Descontmuos. Algumas ve/es ocorrem equagoes diferenciais lineares com uma ou anibas as fun- 
goes p e g tendo descontinuidades do tipo salto. Sc e tal ponto de descontinuidade, 6 necess^rio resolver a 
equagao separadamente para r < f„ e para t > i u . Depois. junta-se as duas solugoes de modo que y seja continua 
em l„. Isso e feito por uma escolha apropriada das constantes arbitrarias. Os dois prohlemas a seguir ilustram 
> essa situagao. Note em cada caso que e impossivel fazer y" continua em l„. 

32. Rest)lva o problema de valor inicial 

y' + 2y = gU). y(0) = 0. 

onde [l, 0</<l, 



33. Resolva o problema de valor inicial 

y + pU)y = o. ytO) = I. 



0 < I < 1 , 
I > 1 . 


onde 
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2.5 Equates Autonomas e Dinamica Populacional 

Uma classe importante de equates de primeira ordem consiste naquelas nas quais a variavel indepen- 
dcnte nao aparcce cxplicitanicnte.Tais equates sao ditas autonomas, e tern a forma 

dy/dt =f(y). ( 1 ) 

Vamos discutir essas equaqoes no contexto dc crescimento ou declmio populacional de uma especie dada, 
urn assunto importante em campos que vao da medicina & ecologia, passando pela economia global. Al- 
gumas outras aplica^oes sao mencionadas em alguns dos problemas. Lembre-se de que consideramos, nas 
Se<;6es 1.1 c 1.2. o caso especial da Eq. (1) no qual f[y) = ay + b. 

A Eq. (1) 6 separavel. de modo que podemos aplicar a discussao feita na Se?ao 2.2, mas o objetivo 
principal desta seqao 6 mostrar como mdtodos geom^tricos podem ser usados para se obter informa^ao 
qualitativa importante sobre as solu?6es diretamente da equagao diferencial sent resolve-la. Os concei- 
tos de estabilidade e instabilidade de solu?oes de equates diferenciais sao fundamentais nesse esforqo. 
Essas ideias foram introduzidas informalmente no Capftulo 1, mas sem usar essa terminologia. Vamos 
discuti-las mais aqui, e examind-las em maior profundidade e em um contexto mais geral no Capitulo 9. 

Crescimento Exponencial. Seja v - 4>(t ) a popula$ao de uma determinada especie no instante t. A hipdtese 
mais simples em relaqao h variaqao de populaqao 6 que a taxa de varia^ao de y 6 proporcional"’ ao valor 
atual dc y; ou seja, 

dy/dt = ry , (2) 

onde a constanle de proporcionalidade r& chamada de taxa de crescimento on declmio, dependendo se e 
positiva ou negativa. Vamos supor aqui que r > 0, de modo que a populaqao estri crescendo. 

Resolvendo a Eq. (2) sujeita Jt condigao inicial 

y(0)=y 0 , (3) 

obtemos 

y=yoe n . (4) 

Assim, o modelo matematico que consiste no problema de valor inicial (2). (3) com r > 0 prevc que a 
populaqao vai crescer exponencialmente todo o tempo, como mostra a Figura 2.5.1 para divcrsos valores 
de y„. Sob condiqoes ideais, observou-se que a Eq. (4) e razoavelmente precisa para muitas populates, 
pelo menos por perfodos limitados de tempo. Entretanto, e claro que tais condi^oes ideais nao podem 
continuar indefinidamente; alguma hora um fator como limitaijoes de espa«;o, suprimento de comida ou 
de outros recursos reduzira a taxa de crescimento e terminara com o crescimento exponencial ilimitado. 



FIGURA 2.5.1 Crescimento exponencial :y em fungao de t para dy/dt = ry. 

Crescimento Logi'stico. Para levar em considera;ao o fato de que a taxa de crescimento da populaqao 
depende, de fato, da populaqao, substitufmos a conslante r na Eq. (2) por uma funqao /j(y) e obtivemos, 
entao, a equa?5o modificada 


lu Aparentemente. foi oeconomista ingles Thomas Mallhus (1766-1834) quem observou primciroque muitas popularises bio- 
KSgicas aumentam a uma taxa proporcional a populate. Seu primeiro artigo sobre populates apareceu em 1798. 
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dy/dt = h(y)y. (5) 

Agora queremosescolher h(v) tal quc /t(y) sr>l) quando v d pequeno.//(y) diminui quandoy aumcn- 
ta e /i(y) < 0 quando y e suficientementc grande. A fun?ao mais simples que tem essas propriedades 6 
h(y) = r- ay, onde a tanibcm e uma constante positiva. Usando essa funqAo na Eq. (5), obtemos 

dy/dt = (r - ay)y. (6) 

A Eq. (6) e conhecida como a equaqao de Verhulst" ou cqua^ao logistica. E muitas vezes conveniente 
escrever a cquafao logistica na forma equivalente 



onde K = rla. A constante r e chamada de taxa de crescimento intrinseca. isto c. a taxa de crescimento na 
ausencia de qualquer fator limitador. A inlerpreta<;So de K ficarti clara cm breve. 

Iremos investigar as solutes da F.q. (7) em detalhe mais tarde nesta seq'ao. Antes disso, no entanto, 
vamos mostrar como voce pode desenhar facilmente um esboqo qua/itativamente correto das solutes. Os 
mesmos m£todos lambent se aplicam it equa<;ao mais geral (1). 

Vamos primeiro procurar solutes da Eq. (7) do tipo mais simples possfvel, ou seja, fungbes constan- 
tes. Para tal soluqao, dy/dt = 0 para todo t. de modo que qualquer solucjio constante da Eq. (7) tem que 
satisfazer a equaqao algebrica 

r( 1 - y/K ) v = 0. 

Logo, as soluqoes constantes sao y = 0,(0 = 0 e y = < P : (t) = K Essas solubles sao chantadas de solu^oes 
de equilibrio da Eq. (7). ja que nao h.i variaqao ou ntudanqa no valor dc y quando t aumenta. Da mesma 
forma, soluqbes de cquililtrio da equa?ao mais geral (1) podent ser encontradas localizando-se as raizes 
de f(y) = 0. Os zeros de/(y) tambem sao chamados de pontos criticos. 

Para visualizar outras soliu;bes da Eq. (7) e esboqar seus gralicos rapidaniente podemos comeqar de- 
senhando o grafico de f{y) cm funqao de y. No caso da Eq. (7)./(y) = r( l -y/K)y, logo o grafico <5 a para¬ 
bola iluslrada na Figura 2.5.2. As interseqbes com os eixos sao (0,0) e (K, 0), correspondendo aos pontos 
criticos da Eq. (7). e o vertice da parabola esta cm ( KI2, rKIA). Note que dy/dt > 0 para 0 < y < K\ portanto 
y e uma funqao cresccnte de t quando y esta nessc intervalo: isso esta indicado na Figura 2.5.2 pelas setas 
prbximas ao eixo dos y apontando para a dircita. Analogamente.se y > K. entao dy/dt < 0, logo y e decres- 
cente. como indicado pela seta apontando para a esquerda na Figura 2.5.2. 



FIGURA 2.5.2 j\y) em fun;ao de y para dy/dt = r( 1 - y/K)y. 

Nesse contexto.o eixo dos y e chamado muitas vezes de reta de fuse e cstri reproduzido em sua orien- 
ta<;ao vertical usual na Figura 2.5.3a. Os pontos em y = 0 e y = K sao os pontos criticos, ou solu?oes de 
equilfbrio. As setas indicant novamente que y t§ crescente sentpre que 0 < y < K e que y e decrescente 
quandoy > K. 


"R F. Verhulst (180-1-1849) foi um ntatem.ltico belgaque inlroduziua Eq.(6)como um modulo para o crescimento populacio- 
nal em 1838. Hie referiu-se a elc como crescimento logistico; por isso a Eq. (6) 6 chamada muitas vezes de equa^So logistica. 
Ele nito foi capaz dc testar a precisHo de scu modelo devido a dados inadequados de censo e n3o recebeu muita aten^ao 
atC muitos anos depots. R. Pearl (1930) demonslrou concordance razoSvel com dados cxpcrimenlais para popularises de 
drosophila metanogaster (mosca da fruta), c G. F. Gause (1935) fez o mesmo para populardes de paramectum e de tribolium 
(besouro castanho). 
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Alem disso, da Figura 2.5.2 note que se y esta proximo de zero ou do K, entao a inclinaqao f (y) estA 
prdxima de zero, de modo que as curvas-solu^ao tern tangentes proximas da horizontal. Elas se tornam 
mais inclinadas quando o valor de y fica mais longe de zero ou de K. 

Para esboqar os grdficos das solutes da Eq. (7) no piano tv, comeqamos com as soluqoes de equili- 
brio y = 0 e y = K; depois desenhamos outras curvas que sao crescentes quando 0 < y < K. decrescenles 
quando y > K e cujas tangentes se aproximam da horizontal quando y se aproxima de 0 ou de K. Logo, os 
graficos das soluijoes da Eq. (7) devem ter a forma geral ilustrada na Figura 2.5.5 b, indepcndentemente 
dos valores de r e de K. 



(a) (b) 


FIGURA 2.5.3 Crescimcnlo legist ico :dy dt - r( 1 -y/K)y. (a) A reta de fase. (b) Graficos de \ cm funi^ao de t. 


A Figura 2.5.3 b parece niostrar que outras solu^oes inlerscctam a solu^ao de equilfbrio v = K, mas isso 
6 possivel? Nao, a parte de unicidade doTeorema 2.4.2, o teorema fundamental de existencia e unicidade, 
diz que apenas uma solu^ao pode conter um ponto dado no piano ty. Assim. ernbora outras solu<;6es pos- 
sam ser assintoticas it soluqao de equilibrio quando t -» '-'■-.elas nao podem intersecta-la cm tempo finito. 

Para ir um pouco mais fundo na investigaqao. podemos determinar a concavidade das curvas-soluqao 
e a localiza^ao dos pontos de inllexao calculando d'yldt . Da cquaqao diferencial (1), oblemos (usando 
a regra da cadeia) 


tfy _ d_(iy 
dt- ~ <ll dt 


<7 

7t 


/O') =/'<v)~ -f(y)f(y)- 


(«) 


O grAfico de y em fum;ao de t e convexo quando y" > 0, isto e, quando fcf tern o mesmosinal.e 6 concavo 
quando y" < 0,o que ocorre quando fcf tern sinais contraries. Os sinais de fc de /' podem ser identifica- 
dos facilmente do grAfico de / (y) em fun^ao de y. Podem ocorrer pontos de inllexao quando/’(y) = 0. 

No caso da Eq. (7), as solutes sao convexas para 0 < y < KI2, onde ft positiva e crescente (veja a 
Figura 2.5.2), de modo que fcf sao positivas. As solu^oes tambem sao convexas para y > K, onde f c 
negativa e decrescente (fcf sao negativas). Para K!2 < y < K, as solu^des sao concavas, ja que / e positiva 
e decrescente, de modo que /e positiva cf i negativa. Toda vez que o grafico de y em fun«;ao de t cruza a 
reta y = Kl 2, af ha um ponto de inflexao. Os graficos na Figura 2.5.3 b exibem essas propriedades. 

Finalmente, note que K e a cota superior que d aproximada, mas nunea excedida, por populates 
crescentes come^ando abaixo desse valor. Entao, e natural nos referirmos a K corno sendo o nfvel de 
satura^ao, ou capacidade de sustenta^ao amhiental, para a espiScie em questao. 

Uma compara 5 ao entre as Figuras 2.5.1 e 2.5.3 b revela que solu^oes da equa;Ao nAo linear (7) sao 
muito diferentes das solutes da equaqao linear (1), pelo mcnos para valores grandes de t. Independen- 
temente do valor de K, isto e, nao importa quAo pequeno seja o termo nao linear na Eq. (7). as solu^oes 
dessa equaqao tendem a um valor finito quando t —► enquanto as soluqdes da Eq. (1) crescem (ex- 
ponencialmente) sent limite quando t -* *. Assim, mesmo um termo nao linear minuscule na equa^ao 
diferencial (7) tern um efeito decisive na solu<;ao para valores grandes de t. 

Em muitas situates, basta obler a informa^ao qualitativa ilustrada na Figura 2.5.3 h sobre uma solu- 
?ao y = <p(t) da Eq. (7). Essa informaqao foi inteiramente obtida a partir do grAfico de /(y) corno fun^ao 
de y, sem resolver a equa^Ao diferencial (7). Entretanto.se quisermos ter uma describe mais detalhada 
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do crescimento logistico - por exemplo, se quisermos saber o numero do elementos na populaifao em um 
instante particular - entao precisaremos resolver a Eq. (7) sujeita a condi(,'ao inicial (3). Se y * 0 e y * K, 
podemos escrever (7) na forma 

dy j 

— -—— = rdt. 

(1 -y/K)y 

Usando uma expansao em frames parciais na expressao a esquerda do sinal de igualdade. obtemos 


lnlegrando, temos 



1 /* \ 
I - y/K ) 


dy = rdt. 


In |v| - In 


y 

K 


= ri + c. 


(9) 


onde c e uma constante arbitraria de integratjao a ser determinada da condiqao inicial y(0) = y 0 . Ja ob- 
servamos que, se 0 < y„ < K. entao y permanece nesse intervalo para todo o tempo. Entao. nesse caso, 
podemos remover as barras de modulo na Eq. (9) e. calculando a exponencial de todos os termos na Eq. 
(9). vemos que 


( 10 ) 


1 - (y/K ) 

onde C = c\ Para que a condi^ao inicial v(0) = y„ seja satisfeita. precisamos escolher C = y,/[l - (v (( //C)]. 
Usando esse valor de C na Eq. (10) e resolvendo para y. obtemos 

.Vi )K 

yu + (K -yu)e~" ' 




Deduzimos a solu^ao (11) sob a hipdtese de que 0 < v„ < K. Se y„ > K. os detalhes ao tratar com a Eq. 
(9) licam ligeiramente diferentes. e deixamos a cargo do leitor mostrar que a Eq. (11) tambent e valida 
nesse caso. Finalmente, note que a Eq. (II) lambent content as soluqoes de equilfbrio y = </>,(/) = 0 e y = 
<!>.(!) = K correspondendo as condones iniciais y„ = 0 e y„ = K, respectivamente. 

Todas as conclusoes qualitativas a que chegantos antcriormente por racioctnios geometricos podem 
ser conlirntadas examinando-se a soluqilo (11). Em particular, se y„ = 0. entao a Eq. (11) conftrma que 
y(l) = 0 para todo /. Se y„ > 0 e se lizermos t — * na Eq. (II). obteremos 

lim y(f) = yo/C/yu = K. 


Assim. para cada y„ > 0 a soluqao tende it soluqao de equilibrio y = <t>.(t) = K assintoticamcnle quando 
t -* *. Portanto, a solut,ao constante ip,(i) = K e dita uma solu^uo assintoticamcntc cstavel da Eq. (7), ou 
o ponto y - K e dito um ponto de equilibrio. ou ponto cn'tico. assintoticamente estavel. Depois de muito 
tempo a popula<;ao esta proxinta de seu nivel de satura^'ao K. independentemente do tamanho inicial da 
populaqao, desde que seja positivo. Outras solufOcs tendem it soluqiio de equilfbrio mais rapidantente 
quando r aumenta. 

Por outro lado, a situa<;5o para a solu^ao de equilfbrio y = 0,(r) = 0 e bem diferente. Mesnto soluqoes 
que comeqam muito proximas de zero crescent quanto / aumenta e.como vimos. tendem a K quando t —► 

Dizemos que 0,(f) = 0 e uma solu^iio de equilfbrio instate! ou que y = 0 e um ponto de equilfbrio, ou 
ponto crftico, instavel. Isso significa que a linica ntaneira de garantir que a solu^ao permaneqa prdxima de 
zero e fazer com que seu valor inicial seja exalamcnie igual a zero. 


EXEMPLO 

1 


O ntodelo logistico tern sido aplicado ao crescimento natural da populaqao de linguados gigantes em determi- 
nadas areas do Oceano Pacffico. 1 ’ Seja y, ntedido ent quilogramas, a massa total, ou biomassa, da populaijao de 
linguado gigante no instante l. Estima-se que os parametros na equaqao logfstica tenham os valorcs r - 0,71 
por ano e K - 80,5 x 10" kg. Sc a biomassa inicial e y„ = Q25K, encontre a biomassa dois anos depois. Encontre, 
tambifm, o instante r para o qual y(r) = 0,75 K. 


,; Uma boa fonle de informal" sobre dinamica populaeional e economia envolvidas no uso eficiente de um recurso renov.1- 
vel, com enfase em pesca, 6 o livro de Clark listado nas referencias ao final desle capftulo. Os valores dos parSmctros usados 
aqui cstao na prigina 53 daquele livro e forant oblidos de um estudo de H. S. Mohring. 
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E conveniente mudar a escaia da solugao (11), dividindo-a pela capacidade de sustentagao K‘, assim, colo- 
camos a Eq. (11) na forma 


y_ __ y 0 JK _ 

K (yo/K) + [\ - (y 0 /K)]e- n ' 


( 12 ) 


Usando os dados do problema.encontramos 

y( 2) 0.25 

K ~ 0.25 + 0.75<>- 1 « 


0.5797. 


Em consequencia,y(2) a 46,7 x 10 6 kg. 

Para encontrar r, resolvemos primeiro a Eq. (12) para r. Oblemos 

_ (yu/AQll - (y/K) \ 

6 ~ (y/K)\\ - (y n /K)\ ’ 

logo, 

1 | n QW/Oll - (y/K)] 
' r n (y//0[l - Cyo/AT) | 


(13) 


Usando os valores dados para r e yJK e fazendo y/K = 0.75. encontramos 


1 (0,25)(0,25) 

0,71 " (0,75X0,75) 


0,71 


In 9 = 3,095 anos. 


A Figura 2.5.4 mostra os graticos de y/K em fungao de t para os valores dados dos parametros e diversas 
condigoes iniciais. 



FIGURA 2.5.4 y/K em fungao de l para o modelo populacional de linguados gigantes no Oceano Pacffico. 


Urn Limiar Critico. Vamos considerar agora a equagao 



onde r e T siio constantes positivas dadas. Observe que (exceto pela substituigao de K por T) essa equa¬ 
gao so difere da equagao logfstica (7) pela presenga do sinal de menos na expressao h direita do sinal de 
igualdade. No entanto, como veremos, o comportamento das solugoes da Eq. (14) e muito diferente do 
das solugoes da Eq. (7). 

Para a Eq. (14) o grdfico de f(y) em fungao de y 6 a parabola ilustrada na Figura 2.5.5. As intersegoes 
com o eixo dos y sao os pontos crfticos y = 0 e y = T, correspondendo &s solugoes de equilfbrio g),(/) = 0 e 
</>,(/) = T. Se 0 < y < T, entao dyldt < 0 eye decrescente como fungao de t. Por outro lado, se y > T, entao 
dy/dt > 0 e y 6 crescente como fungao de t. Assim, </>,(f) = 0 e uma solugao de equilfbrio assintoticamente 
estavel e «/>.(/) = T6 instlSvel. Alem disso,/'()') e negativa para 0 < y < 772 e positiva para 772 < y < T, de 
modo que o grafico de y em fungao de 16 , respectivamente, convexo e concavo nesses intervalos.Temos 
que/’(y) e positiva para y > T, de modo que o grdfico de y em fungao de t tambern 6 convexo aqui. 

A Figura 2.5.6« mostra a reta de fase (o eixo dosy) para a Eq. (14). Os pontos em y = 0 e y = T sao os 
pontos crfticos, ou solugoes de equilfbrio, e as setas indicam onde as solugoes sao crescentes ou decres- 
centes. 

As curvas-solugao da Eq. (14) agora podem ser esbogadas rapidamente. Primeiro desenhe as solugoes 
de equilfbrio y = 0 e y = T. Depois esboce curvas na faixa 0 < y < T decrescentes e mude a concavidade 
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FIGURA 2.5.5 /(v) em furn^ao do y para dyldt = ~r( 1 y/T)y. 


quando y cruza a reta y = 772. A seguir. desenhe curvas acima de y = T que aumentam cada vcz mais 
rapidamcnle quando y e t aumentam. Certifique-so dc que todas as curvas tern tangentes prdximas da 
horizontal quando t esta proximo de zero ou de T. O resultado t: a Figura 2.5.6 b. que e um esboqo qua- 
litativamente preciso de solugoes da Eq. (14) para quaisquer valores de r e T. Dessa figura, parece que 
quando t aumenta y tende a zero ou crcscc sem limitc. dependendo se o valor initial v„ e menor ou maior 
do que 7. Assini, T e um limiar. ahaixo do qual nao ha crescimento. 



FIGURA 2.5.6 Crescimento com um limiar: dyldi = -r(\ \ T)v. («) A reta de fase, (b) Graficos de v em t'un^So 
de t. 


Podemos conlirmar as conclusoes a que chegamos por meios geometricos resolvendo a equaqao dife- 
rencial (14). Isso pode ser feito por separa^ao de variavcis e integraqao. exatamente como fizemos para a 
Eq. (7). Entretanto.se notarmos que a Eq. (14) pode ser obtida da Eq. (7) subslituindo-se K por Ter por 
-r. podemos fazer as mesmas substitutes na solu<;iio (11) para obter 


>’() r 

Vo + (7' - \\))c rl ' 


(15) 


que 6 a soluqao da Eq. (14) sujeita a condiqao initial y(0) = y 0 . 

Sc 0 < y„ < 7'.segue da Eq. (15) que y -* 0 quando t — » *. Isso esta de acordo com nossa andlise geom<5- 
trica qualitativa. Se y u > T, enlao o denominator na cxpressSo a direita do sinal de igualdade da Eq. (15) 
se anula para um determinado valor linito de i. Vamos denotar esse valor por /* e calculd-lo da formula 


yo - (j'o - T)e n = 0, 


que nos dd 


r 



r 



(16) 
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Assim, se a populagao inicial y„ estd acima do limiar 7, o modelo com liniiar preve que o grafico dc y cm 
fungao dc t tem uma assintota vertical em t = I*. Em outras palavras, a populagao torna-sc ilimitada em 
urn tempo finite que depende de y„, 7 e r. A existencia e a localizagao dessa assintota nao apareceram na 
nossa analise geometrica, de modo que nessc caso a solugao explfcita forneceu uma informagao impor- 
tante qualitativa.e nao s6 quantitativa. 

A populagao de algumas especies exibe o fenomeno de existencia de limiar. Se estiverem presentes 
niuito poucos, entao a esp^cie nao pode se propagar com sucesso e a populagiio 6 extinta. No entanto.se 
uma populagao <5 maior do que o limiar. ela cresce ainda mais. E claro que a populagao nao pode licar 
ilimitada.de modo que alguma hora a Eq. (14) tern que ser modificada para levar isso em consideragao. 

Limiares criticos tambem ocorrem em outras circunstancias. Por exemplo, em mecanica dos fluidos as 
equag&es da forma (7) ou (14) muitas vezes governam pequenos disturbios y em um fluxo laminar (ou 
suave). Por exemplo, se a Eq. (14) e valida e y < 7. entao o disturbio e amortecido e o fluxo laminar persis- 
te. No entanto. se y > 7, entao o disturbio aumenta e o fluxo laminar torna-se turbulento. Nessc caso, 7 £ 
chamado de amplitude crltica. Pesquisadores falam em manler o nivel de disturbio em um tiinel de vento 
suficientemente baixo para que possam estudar o fluxo laminar em um aerofdlio. por exemplo. 


Crescimento Logistico com Limiar. Como mencionamos na ultima subsegao, o modelo com limiar (14) 
pode precisar ser modificado de modo a evitar crescimento ilimitado quando y esta acima do limiar 7. 
A maneira mais simples de fazer isso e introduzir outro fator que tornara dyidl negativo para y grande. 
Vamos considerar. entao. 


dy 

~dt 




(17) 


onde r>OeO<7</C. 

A Figura 2.5.7 mostra o grafico de/(y) em lunqao de y. Neste problema existem ires pontos criticos,y = 
0,y =Tcy = K, correspondendo as solu?6es de equili"brio 0,(r) = 0 ,<p : (t) = 7’e 0,(f) = K. respectivamcnte. 
E claro da Figura 2.5.7 que dyldt > 0 para T < y < K e. portanto.y e crescente ai.Temos dyidl < 0 para y < 
r e para y > K. logo y e decrcscente nesses intcrvalos. Em consequencia, as soluqoes de equilibrio 0,(/) e 
«/>,(/) sao assintoticamente cstaveis, enquanto que a soluqao <t> : (t ) e instavel. 

A reta de fase para a Eq. (17) esta ilustrada na Figura 2.5.8 a. e os graficos de algumas soluqoes estao 
csbotjados na Figura 2.5.8 b. Voce deve se certificar de que compreende a relaqao entre essas duas tiguras. 
assim como a relaqao entre as Figuras 2.5.7 e 2.5.8 a. Da Figura 2.5.8/> venios que se y come?a abaixo do 
limiar 7. entaoy declina ate a extintao. Por outro lado.se y comeqa acima de 7. entao y acaba, finalmente, 
se aproximando da capacidade de sustenia^ao K. Os pontos de inflexao nos graficos de y em funtjao de t 
na Figura 2.5.8 b correspondent aos pontos de maxirno e nu'nimo relativos.y, e y : . respectivamente, no gra¬ 
fico de/(y) cm funqao de y na Figura 2.5.7. Esses valores podent ser oblidos diferenciando-se a expressao 
it direita do sinal de igualdade na Eq. (17) em relaqao a y, igualando o resultado a zero e resolvendo para 
y. Obtemos 



HOUR A 2.5.7 /(y) em funtjito de y para 
dyldt = —r( 1 — ylT)( 1 - y/K)y. 



FIGURA 2.5.8 Crescimento logistico com limiar: dyldt = -/■(! - ylT)( 1 - y/7) 
y. («) A reta de fase. (/>) Grdficos de y em fungao de t. 
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Vi.2 = (K. + T ± y/K 2 - KT + T 2 )/3, (18) 

onde o sinal de mais corresponde a y, e o de menos a y 

Aparentemente, um modelo desse tipo descreve a populagao dos pomhos viajantes, 13 preserves nos 
Estados Unidos eni vaslas quantidades ate o final do seculo XIX. Foram muito caqados para comida e 
como esporte e, em consequencia. por volta de 1880 seu ntimero estava drasticamente reduzido. Parecc 
que infelizmente os pombos viajantes so podiani se reprodu/ir quando prescntes em uma grande concen- 
trasao, correspondendo a um limiar relativamentc alto T. Embora ainda existisse um ntimero razoavel- 
mente grande de passaros no final da decada de 1880, nao havia uma quantidadc sulkiente em um tinico 
lugar para permitir a reprodu?ao. e a populaqao declinou rapidamente ate a extin?8o. O ultimo sobrevi- 
vente morreu em 1914. O declmio precipitado na popula^ao de pombos viajantes de mimeros enormes 
ate a extinqao em poucas decadas foi um dos fatores iniciais que contribuiram para a preocupa<;ao com 
a conservagao naquele pais. 


PROBLEMAS Os Problemas de I a 6 envolvem equagbes da forma dy/dt /(y). Em cada problema. esboce o grafico de / (y) 
— em fungao de y.determine os pontos crfticos (de equilibrio) e classifique cada um como sendo assintoticamente 

e stave I ou instavel. Desen he a reia de fase e esboce diversos graficos de solugoes no piano l\. 

1 . dy/tli = ay + by 2 , a >0, /> > 0 , y„ > 0 

2. dv/dt = ay + by 2 , a > 0, /> > 0, —oo < y () < co 

3. dy/dt = y(y — 1 )(y 2). y„ > 0 

4. dy/dt = <•'-!. >. < y„ < 

5. dy/dt = v ' 1. —cc < y rt < oc 

8. dy/dt = —2(urclan v)/( I +y’), — oo < y„ < oo 

7. Solutes de Equilibria Seiniestasel. Algumas vezcs uma solugao de equilibrio constante tern a proprieda- 
de de que soluqoes de um lado da solugao de equilibrio lendem a se aproximar dela. enquanto solugoes do 
outro lado lendem a se afastar (veja a Figura 2.5.9). Nesse caso. a solugao de equilibrio e dita scmiestdvel. 




FIGURA 2.5.9 Em ambos os casos a solugao de equilibrio <p(t) - k e seiniestavel. (a) dy/dt < 0; (b) dy/dt > 0. 


(a) Considere a equate 

dy/dt = Ad — y) 2 , (i) 

onde k e uma constante positiva. Mostre que y = 1 e o tinico ponto critico, correspondendo 8 solugao 
de equilibrio <p(t) = 1 . 

(b) Esboce o grafico de fly) em fungiio de y. Mostre que y e uma fungao crescente de / para y < 1 e para y 
> 1. A reta de fase tern selas apontando tanto acima quanto abaixo de y = 1. Assim. solugoes abaixo da 
solugao de equilibrio aproximam-se dela, enquanto as solugoes acima se afaslain dela. Portanto. <p(t) 
= I £ semiestdvel. 

(c) Resolva a Eq. (i) sujeita a condiqdo inicial y(0) = y„ e contirme as conclusoes do item (b). 

Os Problemas de 8 a 13 envolvem equates da forma dy/dt = /(>’)■ Em cada problema. esboce o grafico de 
f(y) em fungdo de y. determine os pontos crfticos (de equilibrio) e classifique cada um como sendo assintoli- 


'’Veja, por cxemplo, Oliver L. Austin Jr.. Birds of the World (New York: Golden Press. 1983). pp. 143-145. 
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camente estdvel, instdvel ou semiestavel (veja o Problema 7). Desenhe a reta de fase e csboce diversos grdficos 
de solugfles no piano tv. 

8. dy/dt = —k(y — 1 ) 2 , k > 0, —oo < y 0 < oe 

9. dy/dt = y 2 (y 2 - 1), -oo < y 0 < oo 

10. dy/dt = y(l -y 2 ), -oc < y u < oo 

11. dy/dt = ay - b^/y, a > 0. h > 0. y 0 > 0 

12. dy/dt = >^(4 — y 2 ), -oo < yo < oo 

13. dy/dt = y^l — y) 2 , -oo < yo < oo 

14. Considcre a equagao dvldt = f(y) e suponha que y, d um ponto critico. isto d,/ (y,) = 0. Mostre que a solugao 
de equilibrio <p(t) = y, d assinloticamente estdvel sc/'(>',) < 0 e d assintoticamente instavel se/*(_>•,) > 0. 

15. Suponha que determinada populagao obedece d equagdo logistica dy/dt - ry[ 1 - (y/K )]. 

(a) Se y 0 = A73, encontre o instante r no qual a populagao inicial dobrou. Encontre o valor de r para r - 
0,025 por ano. 

(b) Se yJK = a, encontre o instante T no qual y( T)IK = p, onde 0 < a, p < 1. Observe que T -» * quando 
of —* 0 ou p —► 1. Encontre o valor de T para r = 0.025 por ano. or = 0,1 e p = 0.9. 

16. Outra equagao usada para modular o crescimento populacional e a equagao de Gompertz 14 

dy/dt = nlnlA’/y), 

onde re K sao constantes positivas. 

(a) Esboce o grafico de /(y) cm fungao de y, encontre os pontos criticos e determine se cada um deles 6 
assintoticamente estdvel ou instavel. 

(b) Para 0 < y < K. determine onde o grafico de y cm fungao de t e convexo e onde d concavo. 

(c) Para cada y tal que 0 < y < K. mostre que dvldt ,como dado pela equagao de Gompertz. nunca e menor 
do que dvldt. como dado pela equagao logistica. 

17. (a) Resolva a equagao de Gompertz 

dy/dt = ryln(A'/y), 

sujcita a condigao inicial y(0) = y„. 

Sttgestao: voce pode querer definir u = ln(y/A). 

(b) Para os dados no Excmplo 1 do texto (r = 0,71 por ano. K = 80.5 x 1 O'’ kg. yJK = 0,25), use o modelo 
de Gompertz para cncontrar o valor previsto de y(2). 

(c) Para os mesmo dados do item (b). use o modelo de Gompertz para encontrar o instante r no qual 
y( r) = 0.75K. 

18. Um lago d formado quando a agua se acumula em uma depressao conica de raio a e profundidade It. .Su¬ 
ponha que a agua flui para dentro a uma taxa constante k e e perdida por evaporagao a uma taxa propor- 
cional ^i area de superficie. 

(a) Mostre que o volume V(t) de agua no lago em qualquer instante t satisfaz a equagao diferencial 

dV/dt = k - a,T(3fl/.T/i) 2/J V' 2/3 , 
onde ado coeficiente de evaporagao. 

(b) Encontre a profundidade de equilibrio de agua no lago. Esse equilibrio d assintoticamente estavel? 

(c) Encontre uma condigao que tern que ser satisfeita para o lago nao transbordar. 

19. Considere um tanque de dgua cilindrico de segao reta constante A. Agua d bombeada para o tanque a uma 
taxa constante k e sai atraves de um pequeno furo de .Irea a no fundo do tanque. Do principio de Torricelli 
em hidro dinamica (veja o Problema 6 na Segao 2.3), segue que a taxa de Huxo da agua atravds do furo d 
a ay/lgh. onde /id a profundidade atual da dgua.g d a aceleragao devido it gravidade e a e um coeficiente 
de contragao que satisfaz 0.5 < a < 1,0. 

(a) Mostre que a profundidade de agua no tanque cm qualquer instante satisfaz a equagao 

dh/dt = (k — atiy/2gh )/A. 

(b) Determine a profundidade de equilibrio /i, da iigua e mostre que ela d assintoticamente estdvel. Ob¬ 
serve que h t nao depende de A. 


'‘Benjamin Gompertz (1779-1865) foi um atuario ingles. Ele descnvolveu seu modelo de crescimento populacional. publica- 
do em 1825, durante a construgilo de labclas de mortalidadc para sua contpanhia de seguros. 
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Adminislrando uni Kecurso Renovavcl. Suponha que a populacao y de dcterminada espdcie de peixe (por 
exemplo, atum ou linguado gigante) em certa area do oceano ti descrita pela equaqao logi'stica 

dy/dt = r( 1 - y/K )y. 

Embora seja desejdvel utilizar essa fonte de alimento, intuitivamente e claro que a populagAo de peixes pode 
ser reduzida a um ni'vel abaixo do iitil.se forem pescados peixes demais, podendo ate ser levada A extiiKjdo. Os 
Problemas 20 e 21 exploram alguntas das questoes envolvidas na formulagao de uma estratdgia racional para 
administrar a pescaria. 1 * 

20. Para determinado nivel de empenho, e razoavel supor que a taxa segundo a qual sao pegos os peixes de- 
pende da populaqAo v: quanto mais peixes existirem. mais fdcil sera pega-los. Vamos supor entao que a taxa 
segundo a qual os peixes sao pegos e dada por Ey, onde E e uma constante positiva. com unidades iguais 
ao inverso do tempo, que mede o empenho total feito para administrar a especie de peixe em considerable. 
Para incluir esse efeito, a equaqflo logi'stica e substituida por 

dy/dt = r( I - y/K )»• - Ey. (i) 

Essa equaqao £ conhecida como ntodelo de Schaefer, em honra ao biologista M. B. Schaefer, que a aplicou 
a populates de peixes. 

(a) Mostre que. se E < r. entao existent dois pontos de equilibria.y, = 0 e y, = K(l - Eir ) > 0. 

(b) Mostre que y = y, e instavel e que y = y_. e assintoticamcnte estavel. 

(c) Uma produ?ao sustentavel Y de pescaria e uma taxa segundo a qual os peixes podern ser pescados 
indefinidamcnte. E o produto do empenho E com a popula^ao assintoticamcnte estavel v.. Encontre 
Y em fum,'ao do esfor^o F.\ o gralico desta funqao e conhecido como a curva proJm.ao-enipenho. 

(d) Determine E de modo a maximi/ar l encontrando. assint. a produ^ito maxima sustentavel V',„. 

21. Neste problema vamos supor que os peixes sao pegos a uma taxa constante li independentemente do la- 
manho da populate. Entao v satisfaz 


dy/dt = r( I — y/K >v - It. (i) 

A hipotese de que a taxa de pesca li e constante pode ser razoavel quando y e ntuito grande, mas torna-se 
menos razoavel quando y e pequeno. 

(a) Se It < rKI-i. mostre que a Eq (i) tern dois pontos de equilibrio y, e y, com y, < y ; : determine esses 
pontos. 

(b) Mostre que y, e instAvel e que y. e assinloticamente estavel. 

(c) Analisando o gralico de/(y) em luncao de v, mostre que se a popula^do inicial \ , > y,. entao y —* v, 
quando / —► mas se v„ < y, entao y dintinui quando t aumenta. Note que y = 0 nao e um ponto de 
equilibrio. de modo que se y„ < y, a popula;;io sera extinta em um tempo linito. 

(d) Se It > rKIA, mostre que y diminui ale zero quando t aumenta. independentemente do valor de y„. 

(c) Se It - rKI4. mostre que existe um tinico ponto de equilibrio y = K/2 c que este ponto e scmiestavel 

(veja o Problema 7). Logo, a produqao maxima sustentavel <5 h,„ = rKIA. correspondendo ao valor de 
equilibrio v = K/2. Note que lt„, tern o mesmo valor que V'„, no Problema 20(d). A pescaria e conside- 
rada superexplorada se y se reduzir a um nivel abaixo de Kf2. 

Epideinias. A utiIizai;ao de metodos matematicos para cstudar a disseminaijao de doenqas contagiosas vem 
desde a deeada de 1760. pelo menos, quando Daniel Bernoulli fez um trabalho relativo it variola. Em anos 
mais recentes. muitos modelos matematicos forant propostos e estudados para diversas doenqas diferentes. 1 ” 
Os Problemas de 22 a 24 tratam alguns dos modelos mais simples, e as conclusbes que podern ser tiradas 
deles. Modelos semclhantes tambem tern sido usados para descrever a disseminagao de boatos e produlos 
de consumo. 

22. Suponha que uma dada popula;3o pode ser dividida em duas partes: os que tern uma determinada doen<;a 
e podern infectar outros, e os que n;lo tern, mas sao suscetiveis. Seja r a proponjAo de individuos suscetiveis 
e y a propor^ao de individuos infeetados; entao x + y = 1. Suponha que a doen^a se espalha atrav^s do con- 
tato entre os elementos doentes da populagao e os saos.e que a taxa de dissemina^ao dy/dt if proporcional 
ao numero de tais contatos. Alem disso, suponha que os elementos de ambos os grupos movem-se livre- 


‘'Um excelcnte tratamento desse tipo de problema. que vai muito mais longe do esbofado aqui, pode ser encontrado no 
livro de Clark mencionado anteriormente, cm especial nos dois primeiros capitulos. Diversas referencias adicionais sflo 
citadas ali. 

'"Uma fonte-padrao e o livro de autoria de Bailey. Iistado nas referencias. Os modelos nos Problemas de 22 a 24 estAo discu 
tidos neste livro nos Capitulos 5,10 e 20, rcspectivamente. 
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mente, de modo que o numero de contatos 6 proportional ao produto de x e y. Como x - 1 - y, obtemos o 
problcma de valor initial 

ely/clt = ay( I - y). y(0) = yn, (i) 

onde a 6 um fator de proporcionalidade positivo e y„ 6 a propor^ao inicial de individuos infectados. 

(a) Encontre os ponios de equilfbrio para a equa<;ao diferencial (i) e determine se cada um deles e assin- 
toticamente est^vel. semiestdvel ou instavel. 

(b) Resolva o problcma de valor inicial (i) e verifique que as conclusbes a que voce chegou no item (a) 
estao corretas. Moslre que y(r) —► I quando t -> x , o que significa que. tinalmente, a popula<;ao intcira 
ficar^ doente. 

23. Algumas doemjas (como tifo) sao disseminadas por portadores ,individuos que podem transmitir a doen?a, 
mas que nao exibem sintomas aparentes. Sejam x e y. respectivamente. as proporqoes de susccti'veis e por¬ 
tadores na popula<;ao. Suponha que os portadores sao idenlificados e removidos da populatjao a uma taxa 
/i. de modo que 

dy/dl = -fi y. (j) 

Suponha. tamb<5m. que a doen^a se espalha a uma taxa proportional ao produto de x e v: logo, 

dx/dt = —axy. (ii) 

(a) Determine v em qualquer instante de tempo t resolvendo a Eq. (i) sujeita a condiqao inicial y(0) = y„. 

(b) Use o resultado do item (a) para enconlrar x em qualquer instante t resolvendo a Eq. (ii) sujeita a 
condiqao initial v(0) = .v„. 

(c) Encontre a proporqao da popula^ao que escapa da epidemia encontrando o valor-limite de x quando 
l -> x. 

24. O trabalho de Daniel Bernoulli em 1760 tinha como objetivo avaliar o quao efetivo estava sendo um pro- 
grama controverso de inoculaqao contra a variola, que era um grande problema de saude publica na epo- 
ca. Seu modelo se aplica igualmente bem a qualquer outra doenqa que. uma vez adquirida. se o paciente 
sohreviver ganha imunidade para o reslo da vida. 

Considere o conjunto de individuos nascidos em um dado ano (t = 0) e seja n(t) o numero desses indivi¬ 
duos que sobrevivem i anos depois. Seja x(l) o numero de elementos desse conjunto que ainda nao tiveram 
variola ate o ano t e que sao, portanto, suscetiveis. Seja /i a taxa segundo a qual individuos suscetiveis con- 
traem variola e seja e a taxa segundo a qual pessoas que contraem variola morrem da doen^a. Finalmente, 
seja ii(t) a taxa de morte por qualquer outro motivo diferente da variola. Entao dxldt , a taxa segundo a 
qual o numero de individuos suscetiveis varia.e dada por 

dx/dt = -[/* + (i) 

O primciro termo na expressao & direita do sinal de igualdade na Eq. (i) e a taxa segundo a qual os indi¬ 
viduos suscetiveis contraem a doenqa, e o segundo termo e a taxa segundo a qual eles morrem de outras 
causas.Temos tambem 


dn/dt = —vfix — p(t)n. (ii) 

onde dn/dt e a taxa de mortandade do conjunto inteiro e os dois termos il direita do sinal de igualdade sao 
devidos & variola e as outras causas, respectivamente. 

(a) Seja z = xln. e mostre que z satisfaz o problema de valor inicial 

dz/dt = -pz(\ - vz), z(0) = 1. (iii) 

Observe que o problema de valor inicial (iii) nao depende de /i(f). 

(b) Encontre z(f) resolvendo a Eq. (iii). 

(c) Bernoulli estimou que v = ft= 1/8. Usando esses valores, determine a proporqao de individuos com 20 
anos que ainda nao tiveram variola. 

Nota: baseado no modelo que acabamos de descrever e nos melhores dados de mortalidade disponiveis 
na epoca, Bernoulli calculou que se as mortes devidas a variola pudessem ser eliminadas (v = 0), entao se 
poderia adicionar aproximadamente 3 anos & expectativa media de vida (em 1760) de 26 anos e 7 meses. 
Portanto, ele apoiou o programa de inocula<;ao. 

Pontos de Bifurcapio. Para uma equaqao da forma 


dy/dt = f(n,y). 


(i) 
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onde a e um paramelro real, os pontos crfticos (soluqoes de equilfbrio) dependem. em geral, do valor de a. 
Ouando a aumenla ou dintinui eonstantemente, acontece muitas vezes que para um determinado valor de a. 
chamado de pontn de bifurca^uo. os ponlos crfticos se juntam ou sc scparam. c solugdes de equilfbrio podem 
ser perdidas ou podem aparecer. Pontos de bifurca^ao sao de grande interesse em muitas aplicaqoes porque. 
pcrto deles, a nature/a das solutes da equaijao diferencial subjacente muda bruscamente. Por exemplo. em 
mecanica dos fluidos um fluxo suave (laminar) pode se dispersar e se tornar turbulento. Ou urna coluna com 
carga axial pode empenar, subitamente. c exibir um grande deslocamento lateral. Ou. quando a quantidade de 
um dos produtos quimicos em uma mistura aumcntar. podem aparecer subitamente padrbes de diversas cores 
em ondas espirais cm um fluido originalmente quieto. Os Problemas de 25 a 27 descrevem ires tipos de bifur- 
cacao que podem ocorrer em equates simples da forma (i). 

25. Considcre a equaqao 

dy/dt — a — y’. (ii) 

(a) Encontre todos os pontos crfticos da Eq. (ii). Note que nao existem pontos crfticos se a < 0. existe um 
ponto critico se <i = 0 e existent dois pontos crfticos sc a > 0. 

(b) Desenhe a reta de fase em cada caso e determine se cada ponto critico e assintoticamcntc estavel, 
semiestdvel ou instdvel. 

(c) Em cada caso. desenhe diversas solutes da Eq. (ii) no piano ty. 

(d) Sc fi/.ermos o grafico da locali/aqao dos pontos crfticos em funqao de a no piano ay, obteremos a 
Eigura 2.5. lO.chamada de diagrama de bifurcacao para a Eq. (ii). A bifurca?aoem a - Oe chantada de 
hifurcaijao no de sela. Esse nonte e mais natural nocontexto de sistemas de segunda ordem.que serao 
discutidos no C'apftulo 9. 



2ft. Considcre a equaqao 

dy/dt = ay - y' = yut - y 2 ). (iij) 

(a) Considcre, novamcnte. os casos a < 0. a - 0 e a > 0. Em cada caso, encontre os pontos crfticos. desenhe 
a reta de fase e determine se cada ponto critico e assintoticamcntc estavel. semiestdvel ou inslavcl. 

(b) Em cada caso. esboce diversas solu<;oes da Eq. (iii) no piano ty. 

(c) Desenhe o diagrama de bifureaqao para a Eq. (iii). isto e. fa?a o grdfico da localizacao dos pontos criti- 
cos em funtp'io de a. Para a Eq. (iii). o ponto de bifurcaijao em a = 0 e chamado de bifurca^iio tridentc: 
seu diagrama pode sugerir porque este nonte e apropriado. 

27. Considcre a equa^So 

dy/dt = ay — y J = >'(« — y)- (iv) 

(a) Considcre, novamcnte, os casos a < 0, a = 0 e a > 0. Em cada caso, encontre os pontos crfticos, desenhe 
a reta de fase e determine se cada ponto critico & assintoticamcntc estavel. semiestavel ou instavel. 

(b) Em cada caso, esboce diversas soluqoes da Eq. (iv) no piano ty. 

(c) Desenhe o diagrama de bifurca^ao para a Eq. (iv). Note que, para a Eq. (iv). o numero de pontos 
crfticos e o mesmo para a < 0 e para a > 0. mas mudou a estabilidade deles. Para a < 0, a solu^ao de 
equilfbrio y - 0 e assintoticamcntc estavel cy = a£ instavel. enquanto para a > 0 a situacao se inverte. 



72 Caittulo Dois 


Logo, ha uma mudanca de estabilidade quando a passa pelo ponto de bifurcagao a = 0. Esse tipo de 
bifurcagao 6 chamado de bifurcagao transcritica. 

28. Reagoes Qui'micas. Uma reag5o qufmica de segunda ordem envolve a interagao (colisao) de uma rnolecu- 
la de uma substancia Pcom uma molecula de uma substancia Q para produzir uma molecula de uma nova 
substancia A"; isso £ denotado por P + Q —► X. Suponha que p e z/, onde p + q, sao as concentragoes iniciais 
de P e de Q, respectivamente, e seja ,v(<) a concentragao de X no instante t. Entao, p - x(t) e q - x(t) sao as 
concentrates de P e de Q no instante ;,ea taxa segundo a qual a reagao ocorre e dada pela equagao 

dx/dt = a{p — x)(q - x), (i) 

onde a e uma constante positiva. 

(a) Se .r(0) = 0, determine o valor limite de x(t) quando t —* « sem resolver a equagao diferencial. Depois 
resolva o problema de valor inicial e encontre *(/) para qualquer t. 

(b) Se as subst^ncias P e Q sao identicas, entao p = q e a Eq. (i) e substituida por 

dx/dt = a(p-x) 2 . (ii) 

Se .v(0) = 0, determine o valor-limite de x (/) quando t -*• oo sem resolver a equagao diferencial. Depois 
resolva o problema de valor inicial e encontre .v(/) para qualquer t. 


2.6 Equagoes Exatas e Fatores Integrates 


Para equagoes de primeira ordem existem diversos metodos de integragao aplicaveis a varias classes de 
problemas. As mais importantes sao as equagoes lineares e as separaveis, que discutimos anteriormente. 
Vamos considerar aqui uma classe de equates, conhecidas como equagoes exatas, para as quais tambem 
existe urn metodo bent definido de solugao. Lembre-se, no entanto, de que essas equates de primeira 
ordem que podem ser resolvidas por metodos de integragao elementares sao bastante especiais: a maioria 
das equaqdes de primeira ordem nao pode ser resolvida dessa maneira. 


EXEMPLO 


Resolva a equagao diferencial 


2x + y 2 + 2xyy' spl). 


( 1 ) 


A equate nao e linear nem separavel. de modo que nao podemos aplicar aqui os metodos adequados para 
esses tipos de equates. Entretanto, note que a fungao i/'(. v.y) = x 2 + xy 2 tern a propriedade que 


dx 

Portanto, a equagao diferencial pode ser escrita como 


2v + v =—, Zvy =—. 

3 y 


d\I/ dxlr dy 
3.v dy dx 


( 2 ) 


(3) 


Supondo que y £ uma fungao de .v e usando a regra da cadeia, podemos escrever a Eq. (3) na forma equivalente 

dtb d , , 

= (4, 

Portanto, 

V'(-r.y) = x 2 + xy 2 = c, (5) 

onde c e uma constante arbitraria,e uma equagao que define as solugoes da Eq. (1) implicitamente. 


Ao resolver a Eq. (1), o passo-chave foi o reconhecimento de que existe uma fungao que satisfaz a 
Eq. (2). Mais geralmente; considere a equagao diferencial 

M(x,y) + N(x,y)y' = 0. (6) 

Suponha que podemos identificar uma fungao f tal que 


dr ft 

— (.v,y) = M(x,y), 




— (x,y) = N(x,y), 
dy 


( 7 ) 
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Teorema 2.6.1 


e tal que ^(.t.y) = c define y = <p{x) implicitamente como uma fun<;ao diferencidvel de x. Entao 

,, ,, . , drfr dy d 

M(x.y) + A(.v,y)y = — + — ~ = — V/[.v,0(.r)| 
ox 9y tlx dx ' 

e a equatjao diferencial (6) fica 

— \l/[x,<t>(x)] = 0. ( 8 ) 

Nesse caso.a Eq.(6) e dila uma equa;Ao diferencial exala. Solugoesda Eq.(6),ou da equatjao equivalenle 
(8), sao dadas implicitamente por 

^(.v.y) = c, (9) 

onde c e uma constante arbitraria. 

No Exemplo 1 foi relativamente facil ver que a equaqao diferencial era exata e. de fato. foi facil en- 
contrar sua soluqao reconhecendo-se a funqao desejada \j/. Para equates mais complicadas pode nao ser 
possivel fazer isso tao facilmenie. O teorema a seguir nos fornece um modo sistematico de determinar se 
uma determinada cqua;ao diferencial e exata. 


Suponha que as (undoes M,N, A/, c A'„ onde os indices denotam derivadas parciais. sao continuas cm 
uma regiao relangular 17 R: a < x < p. y < y < &. Entao a Eq. (6) 

A/(.r.y) + N(x,y)y' = 0 

6 uma equaqao diferencial exata em R se. e somente se, 

A/,(.v,y) = N x (x,y) (10) 

em cada ponto de R. Isto existe uma funqao satisfazendo as Eqs. (7). 

lM-v.y) = M(x.y), t l> y (x,y) = N(x,y), 

se. e somente se. A/ e A'satisfazem a Eq. (10). 


A demonstra?ao desse teorema tern duas partes. Primciro. vamos mostrar que.se existe uma lunqao \p tal 
que as Eqs. (7) sao verdadeiras.entao a Eq. (10) e satisfeita. Calculando A/, e /V, das Eqs. (7),oblemos 

M,(.r.y) = ^ V (.v.y), A\(.v.y) = t/' v ,(A'.y). (U) 

Como Af. e A 7 , sao continuas. segue que ■>,. e tambem sao. Isso garanle a igualdade dessas (undoes, e 
a Eq. (10) segue. 

Vamos mostrar agora que sc A/ e A' satisfazem a Eq. (10). entao a Eq. (6) e exata. A dcmonstraqSo 
envolve a constru<;ao de uma funt^ao t/t satisfazendo as Eqs. (7) 

\M-t.y) — A/(.v.v). fidx.y) = N(x,y). 

Come^amos integrando a primeira das Eqs. (7) em relaqao a .v, mantendo y constante. Obtemos 

$(x,y) = 0(.tr.y) + g(y), (12) 

onde Q(x, y) e qualquer funqao diferencidvel tal que 3Q(x,y)/9x = M(x, y). Por exemplo. poderiamos 
escolher 

Q(x,y) = l M(s,y)ds, ( 13 ) 

Jx o 

onde ,r 0 6 alguma constante especificada com a < x u < p. A funqao g na Eq. (12) c uma funqao diferenci¬ 
avel arbitraria de y. fazendo o papel da constante de integraqao. Agora precisamos mostrar que sempre 


l? Nao 6 essential que a regiao seja rctangular, so que seja simplesmente conexa. Em duas dimensdes isso significa que n3o 
ha buracos em seu interior. Assim. por exemplo. regides circulares ou retangularcs sio simplesmente conexas. mas regides 
anulares n3o. Maiores detalhes podem ser cncontrados na maioria dos livros de cAlculo avangado. 
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EXEMPLO 

2 


6 possfvel escolher g(y) de modo que a segunda das equates cm (7) seja satisfeita, isto e, que = /V. 
Derivando a Eq. (12) em relagao a ye igualando o resultado a N(x.y), obtemos 

^ y (x,y) = + = N(x.y). 


Entao, resolvendo para g'(y), temos 

g'(y) = N(x,y)~ d -Q{x,y). (14) 

dy 

Para que possamos determinar g(y) da Eq. (14), a expressao a direita do sinai de igualdade na Eq. 
(14), apesar de sua aparencia, tem que ser uma fungao s6 de y. Para verificar que isso e verdade. podemos 
derivar a quantidade em questao em relagao a ,v, obtendo 


8N 3 3 Q 

-r~(x,y) - — — (x,y). 

3.v 3.v dy 

Trocando a ordem das derivadas na segunda parcela da Eq. (15), temos 


(15) 


ou, como dQldx = M, 


dN 3 3 Q 

T~( x >y) - 7— rH *.y). 
dx dy dx 


d N 3 M 

- j-d.y), 


que e zero devido a Eq. (10). Logo, apesar de sua forma aparente, a expressao & direita da Eq. (14) nao 
depende, de fato, de x. Assim, encontramos g(y) integrando a Eq. (14): substituindo essa fungao na Eq. 
(12), obtemos a fungao desejada \/t(x,y). Isso completa a demonstragao doTeorema 2.6.1. 

E possivel obter uma expressao explicita para \l/(x,y) em termos de integrals (veja o Problema 17), 
mas ao resolver equates exatas espcci'ficas em geral e mais simples e facil repetir o procedimento usado 
na demonstragao precedente. Ou seja, integramos if, = M em relagao a ,v, inclufmos uma fungao arbitraria 
g(y) em vez de uma constante arbitraria, depois diferenciamos o resultado em relagao a v e o igualamos 
a N. Finalmente, usamos essa ultima equagao para resolver para g(y). O proximo exemplo ilustra esse 
procedimento. 


Resolva a equagao diferencial 

(v cos x + 2xe?) + (sen.v + x 2 e v — 1 )y' = 0. 


(16) 


Calculando M, e N„ vemos que 

A/,(.v,v) = cosx + Ive' = N x (x,y), 


de modo que a equagao dada e exata. Entao existe uma t p(x,y) tal que 

'l'x(x,y) = y cos .v + 2xe y , 
i y (x,y) = sen x + x 2 e v — 1. 


Integrando a primeira dessas equates em relagao ax,obtemos 

'l'(x,y) = y sen x + x V + g(v). 


(17) 


Fazendo ir y = A/, temos 

ir y (x,y) = sen.v + x 2 e y + li(y) = sen.v + xV — 1. 

Assim, g'(y) = -1 e g(y) = -y. A constante de integragao pode ser omitida.ja que qualquer solugao da equagao 
diferencial precedente 6 salisfatoria; nao queremos a mais geral possivel. Substituindo g(y) na Eq. (17), obte¬ 
mos 

if (x,y) = y sen x 4- x 2 e y — y. 

Portanto, as solugoes da Eq. (16) sao dadas implicitamente por 

y sen x + x 2 e v — y = c. 


(18) 
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EXEMPLO 
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Resolva a equa<;ao difercncial 

Temos 


(3vv + y : ) + (.r + xy)y' = 0. 


(19) 


M y (.v, y) = 3.v + 2 y. NAx. >') = 2.x + y; 

ja quc M, * (V,. a cqua^ao dada nao e cxata. Para ver que ela nAo pode ser resolvida pelo procedimento descrilo 
aqui, vamos procurar uma fun<;ao \Jf tal que 

fxlx.y) = 3.yv + y\ *lr y (.x,y) = x 2 + .ry. (20) 

Iniegrando a primeira das Eqs. (20) obtemos 

\£r (-v.v) = j.ry + x y J + g(y), (21) 

onde g e uma funqao arbilriiria que so depende de v. Para tentar satisfazer a segunda das Eqs. (20).calculamos 
da Eq. (21) e a igualamos a N, oblendo 


js-r + 2.vy + g'(y) = .v : + ,vy 


ou 


g’(y) = - iv 3 - .tv. (22) 

Como a expressao a direila do sinal de igualdade na Eq. (22) depende tanlo de .x quanto de y, e impossfvel 
resolver a Eq. (22) para g( v). Logo, nao ha lun^ao i//( v.v) que salisfaqa ambas as Eqs. (20). 


Falores Integrantes. Algumas vezes c posstvcl converter uma cquagao difercncial que nao e cxata em 
uma cxata mulliplicando-so a equai^io por urn fator integrante apropriado. Lembre-se de que esse foi o 
procedimento que usamos para resolver equates lineares na Se^ao 2.1. Para investigar a possibilidade 
de usar essa ideia em um contexto mais geral. vamos multiplicar a cquaijfio 

M(x.y) tlx + N(x.y) tty = 0 (23) 

por uma lun^ao /< e depois tentar escolher /< de niodo que a equaqao resultanle 

;<(.v,y)A/(.v. v) tlx 4- n(x,y)N(x,y)dy = 0 (24) 

seja exala. PeloTeorema 2.0.1, a Eq. (24) e exala se e somentc se 

(/! M)y-(nN) x . (25) 

Como M e A' siio (undoes dadas, a Eq. (25) diz que o fator integrante n tern que satisfazer a equaqao di- 
ferencial parcial de primeira ordem 

Mfi, ~ tV/r, + (M y - N x )n = 0. (26) 

Se pudermos encontrar uma funqao // satisfazendo a Eq. (26), entao a Eq. (24) sera exata. A soluqao da 
Eq. (24) pode ser obtida, entao. pelo mdtodo descrilo na primeira parte desta seciio . A solucao encontra- 
da d esse modo lambem satisfaz a Eq. (23), jit que podemos dividir a Eq. (24) pelo fator integrante 11 . 

Uma equaqao diferencial parcial da forma (26) pode ter mais de uma solucao. Nesse caso, qualquer 
uma delas pode ser usada como um fator integrante para a Eq. (23). Essa possibilidade de nao unicidade 
do fator integrante esta ilustrada no Exemplo 4. 

Infelizmenle, a Eq. (26) que determina o fator integrante /< <5, em muitos casos. pelo menos tao diffcil 
de resolver quanto a equa<;Ao original (23). Portanto.embora cm prinefpio o metodo de fatores integran¬ 
tes seja uma ferramenta podcrosa para resolver equates diferenciais, na prdtica s6 pode ser usado em 
casos especiais. As situates mais importantes nas quais fatores integrantes simples podem ser encontra- 
dos ocorrem quando /r e uma funijao de so uma das variaveis x ou y, em vez de ambas. Vamos determinar 
condiqoes necessarias sobre M e N para que a Eq. (23) tenha um fator integrante que s6 depende de x. 
Supondo que n 6 uma fumjiio s6 de .v, temos 


(nM) y = iuMy, (/iAf)., = nN, + N — . 

d.x 

Assim.se (/tM), e igual a (;t/V)„e necessdrio que 


djt 

dx 


A/, - N, 


ft- 


N 


(27) 
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EXEMPLO 

4 


PROBLEMAS 


Se ( M v - N X )IN e uma fun^ao so de x, entao existe urn fator integrante /.i que tambem s6 depende de .v. 
Alem disso, n pode ser encontrado resolvendo-se a Eq. (27), que e linear e separdvel. 

Um procedimento semelhante pode ser usado para se determinar uma condi?ao sob a qual a Eq. (23) 
tenha um fator integrante que depende so de y; veja o Pi oblema 23. 


Encontre um fator integrante para a equagao 

(3.ty + y : ) + (x 2 + xy)y' = 0 (19) 

e depois resolva a equasSo. 

Mostramos, no Exemplo 3, que esta equa^ao nao e exata. Vamos determinar se ela tern um fator integrante 
que so depende de x. Calculando (A/ v - N x )/N, vemos que 

My(x.y) - N x (x,y) _ 3.r + 2y - (2x + y) _ 1 
N(x,y) x 2 +xy x 

Logo, existe um fator integrante // que so depende de .v e satisfaz a equaqao diferencial 

= M (29) 

dx x ' 

Entao 


H(x) = x. 

Multiplicando a Eq. (19) por esse fator integrante. obtemos 

(3.v : y + xy ~) 4- (x 3 4- x 2 y)y' = 0. 


(30) 

(31) 


Essa ultima equaijao e exata, e e facil mostrar que suas solui;oes sao dadas implicitamente por 

^ .12 2 
x v -f \x y = c. 

Solu<;6es explicitas tambdm podem ser encontradas prontamente, j3 que a Eq. (32) e quadratica em v. 
Voc6 pode verificar, tambem, que um segundo fator integrante para a Eq. (19) e 


H(x,y\ 


1 

xy(2x + y) ’ 


(32) 


e que a mesma solu^ao e obtida, embora com mais dificuldade, se este fator integrante for usado (veja o Pro- 
blema 32). 


Para cada equa<;ao nos Problemas de 1 a 12, determine se e ela exata. Se for, encontre a solu^ao. 

f (2x + 3) + (2 y - 2)y‘ = 0 (P‘ Zr + 4 >’> + ( Zt “ 2y)/ = 0 

(3.r 2 — 2xy 4- 2) dx + (6 y 2 — x 2 + 3) dy = 0 
( 2 xy 2 + 2 y) + ( 2 x 2 y + 2x)y‘ = 0 

dy ax + by ^ dy _ ax — by 

dx bx + cy dx bx — cy 

7. (e r sen v — 2y sen x) dx + (e x cosy + 2 cos x) dy = 0 
( e x seny + 3y) dx — (3x — e* seny) dy = 0 
9. (ye xy cos 2.r — 2e xv sen 2x + 2r) dx + (xe" cos 2r - 3) dy = 0 
10. (y/x + 6x) dx + (lnx - 2) dy = 0, .r > 0 
11. (xlny +xy)dx + (y lnx +xy)dy = 0; x > 0. y>0 
xdx ydy 

(x 2 + y 2 )^ 2 (x 2 +y 2 ) 3/2 

Em cada um dos Problemas 13 e 14, resolva o problema de valor inicial dado e determine, pelo menos aproxi- 
madamente, onde a solu^ao e valida. 

13. (2x - y) rfx + (2y - x) dy = 0, y(l) = 3 
14. (9x 2 + y — 1)rf.r — (4y — x)dy = 0, y(l) = 0 

Em cada um dos Problemas 15 e 16, encontre o valor de b para o qual a equai;ao dada 6 exata e depois a resolva 
usando este valor de b. 
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15. (xy 2 4- bx 2 y) dx 4- (x 4- y).r dy = 0 
~)yr x> 4- x) dx 4- bxe^ y dy = 0 

17. Suponha que a Eq. (6) satisfaz as condi?oes do Teorcma 2.6.1 cm urn retangulo R e e. portanto. exata. 
Mostrc que uma funqao i/'(x,y) possivel e 


(x.y) = f M(s,y 0 )ds + f N(x,t)dt, 

Jto J \o 


onde (x„,y 0 ) e ura ponto cm R. 

18. Mostrc que qualquer equa^So separdvel 

tamb£m e exata. 


Mix) + A'lvh' = 0 


Em cada um dos Problcmas de 19 ate 22. mostre que a cquatjao dada nao 6 exata. mas torna-se exata quando 
multiplicada por um fator intcgrante. Depots resolva a equaqao. 

19. x : y- + x( 1 4- yV = 0. u(x.y) = 1 /xy 3 

/sen y „ . \ . /cosv4-2<*~*cos.r\ , 

20. ( -- — 2e 1 scn ij dx + (---J dy = 0, /x(x,y) = ye* 

21. y dx + (Zr — ye y ) dy = 0, /x(x,y) = y 

22. (.v 4- 2)seny dx + x cosy dy = 0, /t(.v, v) = xe' 

23. Mostrc que, se (N, - M v )/M = Q, onde Q e uma funqSo s6 de y. entao a cquagao diferencial 


tern um fator intcgrante da forma 


.V/ + S\ = 0 


= exp J Q(v 


24. Mostrc que, se (/V, - M y )l(xM yN) = R , onde R so depende do produto xy , entao a equagao diferencial 

m + ,\y = o 

tern um fator intcgrante da forma //(xy). Encontre uma formula geral para este fator integrantc. 

Em cada um dos Problcmas de 25 a 31, encontre um fator intcgrante e resolva a cquagao. 

25. (3.ry + Zry 4- y 1 ) dx + (.r 2 4- y l )dy = 0 26. y’ = tr’ + y — 1 

27. dx + (x/y — seny) dy = 0 28. y dx + (Zry — e" 2v ) dy = 0 

29. c‘ dx + (e* cot y + 2y esc y) dy = 0 

30. |4<x'/v 2 ) + <3/v))r/.r 4- (3(x/v 2 ) 4- 4v)(/y = 0 

“•HMH)*- 

SugeslSo: veja o Problema 24. 

32. Resolva a equa$ao diferencial 

(Zry 4- y 2 ) 4- (.r 4- xy)y' = 0 

usando o fator integrante /x(.r,y) = [xy(Zr+ y)]'. Veritique que a soluijao £ a mesma obtida no Exemplo 4 
com um fator integrante difercnle. 


2.7 Aproximaqoes Numericas: o Metodo de Euler 

Lembre dois fatos importantes sobre o problema de valor inicial de primeira ordem 




ydo) = yo- 


Primeiro, se/e 0//3y sao continuas, entao o problema de valor inicial (1) tem uma tinica solu^ao y - <p(l) 
em algum intervalo contendo o ponto inicial t = r„. Segundo, nao e possivel, em geral, encontrar a solugao 
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<J> por manipulagdes simbolicas da equagao diferencial. Consideramos, ale agora, as principals cxcegocs 
a essa ultima afirmagao: equagoes diferenciais que silo linearcs. sepaniveis ou exatas. ou quc podcm ser 
transformadas cm um desses tipos. Apesar disso, ainda e verdade que solugoes da grande maioria de 
problemas de valor inicial de primeira ordem nao podcm ser encontradas por nietodos analfticos como 
os considerados na primeira parte deste capftulo. 

E importante, portanto, ser capaz de abordar o problema de outras maneiras. Como jri vimos. uma 
dessas maneiras 6 desenhar o campo de diregdes para a equagao diferencial (o que nao envolve resolver 
a equagao) e depois visualizar o comportamento das solugoes a partir do campo de diregoes. Esse metodo 
tern a vantagem de ser relativamente simples, mesmo para equagoes diferenciais complicadas. No entan- 
to, nao serve para cdlculos quantitativos ou comparagoes. o que 6 , muitas vezes, uma deficiencia critica. 

Por exemplo. a Figura 2.7.1 mostra um campo de diregoes para a equagao diferencial 



It 


\y. 


( 2 ) 


Do campo de diregdes vocd pode visualizar o comportamento de solugoes no retangulo ilustrado na figu¬ 
ra. Uma solugao comegando em um ponto no eixo dos y inicialmcnte aumenta com /, mas logo atinge um 
valor mtlximo e comega a diminuir enquanto t continua aumentando. 

VocS tambeni pode observar na Figura 2.7.1 que muitos segmentos de retas tangentes cm valores 
sucessivos de t quase se tocam. Basta so um pouco de imaginagao para, comegando em um ponto no eixo 
dos y e unindo os segmentos para valores sucessivos de t na malha, produzir um grdtico linear por partes. 
Tal grdfico seria aparentemente uma aproximagao de uma solugao da equagao diferencial. Para transfor- 
mar essa ideia em um metodo util de geragao de solugoes aproximadas precisamos responder a diversas 
perguntas, inclusive as seguintes: 


1. Podemos efetuar essa uniao de segmentos de retas tangentes de modo sistematico c direto? 

2. Em caso afirmativo, a fungao linear por partes resultante fornece uma aproximagao para a solugao de fato 
da equagao diferencial? 

3. Em caso afirmativo, podemos descobrir a precisSo da aproximagao? Ou seja. podemos estimar o quao 
longe a aproximagao csta da solugao? 


Ocorre que a resposta a cada uma dessas perguntas e afirmativa. O metodo resultante foi desenvolvido 
por Euler em torno de I768,c e conhecido como o metodo da reta tangente. ou metodo de Euler. Vamos 
tratar as duas primeiras perguntas nesta segao, mas adiaremos uma discussao sistematica da terceira per- 
gunta ate o Capftulo 8. 

Para ver como o metodo de Euler funciona, vamos considerar como poderfamos usar retas tangentes 
para aproximar a solugao y = <f>(f) das Eqs. (1) perto de t = Sabemos que a solugao contem o ponto 
inicial (/ o ,y 0 ),e da equagao diferencial tambdm sabemos que a inclinagao ncsse ponto e/(^.y,,). Podemos 
entao cscrever uma equagao para a reta tangente a curva-solugao em (f u ,y 0 ), a saber. 



FIGURA 2.7.1 Um campo de diregoes para a Eq. (2). 
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y — yo +f(t{),yo)(t - to). (3) 

A reta langcnle e uma boa aproximagao da curva-solugao em um intervalo suficienlemente pcqueno.de 
modo quo a inclina?3o da solugao nao varie apreciavelmente dc seu valor no ponto inicial; veja a Figura 
2.7.2. Ou scja.se r, esta suficicntcmenle proximo de f„, podemos aproximar 0(r,) pclo valor y, determina- 
do substiluindo-se t = /, na aproximagao pela reta tangcnte em i = assim. 

V'i = vn+/(/<).>u)(fi — to). (4) 



FIGURA 2.7.2 Aproximagao pela reta tangcnte. 


Para prosseguir, vamos tentar repetir o processo. lnfelizmenle nao sabemos o valor <f>(t { ) da solugao 
em t,. O mclhor que podemos fazer c usar o valor aproximado v,. Assim, construimos a reta que contem 
(/,.>’,) com coeficicntc angular/(/,.y,). 

y = yi+/Ui,y\)u-t\). (5) 

Para aproximar o valor de <t>(t) cm um ponto proximo t : . usamos a Eq. (5). obtendo 

yi — yi +f(t\,yi)(t 2 — ^i)- (6) 

Continuando dcssa mancira, usanu>s o valor dc y calculado em cada passo para determinar o coeficien- 
tc angular para o proximo passo. A expressao geral para a reta tangcnte comegando em (/„,y„) e 

y = y„+fU n .y n Ht-t„V, (7) 

porlanto, o valor aproximado y„,, em r„,, cm termos dc e y„ c 

Vn+I = yn *F f(tn.y«Ht n +t tn )I ft = 0,1,2. 

Sc inlroduzirmos a notaguo f„ = / (t„.y„). podemos escrevcr a Eq. (S) como 

Vfl+I = ,V« + fn ■ (/„+| - tn )• ft = 0. 1,2. (9) 

Finalmentc, se supusermos que o lamanho do passo li 6 constantc entre os pontos t u , i u t 2 , .... entao = t„ 
+ It para cada n e obteriamos a formula de Euler na forma 

VW 1 = y n + f n h. n = 0.1.2. (10) 

Para usar o metodo de Euler,simplesmente calcule a Eq. (10) ou a Eq. (9) rcpctidamentc.dcpendendo 
se o tamanho do passo e constantc ou nao. usando o resultado dc cada passo para executar o prdximo 
passo. Dcsse modo, voce gera uma sequcncia de valores y„y ; . y } ,... que aproximam os valores da solu- 

gao tp(t) nos pontos t,. i } .Sc vocG precisa de uma fungao, em vez de uma sequcncia dc pontos, para 

aproximar a solugao ip(t). voce pode usar a fungilo linear por partes construfda da eolegao de segmentos 
dc retas tangentes. Ou seja.y c dada no intervalo |r„.r,] pela Eq. (7) com n = 0,y € dada no intervalo [/,. r 2 ] 
pela Eq. (7) com n - l.e assim por diante. 


EXEMPLO 


1 


Considere o problema dc valor inicial 


cly 
t,It 


= 3-21 




v. 


y(0) = 1. 


( 11 ) 





Capitulo Dois 


Use o metodo de Euler com passos de tamanho h = 0,02 para encontrar valores aproximados da solugao das 
Eqs. (11) em t = 0,2; 0,4; 0,6; 0,8 e 1. Compare-os com os valores correspondentes da solugao exata do problema 
de valor inicial. 

Note que a equagao diferencial no problema de valor inicial dado e a que esta na Eq. (2). Essa equagao e 
linear, de modo que pode ser resolvida, como na Segao 2.1, usando o fator integrante e' ? . A solugao resultante 
do problema de valor inicial (11) e 

y = 0(r)= 14 — 4/ - 13c-' /3 . (12) 

Para aproximar essa solugao pelo metodo de Euler, note que /(r.v) = 3-2 1 - y/2 nesse caso. Usando os valores 
iniciaisf„ = 0ey ( ,= l.encontramos 

fo = /(/«, Vo) = /(0,1) = 3 - 0 - 0.5 = 2.5 
e entao, da Eq. (3), a aproximagao pela reta tangente perto de t = 0 e 

y = 1 +2.5U-0) = 1 +2.5/. (13) 

Fazendo t = 0,2 na Eq. (13), encontramos o valor aproximado y, da solugao em / = 0,2. a saber, 

y, = 1 + (2,5)(0.2) = 1.5. 

No prdximo passo, temos 

/, =/(0,2; 1.5) = 3 - 2(0.2) - (0,5)(1.S) = 3 - 0.4 - 0,75 = 1.85. 

Entao a aproximagao pela reta tangente perto dc / = 0,2 e 

y = 1,5+135(1-0.2) = 1,13+ 1,85/. (14) 

Calculando a expressao na Eq. (14) para t - 0,4, obtemos 

y 2 = 1,13+ 1.85(0.4) = 1.87. 

Repetindo esse procedimento mais ires vezes, obtemos os resultados na Tabela 2.7.1. 

A priineira coluna content os valores de / que aumentam conforme o tamanho do passo li = 0.2. A terceira 
coluna mostra os valores correspondentes de y, calculados pela formula de Euler (10). Na quarta coluna estao 
as aproximagoes pela reta tangente dadas pela Eq. (7). A segunda coluna contem os valores da solugao (12) 
do problema de valor inicial (11), correta ate cinco casas decimals. A solugao (12) e a aproximagao pela reta 
tangente tambem estao desenhadas na Figura 2.7.3. 

Da Tabela 2.7.1 e da Figura 2.7.3. vemos que as aproximagoes dadas pelo metodo dc Euler para este proble¬ 
ma sao maiorcs do que os valores correspondentes da solugao de fato. lsso ocorre porque o gr;ilico da solugao 
e concavo e, portanto, a aproximagao pela reta tangente fica acima do grafico. 


TABELA 2.7.1 Resultados do Metodo de Euler com li = 0,2 para 


y = 3 - it 

- iy, y(0) = 

1 




Euler 


t 

Exata 

com li = 0.2 

Reta Tangente 

0,0 

1,00000 

1,00000 

y = 1 + 2.5/ 

0.2 

1,43711 

1,50000 

y = 1,13+1,85/ 

0,4 

1,75650 

1,87000 

y = 1,364 + 1,265/ 

0,6 

1,96936 

2,12300 

y = 1,6799 + 0,7385/ 

0,8 

2.08584 

2.27070 

y = 2.05898 + 0,26465/ 

1,0 

2,11510 

2,32363 



A precisao das aproximagoes neste exemplo nao e boa o suficiente para ser satisfatoria em uma apli- 
cagao denti'fica ou de engenharia tipica. Por exemplo, em / = 1 o erro na aproximagao e 2,32363 - 2,11510 = 
0,20853, que e urn erro percentual em torno de 9,86% em relagao a solugao exata. Um modo de obter re¬ 
sultados mais precisos 6 usar um tamanho de passo menor, com um aumento correspondente no ntimero 
dc passos a serem calculados. Exploraremos essa possibilidade no proximo exemplo. 
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F1GURA 2.7.3 Graficos da sokujao c da aproxima<;ao pela ret a tangente para o problema de valor inicial (11). 


E claro que calculus como os do Excmplo I e dos oulros cxemplos nesta seqao sao feitos, em geral, cm 
urn computador. Alguus pacotes incluem codigo para o metodo de Euler, outros nao. De qualquer jeito, 
pode-se escrever facilmente um progrania de computador que fa<;a os calculus necessdrios para produ/ir 
resultados como os da Tabela 2.7.1. Basicamcntc, o que precisamos e de um laqo que calcule a Eq. (10) 
repetidamenle, junto com instruqoes adequadas para entrada e safda. A saida pode ser uma lista de nu- 
meros, como na Tabela 2.7.1. ou um grafico, como na Figura 2.7.3. As instruijoes especdicas podem ser 
escrilas em qualquer linguagem de programa^ao de alto nivel que voce conhe<;a. 


Considere novamente o problema de valor inicial (II) 

EXEMPLO 1 

2 J ( = 3 - 2/ - |.v. >(()) = I. 

Use o metodo de Euler com diversos tamanhos de passos para calcular valores aproximados da soluqao para 0 
< l < 5. Compare os resultados calculados com os valores correspondentes da solui^ao exata (12) 

y = 0(0 = 14 - 4/ - 13e~ ,/J . 

Usamos passos de tamanho h - 0.1; 0,05; 0.025 e (),() 1, correspondendo, respectivamente.a 50.100,200 e 500 
passos para ir de t - 0 ate / = 5. Os resultados desses calculus estao apresentados na Tabela 2.7.2. junto com os 
valores da solu(3o exata.Todos os elementos forarn arredondados para quatro casas decimals, embora tenham 
sido utilizadas mais casas decimais nos ctllculos intermediaries. 


TABELA 2.7.2 Comparable entre a Soluqao Exata e os Resultados do Metodo de 
Euler para Diversos Tamanhos de Passos h para / = 3 — 2f — | v, y(0) = 1 


t 

Exata 

/i = 0.1 

h = 0.05 

h = 0.025 

h = 0,01 

0.0 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1.0000 

1,0000 

1.0 

2.1151 

2,2164 

2.1651 

2,1399 

2,1250 

2.0 

1.2176 

1.3397 

1.2780 

1,2476 

1,2295 

3.0 

-0.9007 

-0.7903 

-0.8459 

-0.8734 

-0.8898 

4.0 

-3.7594 

-3.6707 

-3.7152 

-3,7373 

-3.7506 

5.0 

-7.0671 

-7,0003 

-7,0337 

-7.0504 

-7,0604 


Que conclusoes podemos tirar dos dados na Tabela 2.7.2? A observaijao mais importante e que para um va¬ 
lor fixo de t os valores aproximados tornam-se mais precisos quando o tamanho do passo li diminui. Voce pode 
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ver isso lendo uma determinada linha na tabela da csquerda para a direita. E claro que isso d o que esperiva- 
mos, mas d encorajador que os dados confirmem nossa expectativa. For exemplo, para t = 2 o valor aproximado 
com h = 0,1 e maior por 0,1221 (em torno de 10%), enquanto o valor com It = 0,01 e maior por apenas 0,0119 
(cerca de 1%). Nesse caso, dividir o tamanho do passo por 10 (executando 10 vezes mais cdlculos) tambdm 
divide o erro por cerca de 10. Comparando os erros para outros pares de valores na tabela, voce pode verificar 
que essa relaqAo entre tamanho do passo e erro tambdm e valida para eles: dividir o tamanho do passo por um 
numero tambdm divide o erro por aproximadamente o mesmo numero. Isso significa que, para o metodo de 
Euler, o erro d aproximadamente proporcional ao tamanho do passo? E claro que um exemplo nao estabelece 
tal resultado geral, mas e uma conjectura interessante, pelo menos. l!< 

Uma segunda observa<;ao que podemos fazer a partir da Tabela 2.7.2 d que, para um tamanho de passo 
dado h, as aproxima^oes tornam-se mais precisas quando / aumenta, pelo menos para t > 2. Por exemplo, 
para It = 0,1, o erro em t = 5 d s6 de 0,0668, pouco mais de metade do erro em t = 2. Voltaremos a esse 
assunto mais tarde, nesta seqAo. 

O metodo de Euler parece funcionar bem para este problema. Sao obtidos resultados razoavelmente 
bons mesmo para um tamanho de passo moderadamente grande h = 0,1, e a aproximado pode ser me- 
lhorada diminuindo-se It. 


Vamos ver outro exemplo. 


EXEMPLO 

3 


Considerc o problema de valor inicial 

~ = 4-1 + 2y, v(0) = l. (15) 

A soluqao geral desta equa;9o diferencial foi encontrada no Exemplo 2 da Se^ao 2.1,e a solu$3o do problema 
de valor inicial (15) e 


y = _z + |,+>y. 


(16) 


Use o metodo de Euler com diversos tamanhos de passos para encontrar valores aproximados da soluijao no 
intervalo 0 < / < 5. Compare os resultados com os valores correspondentes da solugao (16). 

Usando os mesmos tamanhos de passos que no Exemplo 2, obtemos os resultados apresentados na Tabela 
2.7.3. 


TABELA 2.73 Compara<;ao entre a Solui;ao Exata e os Resultados do Metodo de Euler 
para Diversos Tamanhos de Passos It para y' =4 —t +2_v, y(0) =1 


t 

Exata 

/» = 0.1 

h = 0.05 

h = 0,025 

It = 0,01 

0.0 

1,000000 

1,000000 

1,000000 

1,000000 

1 .OOOtXX) 

1.0 

19.06990 

15,77728 

17.25062 

18.10997 

18,67278 

2.0 

149.3949 

104,6784 

123.7130 

135.5440 

143,5835 

3.0 

1109,179 

652,5349 

837.0745 

959.2580 

1045.395 

4.0 

8197.884 

4042,122 

5633,351 

6755,175 

7575.577 

5.0 

60573,53 

25026,95 

37897.43 

47555.35 

54881.32 


Os dados na Tabela 2.7.3 confirmam, novamente, nossa expectativa de que para um valor dado de t a pre- 
cisao aumenta quando o tamanho do passo e reduzido. Por exemplo, para t = 1 o erro percentual diminui de 
17,3% quando h = 0,1 para 2,1% quando h = 0,01. Entretanto, o erro aumenta razoavelmente rtipido quando t 
aumenta para um h fixo. Mesmo para h = 0,01, o erro em t = 5 e de 9.4% e e muito maior para tamanhos de pas¬ 
sos maiores. E claro que a precisao necessaria depende dos objetivos, mas os erros na Tabela 2.7.3 sao grandes 
demais para a maioria das aplicagocs em ciencias ou engenharia. Para melhorar a situaqao. poder-se-ia tentar 
passos menores ou restringir os cdlculos a um intervalo bem curto contendo o ponto inicial. Apesar disso, d 
claro que o mdtodo de Euler £ muito menos eficaz neste exemplo do que no Exemplo 2. 


Para entender melhor o que esta acontecendo nesses exemplos, vamos considerar de novo o metodo 
de Euler para o problema de valor inicial geral (1) 


dy 

dt 


=fv<y)' 


yU o) = yo. 


"Uma discuss3o mais detalhada dos erros ao se utilizar o metodo de Euler aparecc no Capftulo 8. 
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cuja soludo denotaremos por 0(f). Lembre-se de que uma equado diferencial de primeira ordem tern 
uma famflia infinita de soluijoes, indexada por uma conslanle arbitrdria c, e que a condiqao inicial selecio- 
na urn elemento dessa famflia, detcrminando o valor de c. Assim. na famflia infinita de solutes, 0(f) d a 
que satisfaz a condigao inicial 0 (f„) = y 0 . 

No primeiro passo, o metodo de Euler usa a aproximado pcla reta tangente ao grfifico de y = <p(t) que 
content o ponto inicial (f„, >•„), e isso produz o valor aproximado y, em f,. Em geral, v, # 0(fi). de modo 
que, nosegundo passo,o metodo de Euler nao usa a reta tangente ft soludo y = 0(f), usa a reta tangente a 
uma soludo prdxima y = 0 ,(f) que content o ponto (r„y,). E isso acontece nos passos seguintes. O metodo 
de Euler usa uma sucessao de aproxima^oes pelas retas tangentes a uma scquencia de soluqoes diferen- 
tes 0 (f), 0 ,(/). 0 ,(f),... da equado diferencial. Em cada passo constr 6 i-se a reta tangente a uma soludo 
contendo o ponto deterntinado pelo resultado do passo precedente. como ilustrado na Figura 2.7.4. A 
qualidade da aproximado depois de muitos passos depende fortemente do comportamento do conjunto 
de soluqOes contendo os pontos (f„.y„) para n - 1,2,3. 



No Exemplo 2 a soludo geral da equado diferencial era 

y = 14 — 4f + ce~''~ (17) 

c a soludo do problema de \alor inicial (11) corresponds a c = -13. A famflia de soluqoes (17) e uma 
famflia convergente, ja que o termo envolvendo a constante arbitraria tende a zero quando f —» Nao 
faz muita diferend quais soluqoes estao sendo usadas para o calculo das retas tangentes no metodo de 
Euler, ja que todas as solutes estao ficando cada vez mais proximas quando f aumenta. 

Por outro lado, no Exemplo 3 a solud° geral da equaqao diferencial era 

y = -5 + ji + ce 2 ', ( 18 ) 

e essa e uma famflia divergente. Note que as soluqoes correspondendo a dois valores proximos de c 
lornam-sc arbitrariamente longe uma da outra quando r aumenta. Tentamos seguir a soludo para c = 
11/4 no Exemplo 3, mas ao usar o nuHodo de Euler em cada passo esttivamos seguindo outra soludo que 
se afastava da soludo desejada cada vez mais rapidamenle com o aumento de f. Isso explica por que os 
erros no Exemplo 3 sao tao maiores que os existentes no Exemplo 2. 

Ao usar um procedimento numerico como o metodo de Euler, voce tern que sempre ter em mente o 
problema da precisao da aproximado.se ela e suficientemente boa para ser util. Nos exemplos preceden- 
tes. a precisao do metodo numerico pbde ser determinada diretamente por comparado com a soludo 
obtida analiticamente. E claro que, em geral, nao existe uma soludo analftica disponfvel quando se usa 
um mtHodo numerico, de modo que e necessdrio obter colas, ou, pelo menos, estimativas para o erro que 
nao dependam do conhecimento da soludo exata. Voce tambem deve se lembrar de que o melhor que 
podemos esperar de uma aproximado num^rica e que ela reflita o comportamento da soluqao. Assim, 
um elemento de uma famflia divergente de solutes sera sempre mais diffcil de ser aproximado de que 
um elemento de uma famflia convergente. 

Se quiser saber mais sobre aproximadcs numdricas de solud cs problcmas de valor inicial, voce 
pode ir diretamente para o Capftulo 8 . Apresentamos ali alguma informaqao sobre a analise de erros e 
discutimos, tambtim, diversos algoritmos muito mais eficientes computacionalmente do que o mdtodo de 
Euler. 
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PROBLEMAS 


41 

41 

41 

41 

41 



4, 


41 


4l 


Muitos dos problemas ncsta se$ao requerem crilculos numericos bastante extensos. A quantidade de cdleulos 
razoavel para vocfi depende fortemente do tipo de equipamento computacional que tem. Alguns poucos passos 
dos calculos necessarios podem ser feilos em praticamente todas as calculadoras - ou ate & mao, se necessdrio. 
Para fazer mais, sera desejavel pelo menos uma calculadora programavel. E para alguns problemas pode ser 
necessSria a utilizaqao de um computador. 

Lembre-se tambem de que resultados numdricos podem variar um pouco, dependendo de como seu programa 
foi desenvolvido e de como seu computador calcula as operates aritm^ticas. os arredondamentos, etc. Peque- 
nas varia?6es na ultima casa decimal podem aparecer por essas causas, e n3o indicam que alguma coisa esta 
necessariamente errada. As respostas ao final do livro sao dadas com seis casas decimais na maioria dos casos, 
embora os cdlculos intcrmedidrios tenham sido feitos com mais casas decimais. 

Em cada um dos Problemas de I a 4: 

(a) Encontre valores aproximados da soluqao do problema de valor inicial dado em t = 0,1; 0,2; 0,3 e 0.4 usando 
o metodo de Euler com h = 0,1. 

(b) Repita o item (a) com h = 0,05. Compare os resultados com os encontrados no item (a). 

(c) Repita o item (a) com h = 0,025. Compare os resultados com os encontrados nos itens (a) e (b). 

(d) Encontre a solu<j3oy = <p(i) do problema dado e calcule <p(t) em / = 0,1;0.2;0,3 e 0,4. Compare esses valores 
com os resultados de (a), (b) e (c). 

1. / = 3 + 1 -y, y(0) = 1 (fl, 2. / = 2v - 1. > (0) = 1 

3. y' = 0,5 — t + 2y, y(0) = 1 ^2 4. / = 3 cos t - 2y, y(0) = 0 

Em cada um dos Problemas de 5 a 10, desenhe um campo de diretjoes para a equagao diferencial dada e diga 
se as solus'oes estao convergindo ou divergindo. 

5. y' = 5 - 3 Jy jf) 6. y' = y(3 - ty) 

7. / = (4 - ry)/( 1 + y : ) 4 8 - / = -O' + O.l.v 3 

9 . / = r- + r 4 io. y = (y 2 + 2n-)/(3 + r-) 

Em cada um dos Problemas de 11 a 14, use o metodo de Euler para encontrar valores aproximados da soluqao 

do problema de valor inicial em / = 0,5; 1; 1,5; 2; 2.5 e 3. 

(a) Com h = 0,1. (b) Com h = 0,05. 

(c) Com h = 0.025. (d) Com h = 0,01. 

11. y' = 5-3yv. y(0) = 2 

12. y' = y(3 — ty), >(0) = 0.5 

13. y = (4 - ry)/( 1 +y 3 ), y(0) = -2 

14. y = -rv + O.ly’, y(0) = 1 

15. Considere o problema de valor inicial 

/ = 3r/(3y 2 - 4), >(!)=() 

(a) Use o metodo de Euler com li = 0,1 para obter valores aproximados da soluijao cm I = 1,2; 1,4; 1,6 e 1,8. 

(b) Repita o item (a) com It = 0,05. 

(c) Compare os resultados dos itens (a) c (b). Note que eles estao razoavelmenle proximos para i = 1,2; 
1,4 e 1,6, mas sao muito diferentes para t = 1,8. Note tambem (da equa^ao diferencial) que a reta 
tangente 3 soluqao e paralela ao eixo dos y quando y = ±2/\/3 «= ±1,155. Explique como isso pode 
acarretar tal diferenqa nos valores calculados. 

16. Considere o problema de valor inicial 

y' = r + y 2 , y(0 )=l. 

Use o metodo de Euler com h = 0,1; 0,05; 0,025 e 0,01 para explorar a solu<;ao deste problema para 0 < 
i < 1. Qual sua melhor estimativa para o valor da solu<;ao em t - 0.8? E em 1 - 1? Seus resultados estao 
consistentes com o campo de dirc^Oes no Problema 9? 

17. Considere o problema de valor inicial 

y' = (y* + 2ty)/0 + r). y(l)=2 . 

Use o mdtodo de Euler com h = 0,1; 0,05; 0,025 e 0,01 para explorar a solu<;ao deste problema para 1 < 
t < 3. Qual sua melhor estimativa para o valor da solu^ao em t = 2,5? Ecmt = 3? Seus resultados estao 
consistentes com o campo de dire<;5es no Problema 10? 

18. Considere o problema de valor inicial 
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/ = -fy + O.ly 3 , y( 0 ) = a , 

onde a 6 um numero dado. 

(a) Desenhe um campo dc dircqocs para a cquaqao diferencial (ou examine de novo o campo no Proble- 
ma 8). Observe que existe um valor crftico de or no intervalo 2 < a < 3 que separa as solu^des conver- 
gentes das divergentes. Chame esse valor crftico de or,,. 

(b) Use o rnetodo de Euler com h = 0,01 para estimar a 0 . Fa<;a isso restringindo a„ a um intervalo [a, b\ 
onde b-a = 0 , 01 . 

4fl 19. Considere o problema de valor inicial 

y' = y 2 - f 2 , y( 0 )=a. 

onde a 6 um numero dado. 

(a) Desenhe um campo de direijOcs para a equa^So diferencial. Observe que existe um valor crftico de a 
no intervalo 0 < a < I que separa as soluqocs convergentcs das divergentes. Chame esse valor crftico 
de or,,. 

(b) Use o rnetodo de Euler com It = 0,01 para estimar a„. Fa?a isso restringindo «„ a um intervalo [n, b ] 
onde b - a = 0 , 01 . 

20. Convergence do Metodo dc Euler. Pode-se mostrar que, sob conduces adequadas para /. a aproximatjilo 
numerica gerada pelo rnetodo dc Euler para o problema de valor inicial v' = f(t.y).y(l„)-y „converge para 
a soluij'ao exata quando o tamanho h do passo diminui. Isso esta ilustrado no exemplo a seguir. Considere 
o problema de valor inicial 


y' = 1 - H- ,v. y(f») = .Vo. 

(a) Mostre que a soluQao exala e y = <p(i) = (y„ - /,,)«•' ' + /. 

(b) Usando a formula de Euler, mostre que 

y 4 = (I +/»)>’*-! + /»-/if*. 1 . k = 1.2. 

(c) Observando que y, = (1 + /r)(_v n - /,,) + /,, mostre por indu^ao que 

y» = < I + /«)"(.Vn - In) + t„ (|) 

para cada inteiro positivo «. 

(d) Considere um ponto fixo I > f„ e, para n dado, escolha /* = (/ — r,.) n. Entao f„ = / para todo n. Note 
tambiim que h — 0 quando n — *. Substituindo li na Eq. (i) e fazendo it — ♦ mostre que y„ — <p(i) 
quando «-»■». 

Sugestdo: lim (1 + «/«)" = e". 

n-* % 

Em cada um dos Problemas de 21 a 23. use a tecnica discutida no Problema 20 para mostrar que a aproxima(3o 
obtida pelo rnetodo de Euler converge para a soluqao exata em qualquer ponto fixo quando li -* 0. 

21. y' = y. y(0) = 1 

22. y’ = 2y - 1, y(0) = 1 Sugestdo: .yq = (1 + 2h)/2 + 1/2 

23. y = j - f + 2y, y(0) = I Sugesiao: y, = (I + 2 h) + f t /2 


2.8 0 Teorema de Existencia e Unicidade 


Vamos discutir, nesta se?ao. a demonstraijao do Teorema 2.4.2, o teorema fundamental de existdneia e 
unicidade para problemas de valor inicial de primeira ordem. Estc teorema diz que, sob certas condii;Scs 
sobre /(f,y), o problema de valor inicial 

/ =/('.>). y(fo)=yo (!) 

tern uma unica soluqilo em algum intervalo contendo o ponto t a . 

Em alguns casos (por exemplo, se a equaqao diferencial for linear), a existencia de uma soluqao para 
o problema de valor inicial (1) pode ser estabelecida diretamente resolvendo-sc o problema e exibindo- 
se uma formula para a soluijao. No entanto, essa abordagem nao 6 factfvel em geral, pois nao existe um 
rnetodo de resoluqao dc equates diferenciais que se aplique a todos os casos. Portanto, para o caso geral 
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Teorema 2.8.1 


6 necessdrio adotar uma abordageni indireta que demonstre a cxistencia de uma soluqao para as Eq. (1), 
mas quc. normalmente, nao fornece urn mudo prdtico para encontra-la. O ponto crucial desse metodo e 
a constru^ao de uma sequencia de funqdes que converge a uma funqao limite satisfazendo o problema 
de valor inicial, embora os elementos individuals da sequencia n3o o satisfaqam. Como rcgra geral, e im- 
possfvel calcular explicitamente mais do que alguns poucos elementos da sequencia; portanto, a fungao 
limite s 6 pode ser determinada em casos raros. Apesar disso, sob as restriqoes sobre /(/, y) enunciadas 
no Teorema 2.4.2 e possfvel mostrar que a sequencia em questao converge e que a fun^iio limite tern as 
propriedades desejadas. O argumento 6 razoavelmente complicado e depende, em parte, de tecnicas e re- 
sultados normalmente encontrados pela primeira vez em cursos de calculo avan^ado. Em consequencia. 
nao entraremos em todos os detalhcs da demonstraqao aqui; indicaremos, no entanto.suas caracterislicas 
principals e apontaremos algumas das dificuldades envolvidas. 

Em primeiro lugar, note que € suficiente considerar o problema no qual o ponto inicial (/„. v 0 ) <§ a ori- 
gem; ou seja, vamos considerar o problema 

y'=fU,y). y(0) = 0 . ( 2 ) 

Se for dado algum outro ponto inicial. entao sempre podemos fazer uma mudant;a de variaveis prelimi- 
nar.correspondendo a transla^ao dos cixos coordenados, que leva o ponto dado (/„,y n ) para a origem. O 
teorema de existencia e unicidade pode ser enunciado agora da seguinte forma. 


Se /e 3//3y sao contfnuas em urn retangulo R: I/I < a , lyl < b, entao existe algum intervalo I/I < h <a 
no qual existe uma unica solu^aoy = </> (/) do problema de valor inicial ( 2 ). 


Para provar esse teorema, e necessario colocar o problema de valor inicial (2) em uma forma mais 
conveniente. Se supusermos, temporariamente, que existe uma funqao y 0 (/) que satisfaz o problema 
de valor inicial. entao /[r .0 (/)] e uma fun?ao continua que so depende de /. Logo, podemos integrar y’ = 
/(/.y) do ponto inicial / = 0 ate um valor arbitrario de /, obtendo 

0(0 = f f[s.<t>{s)]ds, (3) 

J o 

onde usamos a condiijao inicial 0 ( 0 ) = 0 . Usamos tambem .v para denotar a variavcl de integra?ao. 

Como a Fq. (3) content uma integral da funqao desconhecida 0 . ela e chamada de equa^ao integral. 
Essa equagao integral nao e uma formula para a solugao do problema de valor inicial. mas fornece outra 
rclagSo que 6 satisfeila por qualquer solugao das Eq. (2). Reciprocamente, suponha que existe uma fun- 
gao continua y = 0 (/) que satisfaz a cquagao integral (3); entao essa fungao tambem satisfaz o problema 
de valor inicial (2). Para mostrar isso, substituimos, primeiro, / por zero na Eq. (3), o que mostra que a 
condigao inicial e satisfeila. Alent disso, como o integrando na Eq. (3) e conlfnuo, segue do teorema fun¬ 
damental do calculo que 0 6 diferencidvel e 0 ’(/)=/[/, 0 (/)]. Portanto, o problema de valor inicial e a 
equagao integral sao equivalentes, no sentido de que qualquer solugao de um desses problemas tambem 
d solugao do outro. F. mais conveniente mostrar que existe uma unica solugao da equagao integral em 
algum intervalo I/I < h. A mesma conclusao sen! vdlida, entao, para o problema de valor inicial. 

Um metodo para mostrar que a equagao integral (3) tern uma unica solugao e conhecido como nie- 
todo das aproximagoes sucessivas oil metodo de iteragiio de Picard.Ao usar esse metodo, comegamos 
escolhendo uma fungao inicial 0 „. arbitrdria ou que aproxima, de alguma forma, a solugao do problema 
de valor inicial. A escolha mais simples <5 

0o(O = 0; (4) 

entao 0 „ pelo menos satisfaz a condigao inicial nas Eqs. (2), embora, presume-se, nao satisfaga a equagao 
diferencial. A prdxima aproximagao, 0 „ e obtida substituindo-se 0„(i) por 0 (.v) na integral na Eq. (3) e 
chamando o resultado dessa operagao 0,(/). Assim, 

01 (0= [ f[s,Ms)\ds. (5) 

J o 


'’Charles-Emile Picard (1856-1914), talvezo matematico frances mais importanie de sua geragao. depois dc Henri Poincare, 
foi professor da Sorbonne antes dos 30 anos. I~ conhccido por teoremas importantes cm varidveis complcxas e geometria 
algcbrica. aldm de equagdes diferenciais. Um caso particular do metodo de aproximagetes sucessivas foi publicado primeiro 
por Liouville cm 1838. No entanto, o erddito do metodo 6 dado em geral a Picard, que o cstabeieceu em generalidade e de 
forma amplamcnte aplicdvel em uma sdrie de artigos comcgando em 1890. 
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EXEMPLO 

1 



Analogamente. <j> 2 & obtida de <p 


e, em geral. 


<hU) = 



s,<p\(s)]ds, 


( 6 ) 


0«l-rl(O 


f 


f[s.<p n {s)\ds. 


(7) 


Desse modo geramos a sequencia de fungoes (0„| = <p„. .Cada elcmento da sequencia satisfaz 

a condigiio inicial, mas em geral nenhum deles satisfaz a equagao diferencial. No entanto, se em algum 
estdgio, por exemplo. para n = k, encontrarmos que </>*,,(/) = 4> k (t), entao segue que <t> k € uma solugao da 
equag&o integral (3). Portanto, <J> k lambem e solugao do problema de valor inicial (2) e a sequencia para 
nesse ponto. Isso nao acontece em geral, e e necessario considerar toda a sequencia intinita. 

Para estabelecer oTeorema 2.8.1. temos que responder a quatro perguntas importantes: 


1. Existem lodos os elementos da sequencia (0„|. ou o processo pode ter que scr interrompido em algum 
estagio? 

2. A sequencia converge? 

3. Quais sao as propriedadcs da fungao limite? Em particular, ela satisfaz a equagao integral (3) e, portanto, 
o problema de valor inicial (2)? 

4. Essa e a unica solugao ou podem exislir outras? 

Vamos mostrar primeiro como essas perguntas podem ser respondidas em um exemplo espccffico relati- 
vamente simples e comentar. depois. algumas dificuldades que podem ser encontradas no caso geral. 


Resolva o problema de valor inicial 


v' = 2t{ I + V), v(0) = 0 


pelo nietodo de aproximagoes sucessivas. 

Note primeiro que se v = p(r). a equagao integral correspondente e 

<pii) = f 2.s| 1 + tfi(s)\ds. 
Jo 

Se a aproximagao inicial for - 0. temos que 


Analogamente, 


Ipjn = f 2.v| I -4- 0u(.v)| ds~ f 2sds = r. 

Jo Jo 

[' f' i i I* 

fc(i) = / 2s[l + 0i(s)l</x = / 2i(l +s 2 ]ds- = r + — 

Jo Jo 2 

f 1 r' f 1 ^ "1 ^ f* fb 

= J 2i(l +0:(i))di = J 2^1 + r + -j</5 = r + - + — . 


As Eqs. (10). (11) e (12) sugerem que 


, r J t* r 2 " 

<t>„d) = r + - + J! + ••+ 


( 8 ) 


(9) 


( 10 ) 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


para cada n > l.e esse resultado pode ser estabelecido por indugSo matemdtica da seguinte maneira. A Eq. (13) 
e certamente verdadeira para n = l;veja a Eq. (10). Prccisamos mostrar quc.se ela for valida para n = A:, entao 
tamb<5m sera valida para n « A + 1. Temos 


0**,(O= f 2s[\ + <t>k(x)]ds 
Jo 


-IX 


l+J 2 + rr + --- + 


J 2 * 


u \ 

k)* 


,2A+2 


’ r+ 2 i + 3i+" + «nr.- 


(14) 


e a demonstragao por indugao cstd completa. 
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Os gnlficos dos quatro primeiros iterados <p\(t), ...,<p 4 (r) estao ilustrados na Figura 2.8.1. Quando k aumenta, 
os ilcrados parecem permanecer proximos em urn intervalo gradualmente crescente, sugcrindo convergencia 
para uma fumjao limite. 





Segue da Eq. (13) quo </>„(t) e a /i-£sima soma parcial da st‘rie 



(15) 


logo, lim <p n (t )existe se e somente se a serie (15) converge. Aplicando o teste da razao. vemos que.para cada t. 

fl"*X 


k < 

<* + D! r- k 


1 2 

TT\ 


0 quando k —* cc. 


(16) 


Logo a s<5rie (15) converge para todo t,c sua soma <t>(t) e o limite da sequencia |<>„(/)|. Alem disso.como a serie 
(15) 6 uma s£rie de Taylor, ela pode ser diferenciada ou integrada termo a termo desde que t permanc^a no 
intervalo de convergencia que, nesse caso, e todo o eixo dos i. Portanto, podenios verificar por calculos diretos 

90 

que <p(t) — t lk /k\ ^ solu^ao da cqua^ao integral (9). De outro modo, substituindo v por <t>{t) nas Eqs. (8) 

*-i 

podemos verificar que essa fungao satisfaz o problema de valor inicial. Nesse exemplo lamhem possivel, a 
partir da sdrie (15). identificar <p cm termos de fun^oes elementares, a saber. <p{t) = &' -1. No entanto, isso nao 
e necess.lrio para a discuss3o de existencia e unicidade. 

O conhecimento explicito de <f>(t) nao torna possivel visualizar a convergencia da sequencia de itera¬ 
dos mais claramente do que fazendo o grafico de <p(t) - r/> 4 (/) para diversos valores de k. A Figura 2.8.2 
mostra essa diferen^a para k = 1, ...,4. Essa figura mostra claramente o intervalo gradualmente crescente 
sobre o qual aproximaqdes sucessivas fornecem uma boa aproxima^ao da solu<;ao do problema de valor 
inicial. 



FIGURA 2.8.2 Grdficos de #(/) - <p t (l) para o Exemplo 1 com k = 1.4. 
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Finalmente. para tratar a questao de unicidade, vamos supor que o problema de valor inicial tenha duas 
solutes, <pc 0. Como ambas,0 e 0,satisfazem a equaqao integral (9),sublraindo.obtcmos 

0 (f) - \Ir(l) = f 2 .v|0(.v) - <l/(s)]ds. 

J n 

Tomando valores absolutos, temos. se t > 0. 

|<£(f) - 0(f)| = I f 2 s[0(.v) — 0(x)]r/.v! < f 2 v|0(s) - 0(j)| ds. 

I Jo I Jo 


Restringindo f ao intervalo 0 < i < AH. onde A e arbitririo. temos It < Ac 


10 (f) - 0(01 < A 


f 1010 - 

J ii 


0 (s)| ds. 


(17) 


Agora e conveniente definir a funijao (7 por 


17 (r) = [ 
J a 


10 (.v) - 0(.v)| ds. 


Entao, segue imediatamente que 

U( 0) = 0. 

(7(f) > 0. para f > 0. 

Alem disso, U e diferenciavel e (7'(f) - 10(f) 0(f)l. Portanto, pela Eq. (17). 


(18) 

(19) 

( 20 ) 


(/'(f) - AU(t) < 0. (21) 

A multiplicaqao da Eq. (21) pela quantidade positiva e 11 fornece 

< 0 . ( 22 ) 

Entao, integrando a Eq. (22) de zero a f e usando a Eq. (I9).obtemos 

e" *'(/(/>< 0 para f > 0. 

Portanto, (7(f) < 0 para / > 0 e, juntando com a Eq. (20). isso implica que (7(f) = 0 para lodo f > 0. Assim, (7'(f) 
= 0 e, entao, 0(f) = 0(f). o que contradiz a hipotesc original. Em consequencia, nao pode haver duas solu^ocs 
diferentes do problema de valor inicial para f > 0. I'rna ligeira modificaqao desse argumento leva h mesma 
conclusao para f < 0. 


Voltando ao problema geral de resolus'ao da equaqao integral (3), vamos considerar rapidamente cada 
uma das questOes levantadas anteriormente: 

1. Existem todos os elementos da sequencia |0„|? No exemplo,/e 9//3y cram continuas em todo o piano ty 
e cada elcmento da sequencia podia ser calculado explicitamcnte. Em contraste, no caso geral supusemos 
que/e <)//3y eram continuas apenas em um retangulo R Ifl < a. lyl < b (veja a Figura 2.8.3). Alem disso, 
os elementos da sequencia nao podem. normalmente. ser calculados de modo explicito. O perigo e que em 
algunia ctapa, por exemplo, n = k. o grafico de \ = <PA f) contenha pontos fora do retangulo R. Portanto. 
no proximo passo - no calculo de 0,.,(r) - seria necessario calcular a funijao/(f. v) em pontos onde nao 
sabcmos se ela e continua, ou mesmo se existe. Assim. o calculo de 0*.,(f) poderia ser impossivel. 

Para evitar esse perigo. pode ser necessario restringir t a um intervalo mcnor do que Ifl < a. Para cncon- 
trar lal intervalo. usamos o fato de que uma funqao continua em uma regiiio fechada limitada £ limitada. 
Portanto,/e limitada em R, logo, existe um numero positive M tal que 

|/(f. v)|<A/. (f,y) em R. (23) 
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FIGURA 2.8.3 Regiao de dcfiniqao para oTeorema 2.8.1. 
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Mencionamos anteriormentc que 


<M0) = 0 

para cada n. Como /[/. &(/)] £ igual a <P\ t ,(t), o coeficiente angular maximo. em valor absoluto. para as 
retas tangentes ao grafico da fun^ao y = <p k .i(t) £ M. Como esse grafico content (0.0), ele tern que estar 
contido nas regioes triangulares sombreadas na Figura 2.8.4. Portanto. o ponto [/. </> t ,i(/)] permanece em 
R, pelo menos enquanto R contiver as regioes triangulares, o que ocorre se I/I < b/M. Daqui para a frente, 
vamos considerar apenas o retangulo D: I/I < h. lyl < b , onde h 6 igual ao menor dos numeros a ou b/M. 
Com essa restrigao, todos os elementos da sequencia (<£„(/)) existem. Note que.sempre que bl.M < a, voce 
podc tentar obter um valor maior para li encontrando uma cota mclhor (isto e, menor) M para l/(/,y)l.se 
possivel. 



FIGURA 2.8.4 Regiao na qual estao iterados sucessivos. («) b/M <a:(b) b M> a. 


2. A sequencia {</>„) converge? Como no exemplo, podemos identificar </>„(/) = 0,(/) + [<■/»(/) - 0,(/)| + ... + 
[$„(/) - <t>n-\U)\ como a n-dsima soma parcial da serie 

00 

0i(/l + ^[0* + i(/)-0 t (/)]. (24) 

k *I 

A convergencia da sequencia |0„(/)| e estabelecida mostrando-se que a serie (24) converge. Para isso, e 
necessario estimar o modulo !&.,(/) -&(/)l do termo geral. O argumenlo usado para isso esta indicado nos 
Problemas de 15 a 18 e sera omitido aqui. Supondo que a sequencia converge, denotamos a funqao-limite 
por <p. de modo que 

</>(/) = Iitn0„(/). (25) 

3. Quais as propriedades da funqao limite 0? Em primeiro lugar. gostariamos de saber que <p e continua. Isso 
nao 6. no entanto. uma consequencia necess^ria da convergencia da sequencia (0„(/)|, mesmo que cada 
membro da sequencia seja continuo. Algumas vezes uma sequencia de fundoes contfnuas converge a uma 
fun§So descontfnua. Um exemplo simples desse fendmeno d dado no Problema 13. Um modo de provar 
que <p e continua <5 mostrar nao so que a sequencia (0„| converge, mas que ela converge de certo modo 
espedfico, conhecido como convergencia uniforme. Nao vamos discutir essa questao aqui; observamos. 
apenas, que o argumento a que nos referimos no paragrafo 2 6 suficiente para estabelecer a convergencia 
uniforme da sequencia \<p„\ e, portanto, a continuidade da funqao limite tp no intervalo I/I < h. 

Vamos voltar 5 Eq. (7) 

&,.,(/)= [ f[s,(p n (s)]ds. 

Jo 


Fazendo n tender a obtemos 


</>(/) = lint 

n—o c 





(26) 


Gostariamos de trocar a ordem da integral e do limite na expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. 
(26), de modo a obter 

0 (/) = 


/' 


lim (Is. 


(27) 


Tal troca nao e permitida, em geral (veja o Problema 14, por exemplo), mas, mais uma vez, o fato de que a 
sequencia |tf>„(/)) converge uniformemente 6 suficiente para nos permitir colocar o limite dentro do sinal 
de integral. A seguir, gostariamos de colocar o limite dentro da fun$ao/, o que nos daria 

</>(/)= [ /Is. lim « n (.v)|d5 
Jo "-«> 


(28) 
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e. portanlo, 


A afirniagao 


0(f) 



0(s)|dx. 


(29) 


lim /[5.0„(s)] = /[s. lim 0 „( 5 )] 

£ equivalent ao fato de que/e continua em sua segunda varidvel. o que 6 conhecido por hipdtese. Logo, 
a Eq. (29) e valida e a fungao 0 satisfaz a equagdo integral (3). Portanlo ,0 lambent £ solugao do problema 
de valor inicial ( 2 ). 

4. Existem outras solutes da equagdo integral (3) alem de y = 0(f)? Para mostrar a unicidade da solugao 
v = 0(f). vamos proeeder de maneira semelhante a do exemplo. Primeiro. suponha a existencia de outra 
solugao y = 0(f). Entao, e possfvel mostrar (veja o Problema 19) que a diferenga 0 (f) - 0 (t) satisfaz a de- 
sigualdade 

10(f) - 0(f)| < A jf |0(.v) - 0(5)| ds (30) 

para 0 < f < /i e urn numero positivo apropriado A. A partir desse ponto o argumento £ identico ao dado 
no exemplo. e concluimos que nao existe outra solugao do problema de valor inicial ( 2 ) alem da gerada 
pelo miModo de aproximagocs sucessivas. 


PROBLEMAS 


Em cada um dos Problcmas I c 2. transforme o problema de valor inicial dado em urn problema equivalente 
com ponto inicial na origem. 


I. tly/tli = f 2 + y 3 , y(l) =2 2. tty/ill = 1 - y\ y(-1) = 3 

Em cada um dos Problcmas de 3 a 6. defina 0,,(f) = 0 e use o metodo das aproxintagoes sucessivas para resolver 
o problema de valor inicial dado. 

(a) Determine 0„(f) para um valor arbitrario de n. 

(h) Faga o grdfico de 0„(f) para n = 1.4. Observe se os iterados parecem estar convergindo. 

(c) Expresse lini„ ..0„(f) = 0(f) em termos de fungiVs elementares. isto e. resolva o problema de valor inicial 
dado. 

(d) Faga o gralico de 10(f) -0„(f)l para n = 1.4. Para 0,(f).0 4 (f).estimc o intervalo ondc cada uma dessas 

(undoes c uma aproximaqao razoavelmente boa para a solugilo exata. 

3. y’ = 2(y+l). >•(») = () jfl 4. y’ = — v — 1. >(()) = 0 

{fl 5. y' = —y/2 + f. y(0) = () (fl 6. y' = y + I - f. y(0) = 0 

Em cada um dos Problemas 7 e 8. defina 0„(f) = 0 e use o metodo das aproximagocs sucessivas para resolver o 
problema de valor inicial dado. 

(a) Determine 0„(f) para um valor arbitrario de n. 

(b) Faga o gralico de 0„(f) para n = I, ....4. Observe se os iterados parecem estar convergindo. 

tfl 7. y' = fy + 1, y(0) = 0 {fl 8. y' = f : y - f. y(0) = 0 

Em cada um dos Problemas 9 c 10. de(ina 0„(f) - Oc use o metodo das aproximagocs sucessivas para aproximar 
a solugao do problema de valor inicial dado. 

(a) Calcule 0,(f).0,(r). 

(b) Faga o grdfico de 0,(f).0,(f) e observe se os iterados parecem estar convergindo. 

4 fl 9. / = f 2 + y 2 . y(0) =0 {fl 10. y> = 1 - y\ y(0) = 0 


Em cada um dos Problemas II e 12. defina 0„(f) = 0 e use o metodo das aproxintagoes sucessivas para aproxi¬ 
mar a solugao do problema de valor inicial dado. 

(a) Calcule 0,(f), ...,0 4 (f) ou (se necessiirio) aproxintagoes de Taylor desses iterados. Mantenha termos ate a 
sexta ordem. 

(b) Faga o grdfico das fungdes encontradas em (a) e observe se elas parecem estar convergindo. 

4fl II. y* = -seny+1, y(0)=0 {fl 12. / = (3f 2 + 4f + 2)/2(y- 1). y(0) = 0 


13. Seja 0„(.t) = x" para 0 < x < 1 e mostre que 
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lim </>„(.») = 


0, 0<*<1, 

1. .v = 1. 


Este exemplo mostra que uma sequencia de fumjocs contfnuas pode convergir a uma fun^ao limite que e 
descontinua. 

14. Considere a sequencia <p„(x) = 2nxt ,nj \ 0 < .v < 1 

(a) Mostre que lim <p„(x ) = 0 para 0 < x < 1; logo, 

n-*oc ^ 

/ lim 0„(.r)r/.v = 0. 

Jo 

(b) Mostre que / 2nxe “* dx = 1 - <T";enlao, 

° [' 

lim / 4>„(x)dx = 1. 

"- x /0 

Assim, nesse exemplo, 

lim / 4>„(x)dx ^ / lim <p„{x)dx, 

"-•W. Ja "-' 00 


embora lim 0„(.x) exisla e seja contfnuo. 

n—'X 

Nos Problenias de 15 a 18, indicamos como provar que a sequencia |0„(r)). definida pelas equates de (4) a (7), 
converge. 

15. Se 3fldy 6 contfnua no retangulo D. mostre que existe uma constante positiva K tal que 


l/(f.yi)-/(f.y2)| < A|yi ->21. (i) 

onde (r, V|) e (i,y : ) sao dois pontos em D com a mesma coordenada t. Essa desigualdade e conhecida como 
condi?3o de Lipschitz.® 

Sugestdo: niantenha t fixo e use o teorema do valor medio em/como fum,ao so de y. Escolha K como sendo 
o valor miiximo de l3//3yl em D. 

16. Se tp„ i(0 e <p„(t) sao elementos da sequencia |0„(f)|, use 0 resultado do Problema 15 para mostrar que 

|/[/.0.(O] -/[/.0»-t(OII £ K\<p n (i) - 0„ i(/)|. 

17. (a) Mostre que, se If! < li, entao 


I0i (01 < A/|f|, 

onde A/ d escolhido de modo que l/(r,y)l < M para (f,y) em /). 

(b) Use os resultados do Problema 16 e o item (a) deste problema para mostrar que 

A/A'|f| 2 

102 ( 0 - 0.(01 < ' ■ 


(c) Mostre, por induqao matenuitica. que 


MK n '\t\ n MK"-'h n 

10.(0 - 0 „-.(o| <-— <- 


ir. 


18. Note que 


0«(O = 0.(0 + 102(0 - 0,(01 + • • - + |0.(r) - 0/i—!(01* 


(a) Mostre que 

10.(01 < 10.(01 + 102(0 - 0.(01 + • •• + 10.(0 - 0.-i(OI- 


(b) Use os resultados do Problema 17 para mostrar que 


10.(01 < 


A/ 



(A7i) : 

2 ! 




w 

n! J ' 


(c) Mostre que a soma no item (b) converge quando n -* * e, portanto, a soma no item (a) lambent con¬ 
verge quandow —*■ “.Conclua,entao,que a sequencia (0„(/)| converge.jd que d a sequencia das somas 
parciais de uma serie convergente infinita. 


•'"Rudolf Lipschitz (1832-1903), professor da Universidade de Bonn por muitos anos, trabalhou em diversas areas da mate- 
mdtica. A desigualdade (i) pode substituir a hipdlese de continuidade de df/3y no Teorema 2.8.1; isso rcsulta em um teorema 
ligeiramente n.ais forte. 
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19. Vamos iratar. neste problems, a queslao de unicidade de soluqao para a equaqSo integral (3) 

0(0 = f f\s.4>(s)]ds. 

Jo 

(a) Suponha que 0 e 0 sao duas solu?oes da Eq. (3). Mostre que, para i > 0, 


0 ( 0 - 0(0 


= flfu 

Jo 


.v,0(.r)l -/|.v,0(5)])r/.v. 


(b) Mostre que 


10(0 - 0(0 I < f |/|*.0(J)1 -/(s,0(*)l|rf*. 

Jo 

(c) Use o resultado do Problems 15 para mostrar que 


10(0 - 0(O| 


,k[ 


10 (s) - 0(.r)| ds. 


onde K £ uma cota superior para 19/ ldy\ em D. Essa equaqao 6 igual a Eq. (30), e o resto da dcmonstraqao 
pode ser feita como indicado no texto. 


2.9 Equagoes de Diferengas de Primeira Ordem 

Enquanto um modelo continuo que leva a uma equaqao diferencial e ra/oavel e atraente para muitos 
problemas, existent alguns casos em que um modelo discrete pode ser mais natural. Por cxemplo, o mo¬ 
dule continuo para juros compostos usado na Seipio 2.3 e apenas uma aproxima<;ao do processo real, que 
e discreto. Analogamente. algumas vezes o crescimento populacional pode ser descrito de modo mais 
preciso por um modelo discreto, em ve/ de continuo. Isso 6 verdade, por excmplo. para espdcics cujas 
gera(,'oes nao sc sobrepoem e que se propagam a intervalos regulares, tais como cm epocas especdicas do 
ano. Entao a popula^ao v„., da especie no ano n + 1 e uma funqao de n c da populaqSo y„ do ano anterior, 
ou seja, 

y,,+i =/t«.y„). n = 0,1,2. (1) 

A Eq. (1) e chamada de cqua^ao de diferengas de primeira ordem. Ela £ de primeira ordem porque o 
valor de y„. ( depende do valor de y„. mas nao de valores anteriores, como y„.,.y„ ,, e assim por diante. 
Como para as equates diferenciais, a eqiuujao de diferengas (I) d linear se /for uma fun^ao linear de y„; 
caso contrario. ela e nao linear. Uma soluvao da equatpio de diferenqas (1) e uma sequencia de numeros 
y u .y„y : ,... que satisfazem a equaqao para cada //. Alem da equa<;ao de diferemjas, pode tambem haver 
uma condi^ao inicial 

yo = « (2) 

que forncce o valor do primeiro elemento da sequencia soluqao. 

Vamos supor, temporariamente, que a funqao /na Eq. (1) depende apenas de y„. mas nao de n. Nesse 
caso, 

v n +i =/(>’«). " = 0.1.2. (3) 

Se y 0 for dado, entao os elementos sucessivos da solutpio podem ser encontrados pela Eq. (3). Assim, 

yi =/(y o). 


y: =/(y i) =/l/(yo)l- 

A quantidade /[/(yo)l ^ chamada de segunda iterada da equa<;ao de diferenqas e 6, algumas vezes, deno- 
tada por P(y„). Analogamente, o terceiro iteradoy, £ dado por 

y 3 =/(y 2 )=/l/l/(y 0 )]}=/ 3 (yo). 

e assim por diante. Em geral, o n-dsimo iterado y„ £ 

y„ =/(y n -t) =/"(yu)- 
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Referimo-nos a esse procedimento como a iteracao da equagao de diferengas. E muitas vezes de inleresse 
primordial determinar o comportamento de y„ quando n —* »;em particular,saber sey„ tende a urn limite 
e, se for o caso, encontra-lo. 

Solugoes para as quais y„ tem o mesmo valor para todo n sao chamadas de solugoes de equilibrio. Elas 
tern, com frequencia, importancia especial, como no cstudo de equates diferenciais. Se existirem solu¬ 
tes de equilibrio podemos ach.1-las fazendo igual a y„ na Eq. (3) e resolvendo a equagao resultante 

.Vft =/(>’«) (4) 

para y„. 

Equagdes Lineares. Suponha que a populagao de determinada especie em uma dada regiao no ano n + 1 . 
denotada por y„. t , & um multiplo positivo p n da populagao y„ no ano //, ou seja, 

y n+x = p n y n . n = 0 , 1,2 . ( 5 ) 

Note que a taxa de reprodugao p„ pode variar de ano para ano. A equagao de diferengas (5) e linear e 
pode ser facilmente resolvida por iteragao. Obtemos 

y\ = Po.Vo, 

>'2 = Pi.V'i = Pi A).Vo. 

e.em geral, 

y n = Ai-t • • • A)>’o. // = 1.2. (6) 

Assim, se a populagao inicial y„ e dada,entao a populagao de cada geragao subsequente e determinada pela 
Eq. ( 6 ). Entbora, para um problema populacional. p„ seja intrinsecamente positivo. a solugao ( 6 ) lambem e 
valida se p„ for negative para alguns ou todos os valores de n. Note, no entanto. que se p n for zero para alguni 
n, entao y„., e todos os valores a seguir de y sao nulos; em outras palavras, a especie toma-se extinta. 

Se a taxa de reprodugao p„ tiver o mesmo valor p para todo n, entao a equagao de diferengas (5) lica 

v«+i — py„ (7) 

e sua solugao & 

v« = p".Vu. (8) 

A Eq. (7) tambem tem uma solugao de equilibrio, a saber. v„ - 0 para todo //, correspondendo ao valor 
inicial y„ = 0.0 comportamento limite de y„ e facil de determinar da Eq. ( 8 ). De fato. 


0 , 

lint y„ = y 0 . 

nao existc. 


sc |p| < 1; 
se p = 1; 
caso contrario 


(9) 


Em outras palavras, a solugSo de equilibrio y„ = 0 e assintoticamente estavel se Ipl < 1 e instavel se Ipl > 1. 

Vamos modilicar, agora, o modelo populacional representado pela Eq. (5) para incluir o efeito de 
imigragao ou emigragao. Se b„ 6 o aumento total da populagao no ano n devido a imigragao, entao a po¬ 
pulagao no ano ti + Ida soma dos aumentos devidos a reprodugao natural e a imigragao. Assim. 

y n+1 = py n + b n , n = 0,1,2. (10) 

onde estamos supondo, agora, que a taxa de reprodugao p e constante. Podemos resolver a Eq. (10) ite- 
rando como antes. Temos 

y\ = pyo + bo, 

yz = p(p>u + bo) + bi = p 2 v t ) + pb 0 + h |, 
yj = p(p\v 0 + pbo + b\ ) + 62 = P'\vo + P'bo + pb\ + 
e assim por diante. Em geral, obtemos 

n-\ 

y n = P n ya + p" l bp + • • • + pb n -2 + b/»-i = P n y» + Y. p" 1 'bj. (11) 

/=0 

Note que a primeira parcela na Eq. (11) representa os descendentes da populagao original, enquanto as 
outras parcelas representam a populagao no ano n resultante da imigragao em todos os anos precedentes. 
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No caso especial em que b„~ b i= 0 para todo n, a equa<;ao de diferent,as i 

>'n+i = P}’n 4- b, 

cuja solu<,-ao, pela Eq. (11), e 

)'n = p"yu + (l +/0 + p 2 + -- - + p n ~')b. 

Se p * 1. podemos escrever essa solugao na forma mais compacta 


.Vn = P >'l) + 


1 - p 


b. 


( 12 ) 

(13) 

(14) 


ondc, novamente, as duas parcclas na expressao a direita do sinal de igualdade representam os efeitos da 
popula<,ao original e da imigra?ao, respectivamente. Reescrevendo a Eq. (14) na forma 


>'„=/>” (yo + 


(15) 


fica mais evidente o comportamcnto de y„ a longo prazo. Segue da Eq. (15) que y„ -* bl( 1 - p) se \p\ < 1. 
Se \p\ > 1 ou se p = -1, entao y„ nao tern limite a menos que _v 0 = />/( 1 - p). A quantidade bl( I - p), para p 
# 1. e uma soluqao de equilfhrio da Eq. (12), como pode ser visto diretamente daquela equa^ao. E claro 
que a Eq. (14) nao e vdlida para p - 1. Para tratar esse caso. precisamos voltar a Eq. (13) e fazer p - 1 at. 
Segue que 


y„ = Vo + »b. 


(16) 


de modo que, nesse caso. v„ torna-se ilimitada quando n —* *. 

O mesmo modelo fornece. tambem, urn arcaboutjo para resolver muitos problemas de natureza linan- 
ceira. Em lais problemas. y„ e o saldo na conta no /i-esimo periodo de tempo. p„ = 1 + r„. onde r„ e a taxa 
de juros para aquele periodo. e b„ 6 a quantia depositada ou retirada. O exemplo a seguir e tfpico. 


EXEMPLO 

1 


Um recem-graduado da faculdade fa/ um emprestimo de R$ 10.000 para comprur um carro. Se a taxa dejurose 
de 12% ao ano. quais os pagamentos mensais necessarios para ele pagar o emprestimo em 4 anos? 

A equnqao de difercn<;us relevante e a Eq. (12). onde y„ e o saldo do emprestimo no /i-esimo mes, p - 1 + 
r. onde r i a taxa de juros mensal e h e o efeilo do pagamento mensal. Note que p = 1.01, correspondendo a 
uma taxa de juros de 1 % ao mes. Como pagamentos redu/em o saldo do emprestimo. b tern que ser negative: 
o pagamento de fato e l/»l. 

A soluijao da cqua^ao de diferemjas (12) com esse valor de p e a condi^ao inicial >•„ = 10.000 <S dada pela Eq. 
(15).ou seja. 

y„ = ( 1.01)" (10.000 + MXJ b) - 1006. (17) 

O pagamento b neccssario para que o emprestimo seja pago em 4 anos e encontrado fazendo-se >•„ = 0 e resol- 
vendo para b. lsso nos da 

( 1 . 01 )" 

b = -10O ‘ ' ■■ = -263.34. (18) 

( 1 . 01 )**- 1 

O pagamento total do emprestimo <5 48 ve/es 161, ou RS12.640.32. Desse total. RS10.000 sao o pagamento do 
principal e os RS2.640.32 restantes correspondent aos juros. 


Equaqdes Nao Lineares. Equates de diferenqas nao lineares sao muito mais complicadas e tern solutes 
muito mais variadas do que as equaqoes lineares. Vamos restringir nossa atenijao a uma unica equa<,ao, a 
equa<;ao de diferemjas logistica 


.V/i+l — py» (l ^ ) ’ (19) 

que e analoga a cquaqao diferencial logistica 



discutida na Seijao 2.5. Note que se a derivada eiy/t/t na Eq. (20) for substituida pela diferen<;a (y„., -y„)lh, 
entao a Eq. (20) se reduz d Eq. (19) com p = l + /ire*=(l+ hr)Klhr. Para simplificar a Eq. (19) um pouco 
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mais, podemos fazer uma mudanga de escala na varied y„ dcfinindo uma nova varidvel it„ = yjk. Entao 
a Eq. (19) fica 

u„+i = pu n (\ - u„), (21) 


onde p £ um parametro positivo. 

Comegamos nossa investigagao da Eq. (21) procurando as solutes de equilibrio. ou constantes. Elas 
podem ser encontradas igualando-se a u„ na Eq. (21), o que corresponde a fazer dyUlt igual a zero na 
Eq. (20). A equagSo resultante 6 

u„ = pit,, - pu 2 „, (22) 


de modo que as solugdes de equilibrio da Eq. (21) sao 


tin = 0, 


tin = 


P ~ 1 
P 


(23) 


A prdxima pergunta d se as solugoes de equilibrio sao assintoticamente estaveis ou instriveis. Ou seja, 
para uma condigao inicial prdxima a uma das solugoes de equilibrio, a sequencia solugao resultante se 
aproxima ou se afasta da solugao de equilibrio? Um modo de examinar essa questao e aproximar a Eq. 
(21) por uma equagao linear na vizinhanga de uma solugao de equilibrio. For exemplo, proximo a solu¬ 
gao de equilibrio u„ = 0 a quantidade u „ 2 e pequena, comparada a /<„, logo podemos supor desprez.ivcl a 
parcela quadratica na Eq. (21) em comparagao com as parcelas lineares. Isso nos deixa com uma equagao 
de diferengas linear 


Mfl-t-t = pu„. (24) 

que c, presume-se, uma boa aproximagao para a Eq. (21) para u„ sulicientemente proximo de zero. No 
entanto, a Eq. (24) e igual it Eq. (7) e ja concluimos, na Eq. (9), que u„ — 0 quando n-*3tsee somente 
sc Ipl < 1 ou (como p tern que ser positivo) se 0 < p < 1. Assim, a solugao de equilibrio u„ - 0 e assintotica¬ 
mente estdvel para a aproximagao linear (24) para esse conjunto de valores de p. logo concluimos que e. 
tambem, assintoticamente estavel para a equagao nao linear completa (21). Essa condusao esta correta, 
embora nosso argumento nao esteja complclo. O que esta faltando e um teorema que diz que as solugoes 
da cquagiio nao linear (21) se pareceni com as da equagao linear (24) prdximas it solugao de equilibrio 
u„ = 0. Nao vamos disculir essa questao aqui; a mesma questao e tratada, para equates difercnciais, na 
Seg3o 9.3. 

Vamos considerar agora a outra solugao de equilibrio ti„ = (p - 1)/ p. Para estudar solugoes em uma 
vizinhanga desse ponto, escrevemos 

_ P 1 | 

tin - —— + IV.. (25) 

onde supomos que t’„ 6 pequeno. Substituindo a Eq. (25) na Eq. (21) e simplilicando a cquagiio resultante, 
obtemos, ao final, 

tVi+1 = (2 - p) I',. — pv~. ( 25 ) 

Como e pequeno, desprezamos novamente o terrno quadratico em comparagao com os lineares e ob¬ 
temos, assim, a equagao linear 

I’/i+i = (2 - p)v„. ( 27 ) 

Referindo-nos, mais uma vez, a Eq. (9), vemos que t'„ —* 0 quando n —» 30 para 12 - pi < I, isso e, 1 < p < 
3. Portanto, concluimos que, para esse conjunto de valores de p, a solugao de equilibrio u„ = (p- 1)/ p e 
assintoticamente estavel. 

A Figura 2.9.1 content os griificos das solugoes da Eq. (21) para p = 0,8, p = 1,5 e p = 2,8, respectiva- 
mente. Observe que a solugao converge para zero quando p = 0.8 e converge para a solugao de equilibrio 
diferente de zero quando p = 1,5 e p = 2,8. A convergence e monotona para p - 0,8 e p = 1,5, e £ oscila- 
toria para p = 2,8. Embora estejam ilustrados os grdficos para condigoes iniciais particulars, os graficos 
para outras condigoes iniciais sao semelhantes. 

Outra maneira de apresentar a solugao de uma equagao de diferengas estd ilustrada na Fig. 2.9.2. Em 
cada parte dessa figura aparecem os grdficos da pardbola y = p.v(l -x) e da reta y = .v. As solugoes de equi¬ 
librio correspondent aos pontos de intersegao dessas duas curvas. O gr^fico linear por paries, consistindo 
em segmentos de retas verticals e horizontais sucessivos, 6 chamado algumas vezes de diagrama-escada, 
e representa a sequencia solugSo. A sequencia comega no ponto u 0 no eixo dos x. O segmento de reta 
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vertical desenhado em «„ ate a pardbola corresponde ai) calculo de pti u { 1 - u 0 ) = u,. Esse valor £ transfe- 
rido, entao, do eixo dos v para o eixo dos x\ esse passo e representado pelo segmento de reta horizontal 
da parabola d reta y = .v. O processo e, entao, repetido indefinidamente. E claro que a sequencia converge 
para a origem na Figura 2.92a e para a solugao de equilibrio nao nula nos dois outros casos. 




FIGURA 2.9.2 Iterados de = p«„(l - /<„)■ (a) P = 0.8; ( b) p = 1.5; (c) p = 2,8. 

Para resumir nossos resultados at<5 agora: a equa^Sodediferenqas (21) tem duas soluqoesde equilibrio, 
h, = 0c u„ = (p - 1 )lp: a primeira £ assintoticamente estdvel para 0 < p< 1 e a segunda £ assintoticamente 
estdvel para 1 < p < 3. Quando p = 1. as duas solutes de equilibrio coincident em u = 0; pode-se mostrar 
que essa soluqao £ assintoticamente estdvel. O parametro p na Figura 2.9.3 esta no eixo horizontal e it no 
eixo vertical. Estao ilustradas as solu<;des de equilibrio u = 0 e u = (p - 1 )/p. Os intervalos em que cada 
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uma dclas 6 estavel estao indicados pdas partes sblidas das curvas. Ha uma mudanca de estabilidade de 
uma solu^ao de equilfbrio para a outra. 



FIGURA 2.9.3 Mudanca de estabilidade para = pit n ( 1 - u n ). 


Para p > 3, nenhuma das soliujoes de equilfbrio e estavel, e as soluqoes da Eq. (21) exibem complexi- 
dade cada vez maior quando p aumenta. Para p um pouco maior do que 3. a sequencia u„ aproxima-se 
rapidamente de uma oscilaqao estaciondria de perfodo 2, isso d. u„ oscila entre dois valores distintos. A 
Fig. 2.9.4 mostra a soluqao para p - 3,2. Para n maior do quo cerca de 20 os valores da soliujao se alternam 



10 20 30 40 n 

(a) 



FIGURA 2.9.4 Uma soIu<;ao de = p« n (l - u„) para p = 3.2; perfodo 2. (a) it„ cm fun?ao de tv, ( b ) um ciclo 
de perfodo 2. 
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entre 0,5130 c 0,7995.0 grafico foi feito para a condiqao inicial particular u n = 0.3. mas 6 semelhante para 
todos os outros valores iniciais entre 0 e 1. A Figura 2.9.4/) tamWm mostra a mesma oscilaqao estaciona- 
ria como um caminho retangular percorrido repetidamente no sentido horario. 

Para p aproximadamente igual a 3,449, cada estado na oscilaqao de periodo 2 se divide em dois estados 
distintos e a soluqao torna-se pcriddica com periodo 4; veja a Fig. 2.9.5. que mostra uma soluqao de pert- 
odo quatro para p - 3,5. Quando p continua crescendo, aparecem solutes periddicas com pen'odos 8,16, 
...A apariqao de uma nova soluq&o em um determinado valor do parametro e chamada de bifurcuqao. 

Os valores de p nos quais ocorrem as sucessivas duplicates de periodo tendem a um limite que e 
aproximadamente igual a 3,57. Para p > 3,57, as solutes possucm alguma regularidade mas nao da para 
discernir um padrao detalhado para a maioria dos valores de p. Por exemplo, a Fig. 2.9.6 mostra uma solu- 
t»o para p = 3,65. Ela oscila entre 0,3 e 0.9 aproximadamente. mas sua estrulura mais tina e imprevisfvel. 
A expressao cadticu e usada para descrever essa situaqao. Uma das caracteristicas de solutes cadticas 
e sua extrema sensibilidade &s condiqoes iniciais. Isso esta ilustrado na Fig. 2.9.7, onde aparecem duas 
soluqoes da Eq. (21) para p = 3,65. Uma soluqSo e a mesma que aparece na Fig. 2.9.6 e tern valor inicial 
u„ = 0,3, enquanto a outra soluqao tern valor inicial u {) = 0,305. Por aproximadamente 15 iteraqoes as duas 
solutes permanecem proxinias e sao diftceis de distinguir uma da outra na figura. Depois disso, embora 
elas continuem circulando aproximadamente no mesmo conjunto de valores, seus graficos sao bem difc- 
rentes. Certamente nao seria possivel usar uma dessas soluqoes para estimar o valor da outra para valores 
de n maiores do que cerca de 15. 



FIGURA 2.9.5 Uma soluqao de = p«„(l - u„) para p = 3,5; periodo 4. (a) u„ em funqiio de n; (6) um ciclo 
de periodo 4. 

Apenas nos ultimos anos e que as soluqoes cadticas de equaqoes de diferenqas e diferenciais tornaram- 
se amplamente conhecidas. A Eq. (20) foi um dos primeiros exemplos de caos matematico a ser encontra- 
do e estudado em delalhe, por Robert May :i em 1974. Baseado em sua analise dessa equaqao como um 


JI R. M. May, “Biological Populations with Nonoverlapping Generations: Stable Points, Stable Cycles, and Chaos", Science 
/86(1974) pp. 645-647; "Biological Populations Obeying Difference Equations: Stable Points, Stable Cycles, and Chaos", 
Journal of Theoretical biology 51 (1975) pp. 511-524. 
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modclo para a populaqao de detcrminada especie de inseto. May sugeriu que.se a taxa de crescimento p£ 
grande demais,serd impossfvel fazer provisoes efetivas em longo prazo sohre essas populates de insetos. 
A ocorrfincia de soluijoes caoticas em problemas simples estimulou uma enorme quantidade dc pesquisa 
em anos recentes, mas muitas perguntas permanecem sem resposla. E cada vez mais claro, no entanto, 
que soluqoes caoticas sdo muito mais comuns do que se suspeitava inicialmenle, e podem fazer parte da 
investigaqao de um amplo leque de fendmenos. 



FIGURA 2.9.6 Uma soluqaoden„, = pit„( 1 -//,) para p FIGURA 2.9.7 Duas solutes de -u„) para /> = 3,65; u„ 

= 3.65; uma soluyao cndtica. = 0.3 e //„ = 0.305. 


PROBLEMAS 


Em cada um dos problemas de 1 a 6. rcsolva a cquaqao de diferenyas dada em funyao do valor inicial y„. Des- 
creva o comportamento da soliujao quando n —* *. 


I. y„ T | = —0.9y„ 

i /« + 1 

3 - v -' = vW' 


2. 

4. 


//+ 1 
“ ii + 2 V ‘ 


5. y„.i = 0,5.v„ + 6 6. y„*i = -0.5y„ + 6 

7. Encontre o rendimentoefetivoanual de uma conta banc^ria que paga juros a uma taxa de 7% at) anocom- 
posta diariamcnte, isto e. encontre a razao da diferenija entre os saldos final e inicial dividida pelo saldo 
inicial. 

8. Um investidor deposita R$ 1.000.00 em uma conta que rendc juros de 8% ao ano compostos mensalmente 
e faz. tamb^m, depdsitos adicionais de R$25,00 por mes. Encontre o saldo na conta aptSs 3 anos. 

9. Um recem-formado faz um emprestimo de R$8.0(X),00 para comprar um carro. O emprestimo e fcito com 
juros anuais de 10%. Que taxa de pagamento mensal e necessdria para liquidar o emprestimo em 3 anos? 
Compare seu resultado com o do Problema 9 da Seqao 2.3. 

10. Uma pessoa deseja comprar um imovel com financiamento de RSIOO.OOO.OO para ser pago em 30 anos. 
Oual o pagamento mensal necessdrio se a taxa de juros anual d (a) 9%. (b) 10%. (c) 12%? 

11. Uma pessoa recebe um financiamento de R$1()0.(X)0.00 para comprar um imovel com taxa de juros anuais 
de 9%. Qual o pagamento mensal necessdrio para quitar o emprestimo em 30 anos? E em 20 anos? Qual 
a quantia total paga em cada um desses casos? 

12. Se a taxa de juros, em um financiamento de 20 anos. permanece fixa em 10% e se um pagamento mensal de 
R$ 1.000,00 d o mdximo que o comprador pode pagar, qual o emprestimo mdximo que pode ser feito sob 
essas condiqdes? 

13. Uma pessoa gostaria de comprar um imbvel com financiamento de RS95.000.00 pagdvel em 20 anos. 
Qual a maior taxa de juros que o comprador pode pagar se os pagamentos mensais ndo podem exceder 
RS900,00? 
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A Equaqao de Difcrenqas Logistics. Os Problemas de 14 a 19 tratam da equaqao de diferenqas (21). it,.., = 

pu„( 1 -u„). 

14. Faqa os detalhes para a analise de estabilidade linear da soluqao de equilfbrio «„ = (p- \)l t < isio e. deduza 
a equaqao de diferengas (26) no texto para a perturbaqiio v„. 

15. (a) Para p = 3,2, faqa o gratico ou calcule a soluqao da equaqao logfstica (21) para diversas condiqocs ini¬ 

tials, por exemplo, //„ = 0,2; 0.4; 0.6 e 0.8. Observe que em cada caso a soluqao se aproxima de iima 
oscilaqao estacionaria entre os mesmos dois valores. Isso ilustra que o comportamento em longo pra- 
zo da soluqao e independente do valor inicial. 

(b) Faqa calculos semelhantes e verilique que a nature/a da soluqao para n grande e independente da 
condiqao inicial para outros valores de p.como 2.6; 2,8 e 3,4. 

16. Suponha que p > I na Eq. (21). 

(a) Desenhe um diagrama-escadu qualitativamente correto mostrando. assim, que se u„ < 0. entao u -*■ 
-* quando n —► *. 

(b) De maneira analogs.determineoque acontece quando n-»*se u„> I. 

4fr* 17. As soluqoes da Eq. (21) mudam de sequences convergenies para oscilaqoes periodicas de periodo dois 
quando o parametro p passa pelo valor 3. Para ver mais claramenle como isso ocorre. cfetue os calculos 
indicados a seguir. 

(a) Faqa o griifico ou calcule a soluqao para p - 2.9; 2,95 e 2.99, respectivamcnte. usando um valor inicial 
K, de sua escolha no intervale (0. 1). Estinte. em cada caso, quanias iteraqdes sao neeessarias para a 
soluqao tornar-se "ntuito proxima" do valor limite. Use qualquer interpretaqao conveniente para o 
significado de "ntuito proxima” na frase anterior. 

(b) Faqa o grtilico ou calcule a soluqao para p - 3.01; 3.05 e 3.1, respectivamcnte. usando a mesma con¬ 
diqao inicial do item (at Estinte. em cada caso. quantas iteraqdes sao neeessarias para se atingir uma 
soluqao estado estaeionario. Eneontre ou estinte. lambent, os dois valores na oscilaqao estado estacio- 
nario. 

18. C'alculando ou lazendo o gratico da soluqao da Eq. (21) para valores diferentes de p. estinte o valor de p 
para o qual a soluqao ntuda de unta oscilaqao de periodo dois para uma de periodo quatro. De ntodo ana 
logo, estinte o valor de p para o qual a soluqao muda de periodo quatro para periodo oito. 

19. Seja p k o valor de p para o qual a soluqao da Eq. (21) ntuda do periodo 2* 1 para o periodo 2*. Entao, como 
observado no texto. p = 3. p. = 3.449 e p, s 3.544. 

(a) Usando esses valores para p,.p : e p„ ou os que vote encontrou no Problema 18.calcule (p. - p, )/(/>, - p ; ). 

(b) Seja <5,, = (p„ - p, ,)/(/>„ - p„). Foi dentottstnido que li„ tende a um limite <i quando n — *, onde fi 
4.6692 e conhecido como mimero de Feigenbaum.Determine a diferenqa perccnlual entre o valor 
limite & e A.,como caleulado no item (a) 

(e) Suponha que <5. - f> e use essa relaqao para estimar p 4 , o valor vie p para o qu.tl aparcccnt soluqoes de 
periodo 16. 

(d) Fa/endo o gratico ou calculando soluqoes proxintas para o valor de p 4 eneontrado nvt item (c), tente 
deteetar a apariqSo de uma soluqao de periodo 16. 

(e) Observe que 

A. = P\ + IP: — Pi ) + (p.t - P’) 4- • • • + <p„ - p„ 11. 

Supondo que (p 4 - />,) - (p, - p,)5 (p, - p 4 ) = (p, - p ; )S e assim por diante, expresse p„ comvr uma soma 
geometrica. Depois eneontre o limite de p„ quando n -» Isso e ; uma estimativa do valor de p no qual 
conteqa a aparecer um comportamento cavilico na soluqao da equaqao logistica (21). 


PROBLEMAS Problemas Variados. Uma das difieuldades em resolver equaqoes de printeira ordem e que existent diversos 

■- metodos de resoluqao, cada uni dos quais podendo ser usado em certos tipos de equaqv’tes. Pode-se levar algum 

tempo para se adquirir experiencia ent eseolher o nietodo ntelhor para uma equaqao. Os 32 primeiros proble- 


l: Esse resultado para a equaqao de diferenqas logistica foi descoberto por Mitchell Feigenbaum (1944- ) em agosto de 1975, 
enquantvi trabalhava no 1 .aboratorio National vie Los Alamos. Em um espaqo de alguntas poucas semanas ele estabelceeu 
que o mesmo valor limite aparcce lambent em uma grande classe de equaqoes de diferenqas com duplicaqSo vie periodos. 
Feigenbaum, que tern doutorado em fisica pelo M.I.T. (Instituto de Tccnologia de Massachussets), trabalha atualmenle na 
Universidade Rockefeller. 
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mas a seguir sao apresentados de modo que voce obienha alguma pratica na identifica?ao do nuhodo ou meto- 
dos aplicdvcis a uma equa?ao dada. Os problemas rcstantes envolvem certos tipos de equa;des que podem ser 
resolvidos por metodos especializados. 

Em cada urn dos Problemas de 1 a 32. resolva a equa^ao diferencial. Se for dada uma condi?ao inicial, encontre, 
tambem. a solutjao que a satisfaz. 


dy _ x 3 - 2y 
dx 


3. $- 


x 

Zt + y 


dx 3 + 3y 2 — x 

. dy _ Zry + y 2 -!- 1 
dx x 2 + Zty 

dy _ 4x’ + 1 


y(0) = 0 


dx y( 2 + 3y) 

dy _ lxy+l 
dx x 2 4- 2v 

11. (x 1 +y)dx + (x + e>)dy = i) 

13. d -f = l 4- Zr 4- y 2 4- Zrv 2 
dx 

dy 

15. if + \)JL=y-y? 
dx 

17. ^ =r u +3y 
dx 

19 dy _ 3.v 2 - 2y — y 3 
' dx lx + 3xy 2 

21. ‘ll + 2E±pLzl L + 0 

dx 3.r- + 4xy 4- 3y- 
dv 

23. /-f- + (f + 1)v = e 21 

dt 


^ dy _ 1 + cosx 
dx 2-seny 

dy 

4. — = 3 — 6x 4- y - 2 xy 
dx 

b. x^f+xy =\ - y, v( 1) = 0 
dx 

0 dy senx 

8. x-f+2y= -, y(2) = 1 

dx x 


10. (x 2 y 4- xy - y) dx 4- (x 2 y - Zr) dy = 0 

,, dy 1 

12. ——I- y = -- 

dx 1 + e> 

14. (x + y) dx + (x + 2y) dy = 0. y(2) = 3 

dy e~ x cos y — e h cos x 
16. — = 


dx -e~ x seny 4- 2e'-' senx 

18. ‘If+2 y = e- jrJ - lt . v(0) = 3 
dx 

20 . y = e'+y 

22. - 7 - = - *-»-■ 

dx y- 4-1 

24. 2 sen v senx cos x dx + cos v sen' x dv = 0 


25 . 

V y x 2 + y 2 / \x 2 +y 2 y-) 


26. xy' = y 4- xe' /x 
28. (2y + 3x) dx = —x dy 

30. (3y 2 4- Zvy) dx - (Zry 4- x 2 ) dy = 0 

32. xy' +y -yV 1 =0, y(l) = 2 

33. Equates de Kiccati. A equaqao 


27 — = — 

‘ dx x 2 y 4- y 3 

„ </y x + y 

29. -p- =-- 

</x x - y 


</y ^ 3x 2 y + y 2 
r/x Zr 3 4- 3xy 


Y = q,U) + d'AOy + q*(t)y 2 


j Sugesttio: Defina u = x 2 . 


y(l) = -2 


£ conhecida como equaqao de Riccati. 23 Suponha que £ conhecida alguma soluqao particular y, desta equa- 
?ao. Uma soluqao mais geral contendo uma constante arbitraria pode ser obtida pela substitui^ao 

y-yM + ~. 


:l O nome equates de Riccati 6 cm homenagem a Jacopo Francesco Riccati (1676-1754). um nobre de Veneza que rejeitou 
propostas de universidades na India, na Austria e na Russia para fazer seus estudos matematicos com privacidadc cm casa. 
Riccati estudou extensivamente essas equates: no entanto, o resultado enunciado ncste problema foi dcscoberto por Euler 
(em 1760). 
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Moslre que v(t) satisfaz a equagao linear de primeira ordem 

dv 

— = -(q 2 + 2q } y,)v -q } . 

Note que v(t) vai conter uma linica constante arbilraria. 

34. Usando o mdtodo do Problema 33 e a solugao particular dada, resolva cada uma das equagoes de Riccati 
a seguir: 


(a) / = 1 -2ty + y*\ yi(/) = r 


(b) v' = ~ 4-y 2 : vi(f) = 

dy 2 cos 2 I - sen’’ I 4- v 2 

(c) i: =-,--: 

dl 2 cos/ 


1 

l 

= sent 


35. A propagagao de uma linica agao em uma populagao grande (por exemplo. motoristas ligando os farbis ao 
por do sol) muitas vezes depende parcialmente de circunstancias extemas (o escurecer) e parcialmente de 
uma tendencia de imitar os outros que ja executaram a agao em questao. Nesse caso. a proporgao y(i ) de 
pessoas que ja executaram a agao pode ser descrita :J pela equagao 


dy/dt = (l - y)[.t(f) 4- 6y). (i) 

onde x(t) mede o estimulo externo e b e o coeficiente de imitagao. 

(a) Note que a Eq. (i) uma equagao de Riccati e que v,(/) = I e uma solug3o. Use a transformagao suge- 
rida no Problema 33 e encontre a equagao linear satisfeita por v(t). 

(b) Encontre t•(/) no caso em que ,v(f) = at. onde a b constante. Deixe sua resposla em forma integral. 

Algumas Equagoes de Segunda Ordem Especiais. Equagoes de segunda ordem envolvem a derivada segunda 
de uma fungiiodesconhecida e tern a forma geral y" = f(t,y\y'). Em geral tais equagoes nao podem ser resolvi- 
das por metodos projetados para equagoes de primeira rrrdem. No entanto. existem dois tipos de cquagbes de 
segunda ordem que podem ser transformados em equagoes de primeira ordem por uma mudanga de varidvel 
apropriada. As equagoes resultantes podem ser resolvidas, algumas vezes. pelos metodos apresentados neste 
capftulo. Os Problemas de 36 a 51 tratam desses npos de equagoes. 

Equagoes sen) a Variavel Dependente. Para uma equagao diferencial de segunda ordem da forma y" = / (t.y'). 
a substituigao v = y\ v‘ = y" leva a uma equagao de primeira ordem da forma v' = f(t. u). Se essa equagao puder 
ser resolvida para i\ entao y pode ser obtida integrando-se dy/dt = u. Ao resolver a equagao de primeira ordem 
para v obtem-se uma constante arbitraria. e uma segunda constante e obtida na integragao para encontrar y. 
Em cada urn dos Problemas de 36 a 41. use essa substituigao para resolver a equagao dada. 

36. ry" + 2// —1=0, / > 0 37. ty” + y' =1. t > () 

38. y" + t(y') 2 = () 39. 2ry" + (>■’)’ = 2ty', t > 0 

40. y" 4- y = f-' 41 . rV = (y') : , t > 0 


Equagoes sem a Variavel Independente. Oonsidere equagoes difereneiais de segunda ordem da forma y" = / 
(y. v‘). na qual a variavel independente t nao aparece cxplicitamente. Se definirmos e = y\ obtemos dvldl = / 
(y, v). Como a expressat) ^ direita do sinal de igualdade depende de y e u,em vez de t e v ,essa equagao contem 
variaveis demais. No entanto. se pensarmos em y como sendo a varidvel independente. pela regra da cadeia 
temos dvldt = (dvldy)(dyldt) = v(dvldy). Portanto. a equagao diferencial original pode ser escrita como v(dvldy) = 
f(y, u). Se essa equagao de primeira ordem puder ser resolvida. obtemos v como fungao de y. Entao podemos 
obter uma relagao cntre y e t resolvendo dy/dt = r(y). que e uma equagao separavel. Novamente, o resultado 
final contem duas conslantes arbitrarias. Em cada urn dos Problemas de 42 a 47, use esse mbtodo para resolver 
a equagao diferencial dada. 

42. yy" 4- (y') 2 = 0 43. y” 4- y = 0 

44. y* 4- y(y') 3 = 0 45. 2v’y'' + 2y(y') 2 = 1 

46. yy" — (y') J = 0 47. y" 4- (y') J = 2e y 

Sugestao; no Problema 47 a equagao transformada e uma equagao de Bernoulli. Veja o Problema 27 na Segao 
2.4. 


: ‘Veja Anatol Rapoporl, "Contribution of the Mathematical Theory of Mass Behavior: I. Hie Propagation of Single Acts . 
Bulletin of Mathematical lliophysics /-/(1952) 159-169 e John Z. Hearon,"Note on the Theory of Mass Behavior - , Bulletin of 
Mathematical Biophysics 77(1955)7-13. 
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Em cada urn dos Problemas de 48 atd 51, resolva o problema de valor inicial dado usando os metodos dos 
Problemas de 36 a 47. 

48. y'y" = 2, y(0) = 1, /(O) = 2 

49. y" - 3 y 2 = 0, >-(0) = 2, /(0) = 4 

50. (1 + t 2 )y" + 2ty' + 3r 2 = 0, y(l) = 2, /(l) =-1 

51. y'y" -t = 0, >-(1) = 2, /(l) = 1 
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3 

Equagoes Lineares de 
Segunda Ordem 

Equates lineares de segunda ordem tem uma importancia crucial no estudo de equates difcrenciais 
por duas razoes principals. A primeira c* que equates lineares tem uma estrutura teorica rica. suhjacente 
a diversos metodos sistematicos de resolu^ao. Alem disso. uma parte substantial dessa estrutura e desses 
metodos e compreensfvel em urn nivel matematico relativamente elementar. Para apresentar as ideias 
fundamentals em um contexto o mais simples possivel vamos descreve-las neste capitulo para equates 
de segunda ordem. Outra razao para estudar equates lineares de segunda ordem e que elas sao essen¬ 
tials para qualquer invcstiga<;ao stria das areas classicas da ftsica malematica. Niio se pode progredir 
muito no estudo de mecanica dos lluidos. condu<;ao de calor. movimento ondulatdrio ou fenomenos ele- 
tromagneticos sem esbarrar na ncccssidade de resolver equates difcrenciais lineares de segunda ordem. 
Como exemplo. vamos discutir oscilaijoes de alguns sistemas mecanicos e cletricos basicos no final deste 
capitulo. 


3.1 Equagoes Homogeneas com Coeficientes Constantes 


Uma equaqao diferencial de segunda ordem lem a forma 


,r-y 



(I) 


onde/e alguma fun^ao dada. Em geral.denotaremos a variavel independente por /.jii que o tempo 6 ,com 
frequencia. a variavel independente em fenomenos fisicos. mas, algumas vez.es, usaremos x em seu lugar. 
Usaremos y ou, ocasionalmente, outra letra para denotar a variavel dependenle. A Eq. (1) c 5 dita linear 
se a fun^ao / tem a forma 


./ dv\ dy 

f (f.y. -j t j = 8(0 - p(0^ - <KOy> (2) 

ou seja, se /e linear em y e dyldt. Na Eq. (2 ).g.p e </ sao fun^dcs especificadas da variavel independente 
l. mas nao dependent de y. Nesse caso. reescrevemos a Eq. (1), em geral. como 


y" +pU)y' + q(t)y = g(t). 


(3) 


onde a linha denota diferenciaqao em relaqao a l. No lugar da Eq. (3) encontramos, com frequencia, a 
equaqao 

P(t)y" + Q(Oy + R(Oy = G(t ). (4) 


E claro que, se P(t) * 0, podemos dividir a Eq. (4) por P(f), obtendo, assim. a Eq. (3) com 


p(t) = 


QU) 

Pit)' 


< 7(0 = 


R(t) 

P(t)' 


G(t) 
g(t) ~ P(t) 


(5) 
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Ao discutir a Eq. (3) e tcntar resoIvS-la, vamos nos restringir a intervalos nos quais as funtes p.q e g 
scjam contfnuas.' 

Se a Eq. (1) nao for da forma (3) ou (4).entao ela <5 dita nao linear. Investigates analiticas de equa¬ 
tes nao lineares sao relativamente dificeis. de modo que teremos pouco a dizer sobre elas neste livro. 
Abordagens numdricas ou geomelricas sao. frequentemente, mais apropriadas, e sao discutidas nos Ca- 
pitulos 8 e 9. 

Urn problema de valor inicial consiste em uma equate diferencial, como a Eq. (1). (3) ou (4), junto 
com um par de condi;5es iniciais 

yuo) = yo, y'(to) = yo. (6) 

ondc e yj, sao numeros dados que descrevem os valores de y e de y' no ponto inicial r„. Note que as con- 
di?oes iniciais para uma equaqao de segunda ordem nao indicant, apenas. um ponto particular (f 0 .>' 0 ) que 
tern que pertencer ao gnifico da solute, mas, tambem, o coeficiente angular y'„ da reta tangente ao grafico 
naqucle ponto. E razoSvel esperar que sejant necessitous duas condi§5es iniciais para uma equate de 
segunda ordem, jd que.grosso modo , precisa-se de duas integrates para se encontrar a soluqao, e cada 
integrate introduz uma constante arbitraria. Presume-se que duas condiqoes iniciais serao suticientes 
para a determinate dos valores dessas duas constantes. 

Uma equate linear de segunda ordem e dita homogenea se a funto g(i) na Eq. (3). ou G(f) na Eq. 
(4). for igual a zero para todo t. Caso contrario, a equate e dita nan homogenea. Em consequencia, a 
funto j?(0, ou G(t). d chamada, muitas vezes, de termo nao homogfineo. Vamos come^ar nossa discussao 
com equates homogeneas, que escreveremos na forma 

P(t)y" + QU)y' + A’fOy = 0. (7) 

Mais tarde. nas Seqdes 3.5 c 3.6, mostraremos que uma vez resolvida a equaqao homogenea sempre e 
possfvcl resolver a equa?ao nao homogenea correspondente (4) ou, pelo inenos.expressar sua soluto em 
funto de unta integral. Assim. o problema de resolver a equa^ao homogenea e o ntais fundamental. 

Vamos concentrar nossa a lento, neste capitulo, a equates nas quais as f undoes P.Q e K sao constan¬ 
tes. Ncsse caso, a Eq. (7) toma-se 

ay" + by' + cy = 0, (8) 

onde a, b e c sao constantes dadas. Acontece que a Eq. (8) sempre pode ser facilmente resolvida em ter- 
mos das fun?6es elementares do Cdlculo. Por oulro lado.e niuito ntais dificil.em geral. resolver a Eq. (7) 
se os coeficientes nao forem constantes, e vamos adiar um tratamento desse caso ate o Capitulo 5. Antes 
de atacar a Eq. (8). vamos adquirir alguma experiencia analisando um cxemplo simples, mas, de certa 
forma, tfpico. 


EXEMPLO 

1 


Resolva a equa^ao 

y" " >' = (9) 

e encontrc, tambem. a soluto que satisfaz as conditcs iniciais 

y(0) = 2. y'(0) = — 1. (10) 

Note que a Eq. (9) e simplesmente a Eq. (8) com a = l, b = 0 e c = -I. Em outras palavras, a Eq. (9) diz que 
procuramos uma funto com a propriedade de que a derivada segunda da funto e igual a ela mesnta. Alguma 
das funtes que voce estudou em Calculo tern essa propriedade? Um pouco de rellexao produzira, provavelmen- 
le. pelo ntenos uma dessas funt es > a saber, a funto e.xponencial y t (r) - <•'. Lint pouco mais de reflexao poderia 
produzir, tambem, uma segunda funt°,y:(0 = c '. Um pouco de experimentato revela que miiltiplos constantes 
dessas duas solutes tambem sao solutes. Por'exemplo, as funtes 2c 1 c5e' lam hem satisfazem a equat<> dife¬ 
rencial (9), como voce pode verilicar calculando suas derivadas segundas. Da mesma forma, as fun^des c,y,(/) = 
CiC* c CiV 2 (/) = c,e‘ satisfazem a equato diferencial (9) para todos os valores das constantes c, e c ; . 

A seguir, e fundamental que se note que a soma de duas solutes quaisquer da Eq. (9) tambem d uma solu¬ 
to. Em particular, conto c L v,(0 e c 1 >’ 2 (/) sao solutes da Eq. (9), a funto 

y = CiyiU) -I- C 2 ,V' 2(0 = c\P + c 2 e~' (II) 


'Hit um tratamcnlo correspondente para equa(dcs lineares de ordem mais alta no Capitulo 4. Se quiser. voce pode ler as 
paries apropriadas do Capitulo 4 em paralelo com o Capitulo 3. 
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tambem e solugao, quaisquer que sejam os valorcs de c, e c ; . Mais uma vez, isso pode ser vcrificado calculando- 
se a derivada segunda y" a parlir da Eq. (11). Temos y' = c,e' - c,e -» e y" = Cl e' + c,r'; logo, v" d igual ayea Eq. 
(9) d satisfeita. 

Vamos resuniir o que fizemos ate agora neste exemplo. Uma vez observado que as fungoes y,(r) = e' e 
>':(/) = e ' sao solugoes da Eq. (9), segue que a combinagao linear geral (11) dessas fungfles tambem e solugao. 
Como os coeficientes c, e c, na Eq. (11) sao arbitririos.essa exprcssao representa uma familia infinita de solu- 
g6es da equagao diferencial (9). 

Vamos considerar, agora, como escolher um elemento particular dessa familia infinita de so I u goes que sa- 
tisfaga, tambem, o conjunto dado de condigoes inieiais (10). Em outras palavras, procuramos uma solugao cujo 
graficocontenha oponto(0.2)e tenha reta tangente nesse pontocom coeficiente angular-1. Primeiro.fazemos 
/ s 0 e y = 2 na Eq. (11), o que nos da a equagao 

c,+c : = 2. (12) 

A seguir, diferenciamos a Eq. (11), o que resulta cm 

y = C|e' — of' 1 . 

Depois, fazendo t = 0ey' = -1, obtemos 

ci — c 2 = -1. (13) 

Resolvendo simultaneamente as Eqs. (12) e (13) para r, e i .encontramos 

ci = |, c: = l (14) 

Finalmentc. inserindo esses valores na Eq. (11). obtemos 

y = + st' (15) 

a solugao do problema de valor inicial que consiste na equagao diferencial (9) e nas condigoes inieiais (10). 


O que podemos concluir do exemplo precedente que vai nos ajudar a tratar a equagao mais geral (8). 

ay" + by' + cy = 0, 

cujos coeficientes a. h e c sao constantes (reais) arbitrarias? Em primeiro lugar, as solugoes no exemplo 
erant fungdes exponcnciais. Alem disso, quando identificamos duns solugoes fomos capazes de usar uma 
comhinagao linear delas para salisfazer as condigoes inieiais dadas, alem da equagao diferencial propria- 
niente dita. 

Explorando essas duas ideias. podemos resolver a Eq. (8) para quaisquer valores de seus coeficientes 
e salisfazer, tambem, qualquer conjunto de condigoes inieiais dado para y c y'. Comegamos procurando 
solugoes exponenciais da forma y = e ”, onde r e um parametro a ser determinado. Segue que y' = rc" e 
y" = re". Substituindo essas expressdes para y, v’ e _v” na Eq. (8). obtemos 

( ar 2 + hr + c)e rl = 0, 

ou.como e" * 0. 

ar* + hr + c = 0. (16) 

A Eq. (16) e chamada de equagao caract eristica da equagao diferencial (8). Seu significado reside no fato 
de que, se r £ uma raiz. da equagao polinomial (16). entao y = e" e solugao da equagao diferencial (8). 
Como a Eq. (16) e uma equagao de segundo grau com coeficientes reais, ela tern duas raizes que podem 
ser reais e distintas, reais e iguais, ou complexas conjugadas. Vamos considerar o primeiro caso aqui e os 
dois ultimos nas Segbes 3.3 c 3.4. 

Supondo que as rafzcs da equagao caracteristica (16) sao reais e distintas, vamos denotd-las por r, e r 2 , 
onde r, r : . Entao y,(r) = e' 1 ' e y,(t) = c^sao duas solugoes da Eq. (8). Como no Exemplo 1, segue que 

y = ciyi (r) +c'2y2(f) = c\e r,t + C 2 e r: ' (17) 

tambem d uma solugao de (8). Para verificar se isso d verdade, podemos diferenciar a exprcssao na Eq. 
(17);portanto, 

y' = ciri^ 1 ' + Cirie nt (18) 


e 


/ = c,rfc ri, + c 2 rie ri '. 


( 19 ) 
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EXEMPLO 
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Substituindo y,y' e y" na Eq. (8) por essas expressoes e rearrumando os termos, obtemos 

ay" + by' + cy = c, (arj + br { + c)e r '' + c 2 (arl + br 2 + c)e' 2 '. (20) 

As quantidades cntre pardnteses ft direita do sinal de igualdade na Eq. (20) sao nulas,pois r, e r : sao raizes 
da Eq. (16); logo.y dado pcla Eq. (17) d, de fato. uma solui;ao da Eq. (8), como querfamos verificar. 

Vamos supor agora quc queremos encontrar o elemento particular da famflia de solutes (17) que 
satisfaz as conduces iniciais (6) 

y(fo) = yo, y'(fo) = y’u- 


Fazendo r = /„ e y = y 0 na Eq. (17), obtemos 


c,e r,, ° + c 2 e' : '° = y„. (21) 

Analogamente, fazendo l = t 0 e y' = y' 0 na Eq. (18), temos 

C\r\e r ' ,a + cine 1 ’ 21 ' 1 = y ( ',. (22) 

Resolvendo simultaneamcnte as Eqs. (21) e (22) para c, c c 2 , encontramos 


ft = 


y'o-yori '-ra^ 

r\ - r 2 


C 2 = 


W1 
ri - r 2 


(23) 


Lembre-se de que r, - r, 7 0. de modo que as expressoes na Eq. (23) sempre fazem sentido. Assim, nao 
importa que condiqoes iniciais sejam dadas - ou seja. independentemente dos valores de f 0 . y„ e y« nas 
Eqs. (6) - sempre e possfvel determinar c, e c ; de modo que as condi^oes iniciais sejam satisfeitas. Alern 
disso.existc apcnas uma cscolha possfvel de c, e c : para cada conjunto dado de conduces iniciais. Com os 
valores de c, e c, dados pcla Eq. (23), a expressao (17) £ a soliujilo do problcma de valor inicial 


ay" + by' + cy = 0, y(r 0 ) = y„, y\t lt )=y' 0 . , “‘ 4) 

f: possfvel mostrar, baseado no teorema fundamental citado na prbxima se?ao, que todas as soluqoes 
da Eq. (8) estao inclufdas na expressao (17). pelo menos no caso cm que as raizes da Eq. (16) sao reais c 
distintas. Portanto, chamamos a Eq. (17) de solu?ao geral da Eq. (8). O fato de que quaisquer condiqSes 
iniciais possfveis podem ser satisfeitas pela escolha adequada das constantes na Eq. (17) torna mais plau- 
sfvel a ideia de que essa expressao inclui, de fato, todas as solu<;6es da Eq. (8). 

Vamos considerar mais alguns exemplos. 


Encontre a solu^ao geral de 


y" + 5y' + 6y = 0. 

Supondo que y = e", segue que r tem que ser raiz da equaqao caraeterfstica 

r + 5r + 6 = (/■ + 2 )(r + 3) = 0. 

Assim, os valores possfveis de r s3o r, = -2 e r 2 = -3; a solu^So geral da Eq. (25) d 

y = c l tT :< + c 2 e~ }l . 


(25) 


(26) 


Encontre a soluqao do problcma de valor inicial 

/ + 5/ + 6y = 0, y(0) = 2, y'(0) = 3. (27) 

A solu<;ao geral da equaqSo diferencial foi encontrada no Exemplo 2 e d dada pela Eq. (26). Para satisfazer 
a primeira condii;ao inicial, fazemos f = 0 e y = 2 na Eq. (26); assim, c, e c 2 tdm que satisfazer 

ci + c 2 = 2. (28) 

Para usar a segunda condiijao inicial, primeiro precisamos diferenciar a Eq. (26). Isso nos dd y' = -2c,e - 3 c : e 
Fazendo, agora, l = 0 e y' = 3. obtemos 

-2c, - 3c : = 3. (29) 

Resolvendo as Eqs. (28) e (29). vemos que c, = 9 e c 2 = -7. Usando esses valores na expressao (26), obtemos a 
soluqao 
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y = 9e~ 2 ' - le~ u 

do problema de valor inicial (27). A Figura 3.1.1 mostra o grdfico da solugao. 


(30) 



EXEMPLO 

4 


Encontre a solugao do problema de valor inicial 

4/ - 8/ + 3 y = <>. y<0) = 2. y'(0) = \ . 

Se y = e",entao a equagao caracteristica e 

4r - 8r + 3 = 0 

e suas raizes sao r = 3/2 c r = 1/2. Portanlo. a solugao geral da equagdo diferencial e 

y = tv -for . 

Usando as condigocs iniciais.obtemos as duas equagocs seguintes para c, e c,: 

fi + cj = 2, ]ci + = i. 

A solugao dess.is equagoes e c, = -4,t\ = t. de modo que a solugdo do problema de valor inicial (31) e 

y = -+ t;r . 

A Figura 3.1.2 mostra o gralieo da solugao. 


(31) 


(32) 


(33) 



EXEMPLO 

5 



A solugao (30) do problema de valor inicial (27) comega crescendo (jd que o coeficiente angular da reta tan- 
gente a seu grdfico 6 positivo, inicialmente). mas acaba tendendo a zero (pois ambas as parcelas contem expo- 
nenciais com expoentes negativos). Portanto, a solugdo tern que atingir um mdximo, c o grdfico na Figura 3.1.1 
confirma isso. Determine a localizagao desse ponto de mdximo. 

Pode-se estimar as coordenadas do ponto de mdximo atravds do grdfico, mas para encontrd-las precisamente 
procuramos o ponto onde o grdfico da solugao tern reta tangente horizontal. Diferenciando a solugao (30), y = 
9e^ - le h , em relagao a f, obtemos 
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y = — 18<* -2/ + 21e' 3 '. (34) 

Igualando y' a zero e multiplicando por <?\ encontramos o valor crftico r,„ que satisfaz e' = 7/6; logo 

r m = ln(7/6)S 0.15415. (35) 

O valor mdximo correspondente, y„, e dado por 

108 

y m = 9e~ 2tm - = — S 2.20408. (36) 

4V 

Neste exemplo o coeficiente angular inicial e 3, mas a soluqSo da equa^ao diferencial dada se comporta de 
maneira semelhante para qualquer coeficiente angular inicial positivo. O Problema 26 pede que voce determi¬ 
ne como as coordenadas do ponto de mdximo dependem do coeficiente angular inicial. 


Voltando para a equaqao ay" + by' + cy = 0 com coeficicntes arbitrdrios, lembre-se de que, quando 
r, =£ r 2 . sua solu^ao geral (17) e a soma de duas fun?oes cxponenciais. Portanto, a solu^o tem um com- 
portamento geomdtrico relativamente simples: quando t aumenta, a solu«;ao, em modulo, ou tende a z.ero 
(quando ambos os cxpoentes forem negativos), ou cresce rapidamente (quando pelo menos um dos ex- 
poentes for positivo). Esses dois casos aparecem nos Exemplos 3 e 4, ilustrados nas Figuras 3.1.1 e 3.1.2, 
respectivamente. E.xiste um terceiro caso menos frequente: a solu^ao tende a uma constante se um dos 
expoentes for nulo e o outro for negativo. 

Nas Semites 3.3 e 3.4 voltaremos ao problema de resolver a cquaqao in" + by' + cy = 0 quando as rafzes 
da equaq3o caracterfstica forem, respectivamente.complexas conjugadas ou reais e iguais. Enquanto isso. 
na Seqao 3.2, fornecemos uma discussao sistematica da cstrutura matematica das solu<;6es de todas as 
equates lineares homogencas de segunda ordem. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 
/"x 


' (J) y" + 2y - 3y = 0 
3. 6 y" - y' - v = 0 
5. y" + 5y' = 0 
7. y" - 9/ + 9y = 0 


a S.encontre a solu<,'fio geral da equaqao diferencial dada. 
2. y" + 3y' + 2y = 0 
• y = () 

0 

8. y" - 2y' - 2y = 0 


Q2y" - 3y r +. 
(JQ4y" - 9y = ( 


Em cada um dos Problemas de 9 a 16. encontre a soluqao do problema de valor inicial dado. Esbocc o grafico 
da solu(;ao e descreva seu comportamento quando t aumenta. 

(5V'+y'-2y = 0. y(0) = 1, y(0) = 1 


10. 


+ 4 / + 3 y = 

0. 

y(0) = 

2. 

/(0) = 

- 


*6v 

" -5y' + y— 

,0, 

y(0) = 

4, 

y'(0) = 

0 

(T> 

V 

+ 3/ = o, 

y(0) 

= -2, 

y'(0) = 3 



\y" 

+ 5y' + 3y = 

0, 

y(0) = 

1, 

y'(0) = 

0 

& 

hy 

+ 

y 

1 

vs 

II 

0, 

y(0) = 

0, 

y'(0) = 

1 

15. 

y" 

+ 8y' - 9y = 

0. 

y(l) = 

1. 

y'(l) = 

0 

16. 

4 y 

"-y = 0. 

y<-2) = l. 

y'( 

-2) = - 

1 


17. Encontre uma cquaijao diferencial cuja solu^ao geral 6 y = c,e’' + c\e \ 

18. Encontre uma equagSo diferencial cuja soluqao geral 6 y = c l e ' ri + c : e 2 '. 
jfl 19. Encontre a soluqao do problema de valor inicial 


v" - y = 0. y(0)=5. y'(0) = — j. 



Faqa o grdfico da solutjao para 0 < t < 2 e determine seu valor min into. 
Encontre a solu?ao do problema de valor inicial 

2y" - 3/ + y = 0. y(0) = 2, y'(0) = i. 


Depois determine o valor mdximo da soluqao e encontre, tambiSm, o ponto onde a soluijao se anula. 

21. Resolva o problema de valor inicial y" -y' - 2y = 0,y(0) = u,y'(0) = 2. Depois encontre a de modo que a 
soluqao tenda a zero quando t -*■ *. 

22. Resolva o problema de valor inicial 4y"-y = 0,y(0) = 2,y'(0) = p. Depois encontre p de modo que a solu- 
?ao tenda a zero quando t -» “. 
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Em cada um dos Problemas 23 e 24, determine os valores de or, se existirem. para os quais todas as soluqoes 
tendem a zero quando t -* determine, lambem. os valores de or. se existirem, para os quais todas as soluqoes 
(nao nulas) tornam-se ilimitadas quando t -* 


23. y" — (2a — 1)/ -f a (a - 1 )y = 0 

24. y" 4- (3 — a)v' - 2(a - 1 )v = 0 



Considere o problema de valor inicial 


2 y" + 3 / - 2 y = 0 . 


v(0) = i. /<o> = -p. 


onde fi > 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Faija o gralico da solu?ao quando fi = 1. Encontre as coordenadas (f„,y 0 ) do ponlo de minimo da solu- 
(,'fio neste caso. 

(c) Encontre o menor valor de fi para o qual a solui,'ao nao tern ponto de minimo. 

26. Considere o problema de valor inicial (veja o Exemplo 5) 

/ + 5v’ + 6y = 0. y(0) = 2. y'(0) = fi. 


onde fi > 0. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Determine as coordenadas e y„, do ponto de maximo da solu<;ao como (undoes de fi. 

(c) Determine o menor valor de fi para o qual y,„ > 4 

(d) Determine o comportamento de e v,„ quando 

27. Considere a equa<;ao ay" + by' + cy = il. onde a. b.c e 1 1 silo constantes. 

(a) Encontre todas as solutes de cquilibrio, ou constantes,dessa equa^ao diferencial. 

(b) Denote por y, uma solugao de cquilibrio e seja )' = y - y.. Entao >’e o desvio de uma soluijao y da 
solugao de equiliT>rio. Encontre a equa^ao diferencial satisfeila por Y. 

2<S. Considere a cqua^ao ay” + by' + cy = 0. onde a. bee sao constantes com a > 0. Encontre conduces sobre 
a. b e < para que as raizes da cqua^ao caracteristica sejant: 

(a) reais.dilerentes e negativas; 

(b) reais com sinais opostos: 

(c) reais, diferentes e positivas. 


3.2 Solutes de Equagoes Lineares Homogeneas; o Wronskiano 

Na scijao prccedenlc, mostramos como resolver algumas equaqocs diferenciais da lorma 

ay" + by' + cy = 0. 

onde a, b c c sao constantes. A partir desses resullados. vamos obter uma visao mais clara da estrutura 
das solu?6es de todas as equatjocs lineares homogeneas de segunda ordem. Essa comprcensao ira nos 
auxiliar, por sua vez, a resolver outros problemas que encontraremos mais tarde. 

Ao discutir propriedades gerais das equates diferenciais lineares <5 convcniente usar a notaqao de 
operador diferencial. Sejant p e r/ funqoes continuas cm um intervalo aberto /, isso d, para a < t < fi. Os 
casos u = -* ou fi = ou ambos, estiio incluidos. Entao. para qualquer fun$ao <p duas vezes diferenciavel 
em / de fin i nuts o operador diferencial L pela formula 

L\<p\ = <p" + p<!>'+ q<(>. (1) 

Note que L[tf>] e uma funqao em /. O valor de L[<J>\ em um ponto i e 

L\,f>](t) = + p(t)<p\l) + tf(t)<pV). 

Por exentplo.se p(t) = t 2 ,q(t) = 1 + t c <f>(t) = sen 3r, entao 

/.[</>](/) = (sen 3f)" + f 2 (sen 3r)' + (1 +0 sen 3r 
= -9sen3r + 3r cos3r + (1 + /)sen3r. 

O operador L e, niuitas vezes, escrito na forma /. = D- + pD + q, onde D€ o operador derivada. 





112 


Cap(tuio Tres 


Vamos estudar, nesta se$ao, a equa^ao linear homogcnea de segunda ordem L[<p](t) - 0. Como e cos¬ 
tume usar o sfmbolo y para denotar <j> (f), escreveremos, normalmcnte, esta equaqao na forma 

i-[v] = y" + Pit)y’ + q(t)y = 0. (2) 

Associamos it Eq. (2) urn conjunlo de condiqoes iniciais, 

yUo) = yo, y'(to) = y',„ (3) 

onde t 0 e qualquer ponto no intervalo 1 e y' 0 sao niimeros reals dados. Gostariamos de saber se o 
problema de valor inicial (2). (3) senipre tern soluqao e se pode ter mais de uma soluqao. Gostariamos, 
tamb£m. de saber se e possfvel dizer alguma coisa sobrc a forma c a estrutura das solu^oes que possam 
ajudar a encontrar solutes de problemas particulares. As respostas a essas questoes eslao conlidas nos 
teoremas desta se^ao. 

O resultado tcdrico fundamental para problemas de valor inicial para equates lineares de segunda 
ordem estd enunciado noTeorema 3.2.1, que € analogo aoTeorema 2.4.1 para equates lineares de pri- 
meira ordem. Como o resultado tambem pode ser aplicado a equates nao homogeneas, o teorema estd 
enunciado nessa forma mais geral. 


Teorema 3.2.1 (Teorema de Existcncia e Unicidadc) 

——-— Considere o problema de valor inicial 

y" + p(t)y' + qd)y = g(0, y(fo) = y 0 . y'(t 0 ) = y^,. (4) 

onde p.q e g sao contfnuas em um intervalo aberto / que content o ponto Entao, existe exatamente 
uma soluqao y = <p(t) deste problema e a soluqao existe em todo o intervalo /. 


Enfatizamos que o teorema diz tres coisas: 

1. O problema de valor inicial teni uma soluijao; em outras palavras, existe uma solu^ao. 

2. O problema de valor inicial tern apentts uma soluijdo; ou seja, a solu^ao e Attica. 

3. A solu<;ao <l> estd definida em todo o intervalo I. onde os coeficientes sao continuos, e <5, polo menos, duas 
vezes diferencidvel ali. 

Para alguns problemas. algumas dessas afirmaqoes sao faceis de provar. Por exemplo, vimos no Exem- 
plo 1 da Seijao 3.1 que o problema de valor inicial 

y" — y = 0. y(0) = 2, /(()) = -1 (5) 

tern a soluqao 

v = V + §<T'. (6) 

O fato de que encontramos uma solu^ao certamente estabelece que existe uma soluijao para esse proble¬ 
ma de valor inicial. A16m disso, a soluqao (6) e duas vezes difercncidvel. de fato, diferencidvel um numero 
qualquer de vezes, em todo o intervalo (-^,*),onde os coelicientes da equaqao diferencial sao continuos. 
Por outro lado, nao obvio. e e mais dificil provar, que o problema de valor inicial (5) nao tern outras 
solu^oes alem da dada pela Eq. (6). Nao obstante, o Teorema 3.2.1 alirma que essa soluiplo 6. de fato. a 
unica soluijao do problema de valor inicial (5). 

Para a maioria dos problemas da forma (4) nao e possfvel escrever uma expressao util para a solugao. 
Essa 6 uma grande diferenqa entre equaqoes lineares de primeira e de segunda ordens. Portanto, todas 
as partes do teorema t&m que ser demonstradas por metodos gerais, que nao envolvem a obten^do de tal 
expressao. A demonstrasdo doTeorema 3.2.1 6 razoavelmentc dificil e nao sera discutida aqui. 2 Aceilare- 
mos, entretanto, o Teorema 3.2.1 como verdadeiro e o utilizaremos sempre que necessdrio. 

Encontre o maior intervalo no qual a solugao do problema de valor inicial 

(t 2 - 3r)y" + ty' - (r + 3)y = 0, y(l) = 2, >''(1) = 1 

existe com certeza. 


EXEMPLO 

1 


! Uma demonstrag3o do Teorema 3.2.1 pode ser encontrada. por exemplo, no Capftulo 6. Segao 8, do livro de autoria de 
Coddington, listado nas rcferfincias no final deste capftulo. 
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EXEMPLO 

2 


Teorema 3.2.2 


Sc a equa^ao diferencial dada for colocada na forma da Eq. (4). entao p(t) = l/(r - 3). q (/) = -(/ + 3 )lt(t - 3) e 
g(t) = 0. Os linicos pontos de desconlinuidade dos coeficientcs sao t = 0 e t = 3. Logo.o ma'^ inUTv.-iln mniendo 
o ponto inicial t = 1 no qual todos os coeficientes sao continuos <5 0 < / < 3, Portanto, esse e o maior intervalo no 
qual o Teorema 3.2.1 garante que a solu<;ao existe. 


Encontre a tinica solucao do problenia de valor inicial 

y" = p{t)v' + q(t)y = 0. y(f 0 ) = 0. y'(t u ) = 0, 

onde p e q sao contfnuas cm urn intervalo aberto / contendo 

A funqaoy = (/) = 0 para todo t cm / certamente satisfaz a equaqao diferencial e as condiqoes iniciais. Pela 
parte referente a unicidade no Teorema 3.2.1.essa e a tinica soluqao do problema dado. 


Vamos supor, agora, que y, e \\ sao duas soluqdes da Eq. (2); cm outras palavras, 

L[y \] = y" + py\ + qy i = 0. 

e analogamente para y 2 . Entao. como nos exemplos na Se?ao 3.1 podemos gerar mais solu<;6es formando 
as combinaQoes lincares de y, e y,. Enunciamos esse resultado como um teorema. 


(Principio da Superposi^ao) 

Se y, c y 3 s3o solutes da equaqao diferencial (2), 

L\y] = y" + p(t)y' + qU)y = 0, 

entao a combinaqao linear + c,y : tambem tS solu^ao, quaisquer que sejam os valores das constantes 

c, e c 2 . 


Um caso particular do Teorema 3.2.2 ocorre se c, ou c : for zero. Podemos concluir, entao, que qualquer 
mulliplo constante de uma solu<;ao da Eq. (2) tambem e soluqao. 

Para provar o Teorema 3.2.2. precisamos apenas substituir y na Eq. (2) pela expressao 

y = C|>i(f) + c;y 2 (0- (7) 

Calculando as derivadas indicadas e rearrumando os termos. obtemos 

/. [ <■ i y i + ciV’) — |ciyi + c 2 y 2 1 + p[ciyi + c 2 y 2 I* + q[c\y\ + c^yil 
= ciy" + c 2 y 2 + I'iPy'i + C'Py'i + ci<7.vi + c 2 qyz 

= cily” + py\ + </>'i 1 + q[v 2 + py' 2 + qyi 1 

= CiE[yi] +C 2 LI.V 2 I. 

Como Ely,] = 0 e Z.[y 2 ] = 0.segue que Z.[r L v, + co.) = 0. Portanto. independente dos valores de c, e c 2 .y 
dado pela Eq. (7) satisfaz a equaqao diferencial (2).e a demonstra<;ao do Teorema 3.2.2 est3 completa. 

O Teorema 3.2.2 diz que. comeijando com apenas duas solu?6es da Eq. (2). podemos construir uma 
famflia infinita de solu^des atraves da Eq. (7). A p rdxima pergunta e se todas as solu^oes da Eq. (2) estao 
inclufdas na Eq. (7) ou se podem exislir solucoes com formas difere ntes. Comegamos a estudar essa ques- 
lao examinando se as constantes c, e c, na Eq. (7) podem ser escolhidas de modo que a solu<;ao satisfa^a 
as condiqoes iniciais (3). Essas condi<;6es iniciais obrigam c, e c : a satisfazerem as equates 

ciyi(fo) + c:>'2(fo) = yo. .g. 

c\y\ (t 0 ) + c : y\(t,p = y,V 


O determinante dos coeficientes do sistema (8) d 


V|(/o) V;(fo) 

y| {to) yUto) 


= yi (to)y' 2 (h)) — y'i(fo)y 2 (fo). 


(9) 
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Teorema 3.2.3 


EXEMPLO 

3 


Sc W # 0, as Eqs. (8) tern uma tinica solu<;ao (c,. c 2 ), nao importa quais sejam os valores de y„ e de y 0 '. Esta 
solui;3o 6 dada por 


yoyUfo) - >'o,V2(t(j) 
yi(/»)/ 2 (fo) -y',(/o)>'2(fo) ’ 


-^(I.V| (fa) + Vo,V|(/u) 

yiU(t)y' 2 Uo) -y',(fa)y 2 (fa> ’ 


( 10 ) 


ou, em termos de determinantes. 


ci = 


y o 

y'n 


yiU o) 


yi(fa) yu 

/i(fa) y’ Q 


A'lbo) 

y2(fo) 

C2 = 

yi(fo) 

>’2 (to) 

y'i (fa) 

y 2 (fa) 


y',(fa) 

>2 ( f o) 


(ii) 


Com esses valores para c, e c 2 , a expressao (7) satisfa/ as condifdes iniciais (3), assim como a equaqao 
diferencial (2). 

P or outro lado,se W = 0.as Eqs. (8) nao tern solugllo.a menos que y u e y ( ') satisfa^am uma determinada 
condicao adicional: nesse caso.existe uma infinidadc de solugoes. 

O determinante VV 6 chamado o determinante wronskiano,' ou, simplesmente. wronskiano. das so¬ 
lutes y, e y 2 . Usamos, algumas vezes, a notatjao completa W(y,, y 2 )(r< t ) para denotar a expressao mais a 
direila na Eq. (9) enfatizando, desse rnodo, o fato de que o wronskiano depende das (undoes y, e y 2 e que 
*5 calculado no ponto f () . O argumento precedente 6 suficiente para estabelecer o seguinte resultado. 


Sejam y, e y 2 duas solu^des da Eq. (2), 

Ely] = y" + p(0/ + ?(0jt = o. 

e suponha que as condi^ocs iniciais (3) 

y(fa) = yo, /(/o) = yo 

sejam atribufdas. Entao, sempre 6 possfvel escolher constantes c„ c 2 tais que 

y = c 1 yi(f) + c 2 y 2 (f) 

satisfaqa a equa?ao diferencial (2) e as conditjoes iniciais (3) se, e somente se, o wronskiano 

w = >’i >2 - y\yi 

n3o se anula em 


No Excmplo 2 da Se?ao 3.1 vimos que y,(r) = e~ 2 ‘ e y,(f) = f ’' siio soluijoes da equaqao diferencial 

y" + 5y' + 6y = 0. 


Enconlre o wronskiano de y, e y 2 . 

O wronskiano dessas duas funqoes 6 


W = 


e - 
-2e~-’ 


e-» 

-to'* 


= -e 


Como Vk e diferente de zero para todos os valores de t, as fun^oes y, e y 2 podem ser usadas para se construir 
soluijoes da equatjao diferencial dada junto com quaisquer condi<;0es iniciais prescritas para qualquer valor de 
t. Urn desses problemas de valor inicial foi resolvido no Exemplo 3 da Se^ao 3.1. 


O proximo teorema juslifica a expressao “solu^ao geral” introduzida na Setjao 3.1 para a combinaijao 
linear c^, + c,y 2 . 


’Os determinantes wronskiano* recebem esse nome por causa de Jdscf Maria Hoene-Wronski (1776-1853), que nasceu na 
PolOnia mas viveu a maior parte da sua vida na Franca. VVronski era um homem talentoso, mas complicado, e sua vida foi 
marcada por disputas acaloradas frequentes com outros indivfduos e institutes. 
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Teorema 32.4 Suponha que y, e y 2 sao duas solugoes da equagao diferencial (2), 

L[y] = y" + P(t)y' + q(t)y = 0. 

Entao, a famflia dc solugoes 

y = c\yi(t) + c 7 yi(t) 

com coeficientes arbitrdrios c, c c, inclui todas as solutes da Eq. (2) se, e somcnte se, cxiste um ponto 
l„ onde o wronskiano de y, e y 2 nao & nulo. 


Seja (p uma solugao qualquer da Eq. (2). Para provar o Teorema 3.2.4 precisamos determinar se <p esta 
inclui'da no conjunto de combinagoes lineares c, v, + i\v 2 . Ou seja. precisamos determinar se existem valores 
das conslantes c, e c : que tornam a combinagao linear igual a tp. Seja f„ um ponto onde o wronskiano de v, e 
y, e diferente de zero. Calcule <p e <p’ nesse ponto e chame esses valores de y 0 e yj,, respectivamente; assim, 

yn — 0(Ai), y'a = 0(A)). 

A seguir. considere o problema de valor inicial 

y" + p(t)y' + q{i)y = 0. y(/ u ) = y 0 . y'Uo) = y' 0 . (12) 

A fungao tp e. certamente, solugao desse problema de valor inicial. Alem disso. como estamos supondo 
que W'CVi. y,)(f„) e diferente de zero, entao e possfvel (pelo Teorema 3.2.3) escolher c, e c, tais que y = 
<•,>•,(r) + tambem e solugSo do problema de valor inicial (12). De fato, os valores apropriados de c, 

e c 2 sao dados pela Eq. (10) ou (11). A parte relativa a unicidade no Teorema 3.2.1 garante que essas duas 
solugoes do mesmo problema de valor inicial sao iguais; assim, para uma escolha apropriada de c, e c : . 

0(0 = f|V|(r) + c_\V2(f). (13) 

e. portanto. tp esta inclui'da na famflia de lungoes c, v, + t%v ; . Finalmente, como <p e uma solugao arbiiraria 
da Eq. (2), segue que toila solugao desta cquagao esta inclui'da nessa famflia. 

Suponha, agora, que nao existe ponto /„ onde o wronskiano nao seja nulo. Logo W(y,,y,)(/ 0 ) = 0 qual¬ 
quer que seja o ponto /„ selecionado. Entao (peloTeorema 3.2.3) existem valores de y 0 e yi, para os quais 
o sistema (S) nao tern solugao para c, e c : . Selecione tal par de valores e escolha a solugao <p (f) da Eq. (2) 
que satisfaz as conduces iniciais (3). Note que o Teorema 3.2.1 garante a exislencia de tal solugao. Entre- 
lanlo, esta solugao nao esta inclui'da na famflia y = c,y, + iy ; . Assim, cssa combinagao linear nao inclui 
todas as solugoes da Eq. (2) se H'(y,, y ; ) = 0. Isso completa a demons! ragao do Teorema 3.2.4. 

O Teorema 3.2.4 diz que a combinagao linear < ,y, + cvr, contem todas as solugoes da Eq. (2) se, e so- 
mente se, o wronskiano de y, e y, nao e identicamente nulo. E, portanto, natural (e ja o lizemos na segao 
precedente) chamar a expressao 

V = Cjyi(f) + c;.V;( t) 

com coeficientes constantes arbitrarios de solugao geral da Eq. (2). Dizemos que as solugoes y, e y 2 formam 
um conjunto fundamental de solugoes da Eq. (2) se.e somente se.seu wronskiano e diferente de zero. 

Fodemos colocar o resultado do Teorema 3.2.4 em linguagem ligeiramente diferente: para encontrar a 
solugao gcral e, portanto, todas as solugoes de uma equagiio da forma (2), precisamos, apenas, achar duas 
solugoes da equagao dada cujo wronskiano seja diferente de zero. Fizemos precisamente isso em diversos 
exemplos na Segao 3.1,embora nao tenhamos calculado ali os wronskianos. VocS deveria voltar e fazer 
isso, verificando, assim, que todas as solugoes que chamamos de “solugao geral" na Segao 3.1 satisfazem. 
de fato, a condigao necessaria sobre o wronskiano. De outro modo, os exemplos a seguir incluem todos os 
mencionados na Segao 3.1, assim como muitos outros problcmas semelhantes. 


EXEMPLO 

4 


Suponha que y,(f) = e v e y,(t) = «*'.£ sao duas solugoes de uma equagao da forma (2). Mostre que elas formam 
um conjunto fundamental de solugoes se r, t r 2 . 

Vamos calcular o wronskiano dc y, e y 



tV = 


c' 1 ' 

rie' 1 ' 


e'?' 

rie' 5 ' 


= (r 2 -/-|)exp|(r, +r 2 )r|. 


Conio a fungao exponencial nunca se anula e como estamos supondo que r 2 - r, * 0, segue que W 6 diferente 
de zero para todo valor de t. Em consequencia.y, c y, formam um conjunto fundamental dc solugoes. 
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EXEMPLO 

5 


Mostre que y t (t ) = t m e y 2 (t) = r' formam um conjunto fundamental de solugoes da equagao 

2t 2 y"+3ty'-y = 0, t > 0. (14) 

Mostraremos como resolver a Eq. (14) mais tarde (veja o Problema 34 na Segao 3.3). No entanto, neste 
estdgio podemos verificar por substituigao direta que y, e y, sao solugoes da equagao diferencial. Como y{(t) = 
\t~ ,a e y"(f) = -J-f' M , temos 

2/ 2 (-ir 3/2 ) + 3f(|r ,/2 ) - t l/2 = (-* + § - l)/ ,/2 =0. 


Analogamente, y 2 (r) = -r 2 e >■”(/) = 2r\ logo 

2r(2C 3 ) + 3f(-r 2 )-f 1 = (4-3- Dr 1 =0. 

A seguir, vamos calcular o wronskiano W de y, e y 2 : 

w >' /2 r ‘_3 , -3/2 

" — i r l /2 _ f -2 — 2 

Como W * 0 para t > 0, concluimos que v, e y 2 formam um conjunto fundamental de solugoes ali. 


(15) 


Fomos capazes de encontrar. em diversos casos, um conjunto fundamental de solugoes e, portanto, a 
solugao geral de uma equagao diferencial dada. No entanto, muitas vezes isso e uma tarefa diffcil, e uma 
pergunta natural e se uma equagao diferencial da forma (2) sentpre tern um conjunto fundamental de 
solugoes. O teorema a seguir nos da uma resposta afirmativa a essa pergunta. 


Teorema 3.2.5 Considere a equagao diferencial (2) 

L[y] = y" + P(t)y’ + q(t)y = 0, 

cujos coeficientes p e q sao contfnuos em algum intervalo aberto I. Escolha algum ponto l 0 em I. Seja y, 
a solugao da Eq. (2), que tambem satisfaz as condigoes iniciais 

y(fo) = 1, y'(fo) = 0, 

e seja y 2 a solugao da Eq. (2) que satisfaz as condigoes iniciais 

y(to) = 0 , /(r„) = l. 

Entao y, e y 2 formam um conjunto fundamental de solugoes da Eq. (2). 


Observe, em primeiro lugar, que a existencia das fungoes y, e y, e garantida pelo Teorema 3.2.1. Para 
mostrar que elas formam um conjunto fundamental de solugoes, so precisamos calcular seu wronskiano 
em t u : 


W(yi,y 2 )(fo) 


V’l(to) >•;(( o) 


1 0 

yj('o) VjOo) 


0 1 


Como seu wronskiano nao se anula no ponto / 0 , as fungoes y, e y 2 formam, de fato, um conjunto funda¬ 
mental de solugoes, completando, assim, a demonstragao do Teorema 3.2.5. 

Note que a parte diffcil dessa demonstragao, mostrar a existSncia de um par de solugoes, e obtida 
invocando-se o Teorema 3.2.1. Note, tambem, que o Teorema 3.2.5 nao fala nada sobre como encontrar 
as solugoes y, e y 2 resolvendo os problemas de valor inicial especificados. Nao obstante, pode ser confor- 
tador saber que sempre existe um conjunto fundamental de solugoes. 


EXEMPLO 



Encontre o conjunto fundamental de solugoes especificado pelo Teorema 3.2.5 para a equagao diferencial 

y"—y = 0, (16) 

usando o ponto inicial t 0 = 0. 

Vimos, na Segao 3.1, que duas solugoes da Eq. (16) sao y,(0 = e 1 e y 2 (l) = e"'. O wronskiano dessas solugoes 
6 W(y„y 2 )(f) = -2*0, logo elas formam um conjunto fundamental de solugoes. No entanto, nao formam o 
conjunto fundamental de solugoes indicado no Teorema 3.2.5, ja que nao satisfazcm as condigdes iniciais men- 
cionadas nesse teorema no ponto t = 0. 


Equates Limeares de Sequnda Ordem 117 


Para cncontrar o conjunto fundamental de solu<,ocs cspecificado no teorema, precisamos encontrar as solu* 
<;ocs que satisfazem as condiqoes iniciais apropriadas. Yamos denotar por y } (t) a solu<; 3 o da Eq. (16) que satisfaz 
as condiqdes iniciais 

y( 0 ) = 1 . y'( 0 )= 0 . ( 17 ) 

A soluq3o geral da Eq. (16) e 

y = c 1 *'+c 2 e-\ ( 18 ) 

e ascondi^ocs iniciais (17) sao satisfeitas se r, = 1/2 e c- = 1/2. Assim. 


y.t(f) = V - je ' = coshr. 

Analogamente. se y 4 (r) satisfaz as condiqoes iniciais 

y(0) = 0, y'(0) = 1. ( 19 ) 


entao 


y 4 (i) = ' = senhr. 


Como o wronskiano de y, e y 4 d 

W(y 3 .y*)(t) = cosh ’t - senh' t = 1. 

essas fun(6es lambent formam um conjunto fundamental de solu<;des, como enunciado noTeorema 3.2.5. Por- 
tanto. a solu^ao geral da Eq. (16) pode ser escrita como 

y = k\ cosh t + k 2 senh /, (20) 

assim como na forma (18). Usantos A, e A. para as constantes arbitrdrias na Eq. (20) porque nao sao as mesmas 
constantes c, e c. na Eq. (18). Um dos objetivos deste exentplo e tornar claro que uma equaqao difercncial 
dada tern mais de um conjunto fundamental de solu<;6cs;de fata, tern uma inlinidade deles; veja o Problema 21. 
Como regra. voce deve escolher o conjunto mais con\ eniente. 


Vamos examinar melhor as propriedades do wronskiano de duas solu^oes de uma equatjao difercncial 
linear homogenea de segunda ordem. O teorema a seguir, talvez de forma surpreendente, forncce uma 
formula explfcita simples para o wronskiano de duas soluqoes quaisquer de tal cquaqao arbitraria, mesmo 
que as solutes propriamente ditas nao sejant conhecidas. 


Teorema 3.2.6 (Teorema de Abel) 4 

Se y, e y, siio soloes da equa^So diferencial 

i-Ly] = y" + p(t)y' + q(t)y = o, (21) 

onde pc q sao contfnuas cm um intervalo aberto /.entao o wronskiano W(y„y 2 )(f) 6 dado por 

W' 0 'I,>' 2)(0 = cexpj^- J p(t)dt^, (22) 

onde c 6 uma certa constante que s6 depende de y, ey 2 , masnao de t. Aldm disso, W(y„y 2 )(/) ou 6 nulo 
para todo / em / (se c = 0) ou nunca se anula em / (se c * 0). 


Para provar o teorema de Abel, come^amos observando que y, e y, satisfazem 

y"\ + pv)y\ + q(t)yi = 0, 
y'z + p( l )y': + </(/)>': = o. 


(23) 


'O rcsultado no Teorema 3.2.6 foi deduzido pelo matem.itico noruegues Niels Henrik Abel (1802-1829) em 1827, e & conhe- 
cido como formula de Abel. Elc tambim mostrou que n3o cxistc formula geral para resolver uma equa?ao polinomial de 
quinto grau usando apenas operacOes algebricas explicitas sobre os coeficientes, resolvendo, desse rnodo, uma questao em 
aberto desde o scculo XVI. Suas maiores eontribui^Oes. no entanto. foram em analise, espccialmentc no estudo de funijdcs 
eliticas. Infclizmentc. seu trabalho sd foi amplamente conhecido depois de sua morte. O eminente matematico frances Legen¬ 
dre chamou seu trabalho de um "monumento mais duradouro do que bronze". 
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Se multiplicarmos a primeira cqua(,'ao por-y 2 , mulliplicarmos a segunda pory, e somarmos as equaqoes 
resultantes, obteremos 


(yiy'2 - y"y2 >+petty iy ' 2 - = °- 

(24) 

A seguir, seja W(t) = W(y„y 2 )(r) e note que 


W = yivs - y't'y:- 

(25) 

Podemos entao eserever a Eq. (24) na forma 


W+p(t)W = 0. 

(26) 


A Eq. (26) pode ser resolvida imediatamente, ja que e tanto uma equa^ao linear de primeira ordem (Se- 
qao 2.1) quanto uma cqua^o separavel (Seqao 2.2). Logo, 


W(t) = ce\p^~ J y (27) 

onde c e uma constante. O valor de c depende do par de solu;oes da Eq. (21) envolvido. No entanto. como 
a funqao exponencial nunca se anula, W'(r) nao 6 zero a menos que c = 0 e. neste caso. W(t) £ igual a zero 
para lodo r, o que completa a demonstra$ao doTeorema 3.2.6. 

Note que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de soluqdes quaisquer da mesma equagao 
diferencial so podem diferir por uma constante multiplicative e que o wronskiano de qualquer conjunto 
fundamental de soluqoes pode ser determinado, a menos de uma constante multiplicativa, sem resolver 
a equaqao diferencial. Alem disso, como, sob as condi^oes do Teorema 3.2.6, o wronskiano IV' e sempre 
zero ou nunca e zero, voc6 pode determinar qual o caso que ocorre de fato calculando \V para um unico 
valor conveniente de i. 


EXEMPLO 

7 


No Exemplo 5, verificamos que y,(r) = t u e y 2 (r) = r 1 sao solutes da equaqao 

2ry" + 3 ty - y = 0, / > 0. (28) 

Verifique que o wronskiano de y, e y 2 £ dado pela Eq. (22). 

Do exemplo citado, sabemos que VV'(y 1 ,y 2 )(f) = -(3/2)r Para usar a Eq. (22), precisamos eserever a equa- 
qao diferencial (28) na forma-padrUo, com o coeficiente de y" igual a 1. Obtemos, entao, 


de modo que p(i) = 3/2 1. Portanto, 

W(yi,y 2)(0 = c exp J ^ dr j = cexp^-^ln/j 

= ct~ 3/2 . (29) 

A Eq. (29) fornece o wronskiano de qualquer par de solu?6es da Eq. (28). Para as solutes particulares dadas 
neste exemplo, precisamos escolher c = -3/2. 


Sumario. Podemos resumir a discussao desta se^ao da seguinte maneira: para encontrar a soluqao geral 
da equa^ao diferencial 

y" + p(0y' + q(t)y = o. a < t < p, 

precisamos, primeiro, encontrar duas solu^oes y, e y 2 que satisfazem a equa^ao diferencial em a < i < p. 
Depois precisamos nos certificar de que existe um ponto no intervalo onde o wronskiano Wde y, e y, nao 
se anula. Nessas circunst8ncias,y, e y 2 formam um conjunto fundamental de solutes, e a solu^ao geral 6 

y = c\yi(t) +c 2 y2(0. 

onde c, e c 2 sao constantes arbitrdrias. Se as conduces iniciais sao dadas em um ponto em a < t < p. entao 
C| e c, podem ser escolhidos de modo a satisfazer essas condiqoes. 
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. encontre o wronskiano do par de (unifies dado. 




9 , 

3. t'- 2 '. 


,-ur- 


ie 


2. cos /, sen / 

4. .v, xe' 

© e* sen /. & cos / & os'6. 1+cos 20 

Em cada um dos Problemas de 7 a 12. determine o maior intervalo no qual o problema dc valor ir.icial dado 
certamente tern uma unica soluqao duas vezes diferenciavel. Nao tente encontrar a solu^ao. 


7. ty" 4- 3y = /, y(l) = I, y'(l) = 2 

8. (f — 1 )y" — 3/y' 4- 4y = sen/. y(—2) = 2. y'(—2) = 1 

9. /(/ - 4)y” + 3 ty‘ 4- 4y = 2. y(3) = 0. y'(3) = -1 

10. y” + (cos/)/ 4- 3(ln |/|)y = 0. y(2) = 3. /(2) = 1 

11. (.r-3)/'+.r/ + (ln|.r|)y = 0. y(l) = 0. /(!) = ! 


12. (.t - 2)y" +y’ + {x — 2)(tan.r)y = 0. y(3) = 1, y’(3) = 2 

13. Verifique que y,(/) = r c y 2 (l ) = r ' sao duas solu?6es da equa^ao diferencial / : y" - 2y = 0 para / > 0. Depois 
mostre que c,/ : + c 2 r 1 tambem e solutjao dessa equagao quaisquer que sejam c, e c,. 

14. Verifique que y,(f) = 1 e y,(t) = - sao solu(,'6es da equa^ao diferencial yy" + (y’) ; = 0 para / > 0. Depois 
mostre que y = c, + c,r 1 ■ nao e. em geral. solugao dessa equaqao. Explique por que este resultado nao con- 
tradiz o Teorema 3.2.2. 


15. Mostre que, se y = tfi (/) e uma solu$So da equaqao diferencial y" + p(l)y' + q(t)y - g(/), onde g(t) nao 6 
identicamente nula, entao y = c<fr (/). onde c e qualquer constante diferente de I, nao 6 solutjao. Explique 
por que este resultado nao conlradiz a observa^ao apos o Teorema 3.2.2. 

16. A funqao y - sen(f-) pode ser soluqao. em um intervalo conlendo / = 0. de uma equaqSo da forma y" + 

__ p(l)y' + q(t)y = 0 com coeficientes continuos? Explique sua rcsposla. 

(Yy Se o wronskiano IP de /e g e 3c 4 ' e se /(/) - encontre g(t). 

18. Se o wronskiano VP de/e g e /V e s c J\t) = /, encontre ?(/). 

19. Sc W(f,g) c 5 o wronskiano de /c g e se it = 2/- g. v - f+ 2g. encontre o Wronskiano VP(«. v) de it e v em 
fumjaode W(f.g). 

20. Se o wronskiano de /e g e / cos / - sen / e se // - /+ 3 g. i =/- g. encontre o wronskiano de u c r. 

Suponha que \, c y, formant um conjunto fundamental de soluqdes de y” + p(t)y' + q(t)y = 0 e sejam y, = 
zi,y, + fl i v J .y 4 = />,y, + h.y ..onde o,.e h, silo constantes arbitrarias. Mostre que 


VP(y».y 4 ) = (<i|6: - )VP(_t :.y:). 

y, e y 4 tambem formant um conjunto fundamental de solutjoes. Por que? 

Em cada um dos Problemas 22 e 23. encontre o conjunto fundamental de solutes especificado pelo Teorema 
3.2.5 para a equaqao diferencial e o ponto inicial dados. 

22. y" + / - 2y = 0. /„ = (I 

23. y" + 4/ + 3y = 0. /„ = l 

Em cada um dos Problemas de 24 a 27, verifique que as fumjoesy, e v, sao solu<;6es da equaqao diferencial dada. 
Elas constituem uni conjunto fundamental de solutjoes? 

f y" 4 - 4y = 0; V| (/) = cos It. v>(r) = sen 2/ 

/' - 2/ 4- v = 0: yi (/) = e\ y;(/) = /c 4 

26. .r : y" - jr(.r 4 - 2)y 4 - (.r 4- 2)y = 0. .t > 0; y\ (.v) = jr. > 2 (x ) = xe* 

27. (1 - x cot tr)y" - xy' 4- y = 0, 0 < x < n ; y 1 (.r) = x. y 2 (x) = sen r 

28. Considere a equaijao y" - y' - 2y = 0. 

(a) Mostre que y,(/) = e~‘ ey,(/) = e h formam um conjunto fundamental de soluqoes. 

(b) Sejam y,(f) = -2^',y 4 (/) = y,(/) + 2y,(r) e y,(r) = 2y,(/) - 2y J (f).y J (/).y 4 (/) e y,(/) lantWm s3o solutes 
da equa^ao diferencial dada? 

(c) Determine se cada par a seguir forma um conjunto fundamental de soluqoes: (yi(/).y»(0]i L v :(0*>’j(0|i 

tyt(0.y 4 (0]:Lv 4 (0:yi(01- 

Em cada um dos Problemas de 29 a 32, encontre o wronskiano de duas solui;6es da equatjao diferencial dada 
sem resolver a equai/io. 

29. t'y" - /(/ 4 - 2)/ 4- (/ 4- 2)y = 0 ^o) (cosf)y" 4- (sen t )/ - O' = 0 

x'y" 4 - xy’ 4- (x 3 - v 2 )y = 0, equai;3o de Bessel 
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^ 2 ) (1 - x 2 )y" - Ixy' + a(a + l)y = 0, equa?ao de Legendre 

33. Moslre que,se p e diferenciavel e p(t) > 0, entao o wronskiano W(t) de duas solu? 6 es de \p(t)y']' + q(l) y = 0 
e W(t) = clp(t), onde c e uma constante. 

34. Sey, ey 2 formam umconjunto fundamental de solugoes de ty" + 2y' + te’y = Oe se VV'(y,,y ; )(l) = 2,encontre 
o valor de W(y„ y 2 )( 5 ). 

35. Se y, e y 2 formam urn conjunto fundamental de solutes de t z y" - 2y' + (3 +/)v = 0 e se W(v,. y : )(2) = 3, 
encontre o valor de W(y„y 2 )(4). 

^ 6 ^ Se o wronskiano de duas soluqoes quaisquer de y" + p(t)y' + q(t) = 0 e constante, o que isso implica sobre 
os coeficientes pe < 7 ? 

37. Se/.ge/i sao fungoes diferencidveis. mostre que W(fg,fh) = pW(g.h). 

Nos Problemas de 38 a 40. suponha que per/ sao conu'nuas e que as fungoes y, e y 2 sao solugoes da equagao 

diferencial y" + p(t)y' + q(t) - 0 em um intervalo aberto /. 

38. Prove que, se y, e y, se anulam em um mesmo ponto em /, entao nao podem formar um conjunto funda¬ 
mental de solu^oes nesse intervalo. 

39. Prove que, se y t e y 2 atingem um mdximo ou rm'nimo em um mesmo ponto em /, entao nao podem formar 
um conjunto fundamental de solugoes nesse intervalo. 

40. Prove que, se y, e y 2 tern um ponto de inflexao em comum em /„ em I, entao nao podem formar um conjunto 
fundamental de solugoes nesse intervalo a menos que p eq se anulem em t u . 

41. Equaydes Exatas. A equasao P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 e dita exata se puder ser escrita na forma 
[P(x)y'\ + [/U)y]' =0,onde/(.v) pode serdeterminada emfunqao de P(x),Q(x) e R(x). Esta ultima equa- 
qao pode ser integrada uma vez imediatamente, resultando em uma equagao de primeira ordem para y que 
pode ser resolvida como na Se^ao 2.1. Igualando os coeficientes das equaqoes precedentes e eliminando 
/ (x), mostre que uma condigao necessdria para que a equa<;ao seja exata e que P"(x) - Q'(x) + R(x) = 0. 
Pode-se mostrar que essa condigao tambem d suficiente. 

Em cada um dos Problemas de 42 a 45, use o resultado do Problema 41 para determinar se a equagao dada e 

exata. Se for, resolva-a. 

42. y" + xy' + y = 0 43. y" + 3.r 2 y' + xy = 0 

44. xy" - (cosx)y' + (senjc)y = 0, x > 0 45. x 2 y" + Jty' - y = 0, .v > 0 

46. A Equa^ao Adjunta. Se uma equa^ao linear homogenea de segunda ordem nao for exata, ela pode ser torna- 
da exata multiplicando-se por um fator integrante apropriado p (x). Precisamos, entao, que p (x) seja tal que 
P (x)P(x)y" + p (x)Q(x)y' + p (x)R(x)y = 0 possa ser escrita na forma [/t (x)P(x)y'[ + (/(jt)y]' =0. Igualando 
os coeficientes nessas duas equaqoes e eliminando f[x), mostre que a fungao p precisa satisfazcr 

Pp" + (2 P' - Q)p' + (P" -Q' + R)p = 0. 

Essa equa^ao 6 conhecida como a adjunta da equa^ao original e e importante na teoria avangada de equa¬ 
tes diferenciais. Em geral.o problema de resolver a equaqao diferencial adjunta e tao dificil quanto o de 
resolver a equa^ao original, de modo que so e possfvel encontrar um fator integrante para uma equa^ao 
de segunda ordem ocasionalmente. 

Em cada um dos Problemas de 47 a 49. use o resultado do Problema 46 para encontrar a adjunta da equagao 

diferencial dada. 

47. x 2 y" + xy' + (.t 2 — v 2 )y = 0, equa</ao de Bessel 

48. (1 — .r 2 )y" — 2xy' + a(or 4- l)y = 0, equa^ao de Legendre 

49. y" — xy = 0, equagao de Airy 

50. Para a equa?ao linear de segunda ordem P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, mostre que a adjunta da equai/ao 
adjunta 6 a equa^ao original. 

51. Uma equa^ao linear de segunda ordem P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 e dita autoadjunta se sua adjunta for 
igual it equa<;ao original. Mostre que uma condiqao necessdria para esta equa<;ao ser autoadjunta 6 que 
P'( x ) = Q(x). Determine se cada uma das equates nos Problemas de 47 a 49 6 autoadjunta. 
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3.3 Raizes Complexas da Equagao Caracterfstica 


Vamos conlinuar nossa discussao da equa?ao 


ay" + by' + cy = 0. (1) 

onde a, h e c sao numeros reais dados. Vimos. na Scqao 3.1, que, se procurarmos soluqoes da forma y = e", 
entao r (cm que ser raiz da equa^ao caracteristica 

ar + hr + c = 0. (2) 

Se as raizes r, e r ; sao reaise distintas.oque ocorre sempre que o discriminante b : - 4ac for positivo, entao 
a solugao gcral da Eq. (I) e 

v = c\e r, ‘ +c 2 e r: '. ( 3 ) 

Suponha, agora, que b : - 4 ac c negalivo. Entao as raizes da Eq. (2) sao numeros complexos conjugados; 
vamos denota-los por 


ri =/. + />. r 2 = k-in, (4) 

onde Xc/i sao reais. As expressoes correspondcntcs para y sao 


\’i(f) = exp|(A. 4- in)t\. y 2 (0 = expf(A. - />)/]. (5) 

Nossa primeira tarefa e explorar o signilicado dessas expressoes. o que envolve o calculo de uma t'unqao 
exponencial com expocnte complexo. Por exemplo. se A. = -1. // = 2 e / = 3. entao, da Eq. (5), 

>»( 3) = r 3+w . (6) 

O que signilica elevar o numcro e a uma potencia complexa? A resposta e dada por uma rela^ao intpor- 
tante conhecida como formula de Euler. 


Formula de Euler. Para atribuir signilicado as expressoes nas Eqs. (5). precisamos delinir a fun^ao expo¬ 
nencial complexa. E claro que queremos que a delinifao se reduza a funqao exponencial real habitual 
quando o expocnte for real. Existcm varias maneiras de descobrir como essa extensao da funqao expo¬ 
nencial deveria ser delinida. Vamos usar aqui um ntelodo baseado em series infinitas; um mdtodo alterna- 
tivo esta csquematizado no Problema 28. 

Lembre-se do Calculo que a serie de Taylor para <•' em torno de t = 0 e 


'-Es- 

n=0 


—oo < i < oo. 


Se supusermos que podemos substituir / por il na Eq. (7), terentos 


X 

= £ 


(if)" 

//! 


7X 


-L 


( 2 / 0 ! 


+'E 


( 2 / 1 - 1 )! 


(7) 


( 8 ) 


onde separamos a soma em suas partes real e imaginaria, usando o fato de que r = -1./•’ = -/', i* = l,e assim 
por diantc. A primeira serie na Eq. (8) e precisamente a serie de Taylor para cos / em torno de t = 0 e a 
segunda 6 a serie de Taylor para sen t em torno de / = O.Temos, entao, 

c" = cosf + isenf. ( 9 ) 

A Eq. (9) d conhecida como formula de Euler, c d uma relagao matemdtica extremamente importantc. 
Embora nossa dedu^ao da Eq. (9) esteja baseada na hipdtese nSo verificada de que a sdrie (7) pode ser 
usada para numeros complexos da mesnia forma que para numeros reais da variavel independente, nossa 
intemjao d usar essa deduyao apenas para lornar a Eq. (9) mais plausfvel. Vamos colocar as coisas em uma 
fundagao sdlida agora, adotando a Eq. (9) como definiqao de e". Em outras palavras. sempre que escrever- 
mos e“. queremos dizer a expressao & direita do sinal de igualdade na Eq. (9). 

Existent alguns variantes da formula de Euler que vale a pena notar. Substiluindo t por -/ na Eq. (9) e 
lembrando que cos(-/) = cos/ e sen(-f) = -sen/, temos 
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EXEMPLO 

1 


e~" = cost - / sen/. 

( 10 ) 

Alem disso, se / for substitufdo por /// na Eq. (9), entao obtemos uma versao generalizada da formula de 
Euler, a saber. 

e'‘“ = cos /// + /'sen///. 

( 11 ) 

A seguir, queremos estender a definigao de exponencial complexa para expoentes complexes arbitrarios 
da forma (X + /'//)/. Como queremos que as propriedades usuais da fungao exponencial conlinuem validas 
para expoentes complexos, queremos, certamente, que exp[(X + /'//)/] satisfaga 


( 12 ) 

Usando, entao, a Eq. (11), obtemos 


e ^+i)Oi _ e A '(cos/// + / sen///) 

= e ,J cos /// + ie kt sen ///. 

(13) 

Tomamos agora a Eq. (13) como a definigao de exp[(X + ///)/]. O valor da fungao exponencial com coefi- 
ciente complexo 6 um niimero complexo cujas partes real e imaginaria sao dadas pelas expressoes a direi- 
ta dosinal de igualdade na Eq. (13). Note que as partes real e imaginaria de exp[(X + ///)/] estao expressas 
inteiramente em termos de fungoes elementares reais. Por exemplo, a quantidade na Eq. ( 6 ) tern o valor 

e -3+6i _ e -3 cos6 + ie -3 S en 6 = 0,0478041 - 0,0139113/. 


Com as definigoes (9) e (13), e fdcil mostrar que as regras usuais de exponenciagao sao validas para a 
fungao exponencial complexa. Voce tamb£m pode usar a Eq. (13) para verificar que a formula de dife- 
renciagao 

II 

^ 1^ 

(14) 

e vdlida para valores complexos de r. 


Encontre a solugao geral da equagao diferencial 


/+y+ 9.25y = 0. 

(15) 

Encontre. tambem, a solugao que satisfaz as condigoes iniciais 


y(U) = 2 , y«)» = 8 , 

(16) 

e desenhe seu graftco. 

A equagao caracteristica para a Eq. (15) e 


r 2 + r + 9.25 = 0 


de modo que suas raizes sao 


r 2 = -5 + 3/, r : = — 1 — 3/. 


Portanlo, duas solugoes da Eq. (15) sao 

>i(/) = exp[(-j +3/)/] = e~' / 2 (cos3/ + /sen3/) 

(17) 

C 

y 2 (/) = exp[(— 1 —3/)/] = e _,/ 2 (cos3/ - /sen3/). 

(18) 


Voce pode verificar que o wronskiano e VV(y„y 2 )(/) = -6ie ', que nunca se anula, logo a solugao geral da Eq. (15) 
pode ser expressa como uma combinagao linear de y,(/) e y 2 (t) com coeficientes arbitrdrios. 

Entretanto, em vez de usar solugoes complexas y,(/) e vamos procurar urn conjunto fundamental de 
solugoes reais para a Eq. (15). DoTeorema 3.2.2, sabemos que qualquer combinagao linear de duas solugoes 
tambdm 6 uma solugao, logo vamos formar as combinagoes lineares y,(/) + _y,(/) e >>,(/) - y 2 (t). Dessa forma, 
obtemos das Eqs. (17) e (18) as solugoes 

>"i(0 +> 2(0 = 2e~' /2 cos 3r, YiU) — yi(t) = 2/e~ ,/ 2 sen3/. 

Retirando as constantes 2 e 2/ por convenience, ficamos com 

«(/) = e _,/ 2 cos3r, v(t) = e~ ,/ 2 sen3/ (19) 
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FIGURA 3.3.1 Soluqao do problema do valor inicial y" + y' + 9,25y = O.y(O) = 2.y'(0) = 8 

como solutes reais da Eq. (15). [Sc voce nao liver certeza absoluta do que u(t) e v(t) sao solutes da equaqao 
diferencial dada.substilua cssas funqdes na Eq. (15) e continue que elas satisfazem a equat/ao.) Calculando o 
wronskiano de u(i) e v(t), obtemos W(ii, v(t) = 3clogo u(i) e v(t) formain um conjunto fundamental de solu- 
V'oes. e a solugao geral da Eq. (15) pode ser cscrita como 

v = C|i<(r) + r;HO = e“' ’(C| cos 3/ + c? sen 3r), (20) 

onde c, e c : sao constantes arbitrarias. 

Para satisfazer as condigdcs iniciais (lb), primeiro substituimos t = 0 e v = 2 na Eq. (20). com o resultado 
que C| = 2. Entao, diferenciando a Eq. (20). fazendo t - 0 e y' = 8 . obtemos -4-c, + 3c. = 8 . de modo que c, - 3. 
Portanto, a solu<;ao do problema de valor inicial (15). (lb) <3 

y — e“ ,/ ’(2cos3f + 3sen3f). (21) 

A Figura 3.3.1 mostra o gralico desta soluqao. 

Vemos, do gralico, que a solugao deste problema e uma oscilagao decaindo. O fator contendo seno e cosseno 
controla a natureza oscilaloria da solugao. enquanto que o fator exponential com expoente negativo faz com 
que as amplitudes das oscilagoes diminuam quando o tempo aumenta. 


Raizes Complexas; 0 Caso Geral. As fungoesy,(/) cy.(/),dadas pelas Eqs. (5) e com o significado expresso pela 
Eq. (13).sao solugocs da Eq.(l) quando as raizes da equagao caracterfstica (2) s3o niimeros complexos X ± i/i. 
Infelizmente, as solugoes y, e y, sao fungoes que tern valores complexos, ao passo que, cm geral. preferirfamos 
ter solugoes reais, sc possfvel, jd que a propria equagilo diferencial so tern coelicientes reais. Podemos proceder 
como no Exemplo 1 para cncontrar um conjunto fundamental de solugoes reais. Em particular, vamos formar 
a soma e a diferenga de y, c y 2 .Temos 

V’t (0 + >’:(/) = e*'(cos/zf 4- / sen /it) + e Xl (cos fit - i sen fit) 

= 2e Xl cos fit 
e 

y,(f) - yz(t) = e x '(cos fit + /sen///) - c*'(cos/zf - /sen/zf) 

= lie" sen/zf. 

Logo, desprezando os fatores constantes 2 e 2/, respectivamente, obtivemos um par de solutes reais, 

u(t) = e Xl cos fit, v(t) = e Xl sen fit. ( 22 ) 

Note que // e t> sao, simplesmente, as partes real e imagindria, respectivamente, de y,. 

Por um cdlculo dircto, voce pode mostrar que o wronskiano de u e e e 

W(u,v)(t) = fie n '. (23) 

Portanto, desde que /z ¥= 0 , o wronskiano W nao (3 nulo, de modo que it c v formam um conjunto funda¬ 
mental dc solugoes. (£ claro que.se // = O.entao as raizes sao reais e a discussao nesta segao nao se aplica.) 
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Em consequencia, se as raizes da equaijao caracteristica sao numeros complexos A. ± , com /< * 0, entao 

a soluqao geral da Eq. (1) e 

y = c\e u cos /ri + C 2 ?*' sen fit, (24) 

onde c, e c : sao constanles arbilrarias. Note que a solu<;ao (24) pode ser escrita tao logo sejam conhecidos 
os valores de A e p. Vamos considerar mais alguns exemplos. 


EXEMPLO 

2 


Encontre a soluqao do problema de valor inicial 

16/ - 8/ + 145y = 0. y(0) = -2. y'(0) = 1. (25) 

A equaqao caracteristica e 16r - 8 r + 145 = 0. e suas raizes sao r = V* ± 3/. Logo, a solut;ao geral da equa?ao 
diferencial 6 

y — C|e' /4 cos 3/ + Cje' /4 sen 3 1. (26) 

Para aplicar a primeira condi^ao inicial, fazemos / = 0 na Eq. (26): isso dri 

y( 0 ) = c, = - 2 . 

Para a segunda condiijao inicial, precisamos diferenciar a Eq. (26) e depois fazer i = 0. Desse modo. vemos que 

y'(0) = 3C1 + 3 q = 1, 

de onde temos que c 2 = Vi. Usando esses valores de c , e c : , obtemos 

y = - 2 e * 4 cos 3f + V ' 4 sen 3f (27) 

como solu(,ao do problema de valor inicial (25). O grafico desta solut,'ao estii ilustrado na Figura 3.3.2. 

Neste caso observamos que a solu^ao e uma oscil.ujao aumentando. Novamente,os fatores trigonome- 
tricos na Eq. (27) determinam a parte oscilatoria da solutplo.enquanto o fator exponencial (com expoente 
positivo) faz com que a amplitude da oscilav'ao aumente com o tempo. 



I IC.URA 3.3.2 Solu(, - ao de 16y" - 8 y' + 145y - (J.y(U) - -2.>•'((>) = 1. 


EXEMPLO 

3 


Encontre a soluqao geral de 


y" + 9y = 0. 


A equaipto caracteristica 6 r + 9 = 0, com raizes r = ±3i; logo, A = 0 e p = 3. A soluqao geral 6 

y = C| cos 3 1 + f; sen 3r; 


(28) 

(29) 


note que se a parte real das raizes e zero, como neste cxemplo, entao a solui^ao nao tern fator exponencial. 
A Figura 3.3.3 mostra o grSfico de duas soluqoes tipicas da Eq. (28). Em cada caso a solu(,‘ao e uma oscilaijSo 
pura cuja amplitude e delerminada pelas condi<; 6 es iniciais. Como a solu<;ao (29) nao tern fator exponencial. a 
amplitude de cada oscilaqao permanece constante no tempo. 
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de I a 6. use a formula de Euler para cscrevcr a expressao dada na forma a + ib. 
- l.exp(l+2/'| ( 2 ) exp(2 - 3/) 

&' 7 

5. 2 I_I 6 . t 


Em cada um dos Problemas de 7 a 16. eneonlre a soluqtlo geral da cquaqao diferencial dada. 


7. v" - 2/ + 2y = 0 
(j) v" + 2/ - Xy = (I 
11 . y" + by' 4- I3y = 0 
1 3. >•" + 2y' + 1 .25v = 0 
(Q y" + y' + 1,25y = 0 



12 . 

14 


f - 2 y* + 6y = 0 
y" + 2y* + 2y = l» 
4v" + 9y = 0 
9y* + 9y’ - 4y = () 


16. y" + 4y’ + 6.25y = 1) 


Em cada um dos Problemas de 17 a 22. eneonlre a solu^ao do problema de valor inicial dado. Esboce o gralico 
da soluqao e descreva seu comportamento para valorcs cada ve/ maiores de /. 

y" + 4y = 0. y(0) = 0. y’(0) = 1 

1S. y" + 4/ + 5y = 0. y(0) = I. y'(0) = 0 

19. y" — 2/ + 5y = 0. y(.7/2) = 0. y’(:r/2) = 2 

^2il )\" + y = 0. y(:r/3) = 2. y'<rr/3) = —I 

21. y" + y' + 1,25y = 0 . y( 0 ) = 3. y'(0) = 1 

22. y" + 2y' + 2y = 0, yfjr/4) = 2. y'(;r/4) = -2 

f/, 23. Considere o problema de valor inicial 


3 u" - n' + 2 11 = 0, i/(0) = 2, //'(()) = 0. 



(a) Eneonlre a soluqao 11 ( 1 ) deste problema. 

(b) Para I > 0, encontre o primeiro instanle no qual li/(/)l = 10. 
Considere o problema de valor inicial 


5m" + 2m' + 7m = 0, m( 0) =2. m'(0) = 1. 


(a) Eneonlre a soluijao //(f) deste problema. 

(b) Encontre o menor T pura o qual Im(/)I < 0.1 para todo 1 > T. 

25. Considere o problema de valor inicial 

y" + 2y* + 6y = 0. y(0) = 2. y'(0) = a > 0. 

(a) Encontre a soluijao y(/) deste problema. 
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(b) Encontre a tal que y = 0 quando t = 1. 

(c) Encontre o menor valor positivo de t, em fungao de u, para o qual y = 0. 

(d) Determine o lirnite da expressao encontrada no item (c) quando a —» *•. 

26. Considere o problema de valor inicial 

y" + 2 ay + (a* + 1 )y = 0 . y( 0 ) = 1 , y'< 0 ) = 0 

(a) Encontre a solugiio y(t) deste problema. 

(b) Para a = I, encontre o menor T para o qual ly(f)l < 0.1 para t > 7. 

(c) Repita o item (b) para a = 1/4,1/2 e 2. 

(d) Usando os resultados dos itens (b) e (c), coloque em um grafico os valores de T em fungSo de a e 
descrevaarelagaoentre Tea. 

<D Mostre que W(e u cos /if. <•*' sen tit) = pe^'. 

28. Neste problema. esquematizamos um modo diferente de obter a formula de Euler. 

(a) Mostre que y,(i) = cos t c y 2 (t ) = sen t formant um conjunto fundamental de solutes de y" + y = 0; ou 
seja, mostre que sao solutes e que seu wronskiano n3o se anula. 

(b) Mostre (formalmcnte) que y = e" tambem e solugao de y" + y = 0. Portanto, 

e“ = C| cost + c 2 sent (i) 

para constantes c, e c 2 apropriadas. Por que isso ocorre? 

(c) Faga t = 0 na Eq. (i) para mostrar que c, = 1. 

(d) Supondoque a Eq. (14) 6 vilida.diferencie a Eq. (i) e depois fa^a / = Opara concluir que c : = /. Use os 
valores de c, e c 2 na Eq. (i) para chegar 2 fdrmula da Euler. 

29. Usando a formula de Euler, mostre que 

cosr = (e" + e“")/ 2 . sent = (e" — e~'')/2i. 

30. Se e" 6 dado pcla Eq. (13). mostre que e''i *' 2 V = e'l'e'-' quaisquer que sejant os numeros contplexos r, e r 2 . 

31. Se e" e dado pela Eq. (13), mostre que 


para qualquer numcro contplexo r. 

32. Suponha que as fungoes rcais peq sao continuas ent uni intervalo aberto / e seja y = <? (/) = n(t) + iv(t) unta 
solugao complexa de 

y" +p(Dy' + </(0y = 0 . (i) 

onde u e u sao fungoes reais. Mostre que u c v tambem sao solugoes da Eq. (i). 

Sugestao: substitua y = </> (l) na Eq. (i) e separe em partes real e imagindria. 

33. Se as fungoes y, e y 2 formant um conjunto fundamental de solugoes de y" + p(t)y' + q(t)y = 0, mostre que 
entre dois zeros consecutivos de y, existe um, e apenas um. zero de y 2 . Note que esse comportamento e 
ilustrado pelas solugoes y, = cos r e y 2 = sen t da equagdo y” + y = 0 . 

Sugestao: suponha que f, e f 2 sao dois zeros de y, entre os quais nao existe zero de y 2 . Aplique o teorema de 
Rolle a y,/y 2 para chegar a unta contradigao. 

Mudunga de Variaveis. Alguntas vezes, uma equagao difercncial com coeficientes variaveis 


y" + p(Oy' + qU)y = o. 


(i) 


pode ser colocada ent unta forma mais adequada para que se possa resolve-la atravds de unta mudanga da 
varidvcl independente. Vamos explorar essas ideias nos Problentas de 34 a 42. Em particular, no Problema 34 
mostramos que as equagdes conhecidas como equagoes de Euler podem ser transformadas em equagoes com 
coeficientes constantes por uma mudanga simples da variivel independente. Os Problentas de 35 a 42 contem 
exentplos desse tipo de equagao. O Problema 43 determina condigoes sob as quais a equagao mais geral Eq. 
(i) pode ser transformada em uma equagao diferencial com coeficientes constantes. Os Problemas de 44 a 46 
fornecem aplicagoes especificas deste procedimento. 

34. Equagoes de Euler. Uma equagao da forma 


, d 2 y dy 

1 d? +C “di +fiy = 0 ' 


(ii) 


/ > 0 . 
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onde a e ft sao constantes reais, d chamada de equagao de Euler. 

(a) Seja .r = In I e calcule dyldt e (fyldt em terrnos de dyldx e cfyldx'-. 

(b) Use os rcsullados do item (a) para transformar a Eq. (ii) em 

d~y . dy 

_ + (0f _ 1) ^ +/j V = °. (iii) 

Note que a Eq (iii) tern coeficientes constantes. Se y,(.r) e v : (x) formant urn conjunto fundamental de 
solugoes da Eq. (iii), entao y,(In t) e y,(ln t) formant uni conjunto fundamental de solugoes da Eq. (ii). 

Em cada um dos Problemas de 35 a 42. use o metodo do Problema 34 para resolver a equagao dada para t > 0. 

35. t z y" + ty‘ + y = 0 36. t 2 y" 4- 4rv' + 2y = 0 

37. f-y + 3/y' + 1,25y = 0 38. t 2 y" - 4 1/ - 6 y = 0 

39. ry" - 4/y' + 6y = 0 40. t 2 y" - ry' + 5y = 0 

41. ry" + 3/v' - 3v = 0 42. rv" + 7 tv’ + lOv = 0 


43. Neste problenta vantos determinar condigoes sobre p e q de modo que a Eq. (i) possa ser transformada em 
unta equagao com coeficientes constantes atraves de uma ntudanga da variave! independente. Seja x = u(t) 
a nova variavel independente. com a relagao entre a e l a ser especifkada mais tarde. 

(a) Mostre que 

dy dx dy d z y (dx \ ‘ d 2 v ^ d z x dy 

dt dl dx ' dl 2 V di ) dx 2 dt 2 dx 


(b) Mostre que a equagao diferencial (i) torna-se 

\ d 2 y l d 2 x 


(dx y d-y (d m x dx\ dv 

U) dj + (d?+ p{n d;)t<+“ { ''>- ( '- 


(iv) 


(e) Para que a Eq. (iv) tenlia coeficientes constantes, e preciso que os coeficientes de (Pyldx 2 e de y sejam 
proporcionais. Se <•/(/) > 0. entao podemos escolher a constante dc proporcionalidade como 1: logo, 

x = «(/) = j [<Ht)\' i: dt. (v) 

(d) Com.v escolhido como no item (c). mostre que o coeficiente de dyltlx na Eq. (iv) tambem e constante, 
desde que a expressao 

qd) + 2 p{l)q{l) . .. 

- -- — T~ (Vl) 

seja constante. Assim. a Eq. (i) pode ser transformada em uma equagao com coeficientes constantes 
atraves de uma ntudanga da variavel independente. desde que a fungao (<y' + 2pq)lq' 2 seja constante. 
Como esse resullado pode ser modificado se </(r) < 07 


Em cada um dos Problemas de 44 a 46, tente transformar a equagao dada em uma com coeficientes constantes 
pelo metodo do Problema 43. Se isso for possivel. encontre a solugao geral da equagao dada. 

44. y" + ly' + e~ r y = 0, -oo < I < oo 

45. y" + 3fy' + i 2 y = 0. -oo < t < oo 

46. ly" + (r — t )y' + r’y = 0. 0 < t < oo 


3.4 Rafzes Repetidas; Redugao de Ordem 

Em segoes anleriores. mostramos conto resolver a equagao 

ay" + by' + cy = 0 ( 1 ) 

quando as rafzes da equagao caracterfstica 

ar 2 + br + c = 0 ( 2 ) 

sao reais e dislintas ou contplexas conjugadas. Vamos considerar agora a terceira possibilidade, a saber, 
quando as duas rafzes r, e r 3 sao iguais. Esse caso faz a transigao entre os outros dois, e ocorre quando o 
discriminante b 2 - 4<jc e zero. Segue da formula para a equagao do segundo grau que 
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r\ = r 2 = -b/2a. (3) 

A dificuldade € imediatamentc aparcnte: ambas as raizes geram a mesma solugao 

yi (/) = e~ h,/2a (4) 

da equagao diferencial (l).e nao e nada obvio como encontrar uma segunda solugao. 


EXEMPLO 

1 


Resolva a equagiio diferencial 


A equagao caraclerfstica <5 


/ + 4/ + 4v = 0. 


r + 4r + 4 = (r + 2) 2 = 0. 


(5) 


de modoque r, = r 2 = -2. Portanto, uma solugao da Eq. (5) 6 >',(/) = e~-'. Para encontrar a solugao geral da Eq.(5), 
precisarnos de uma segunda solugao que nao seja multiplo de y,. Essa segunda solugao pode ser encontrada de 
diversas maneiras (veja os Problcmas de 20 a 22); usaremos aqui um metodo descoberto por D'Alembert' no 
seculo XVIII. Lembre que.como >*,(/) e uma solugao da Eq. (l).cv,(r) tambdm o e para qualquer consume c. A 
ideia bdsica 6 generalizar essa observagao substituindo-se c por uma fungao r(r) e depois tentando determinar 
v(f) de modo que o produto v(t)y,(t) seja solugao da Eq. (1). 

Para seguir esse programa, vamos substituiry = v(/)y, (t) na Eq. (5) e usar a equagao resultante para encon¬ 
trar v(t). Comegando com 

y=i-(r)y,(/) = t'fOe' 2 '. (6) 

temos 

y = - 2u(f)e -2 ' (7) 

e 

y" = r"<r)c' : ' - 4t''(r)e _: ' + 4u(r)<?- 2 '. (8) 


Substiluindo as exprcssSes nas Eqs. (6), (7) e (8) na Eq. (5) e juntando os termos, obtemos 

|i’"(r) - 4e’(r) + 4e(r) + 4i’’(r> - 8 v(t) + 4u(r)]t* _2/ = 0. 

que pride ser simpliticada para 


Logo, 


i ’"(0 = 0 . 


V'(t) = C[ 


(9) 


V(t) = C|f + c 2 , 

onde c, e c. sao constantes arbitrarias. Finalmente. substiluindo i>(r) na Eq. (6). obtemos 

_v = ci re' 2 ' + C 2 e~ 2 '. 


( 10 ) 


( 11 ) 


A segunda parcela a direita do sinal de igualdade na Eq. (11) corresponde it solugao original y,(r) = exp(—2/), 
mas a primeira parcela corresponde a uma segunda solugao, a saber, y 2 (/) = t exp(-2r). Essas duas solugoes 
nao sao proporcionais, obviamente, mas podemos verificar que formam um conjunto fundamental de solugdes 
calculando seu wronskiano: 


W'O’t-^HO = 




te 


-21 


-2e- 2 ' (1 - 2f)e~ 2 ' 1 

= <T 4 ' - 2ie-*' + 2 le 4 ' = e -4 ' ^ 0. 




’Jean d'Alembert (1717-1783). matemritico francos, foi contemporaneo de Euler e Daniel Bernoulli, e e conhecido, princi- 
palmcnte, por seu trabalho em mccanica e equagoes diferenciais. O prindpio de d'Alembert em mecanica e o paradoxo de 
d’Alembert em hidrodinamica rceeberam esse nome cm sua homenagem.e a equagao de onda apareceu pela primeira vcz 
em seu artigo sobre cordas vibrantes cm 1747. Em seus ultimos anos, devotou-se prindpalmente 4 lilosofia e its suas tarefas 
como editor de ciencia da Encidopedia de Diderot. 
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Portanto, 

V| (/) = e^y yj(0 = te (12) 

formam um conjunto fundamental de solu^oes da Eq. (5).e a soluqSo geral desta oqua<;ao e dada pela Eq. (11). 
Note que ambas as funqbes, y,(f) e y,(f). tendem a zero quando /->^;em consequencia. todas as soluqdes da 
Eq. (5) sc comportam dcssc modo. A Figura 3.4.1 mostra o grafico de uma soluvao tfpica. 



O proeedimento usado no Exemplo 1 pode scr esicndido a uma equa^ao geral cuja cquaqSo caracle- 
ristiea tenha raizes repctidas. On seja. supomos que os coeficientes na Eq. (1) satisfazem h- -4<ic = 0, caso 
em que 

V't(f) = 


c uma soluvao. Para encontrar uma segunda soluvao. supomos quo 

y = t'(M.vi(/) = vU)e- h ' r ‘ , ‘ 

e substiluimos na Eq. (1) para detcrminar i (O-Temos 


v’ = v\t)e-‘" UH-- h,/2u 

2<i 


(13) 


(14) 


i i 2 

y" = i"(r)e hl - -v'U)c~ h ' >2 “ + -^v(t)e~ hl,2u . 
a 4a- 


Entao. substituindo na Eq. (l).obtemos 


[ T „ b , tr 1 . T , b 

« v (l) -r (/) + —rfU) 4 b t (0-— v{l) 

a 4a - J [ 2« 


+ cvU) e~ hl = 0. 


05) 


(16) 


Cancelando o fator exp(-br/2<»). quo nao sc anula. e rearrumando os tcrnios reslantes. cncontramos 

/ b 2 b 2 


av 


"(0 + (-b + b)v'(l) + ^ ^ +c) v(l) = 0. 


(17) 


A parcela cnvolvcndo v'(i) e obviamente nula. Alem disso,ococlicientc de v(t) 6c- (6 3 /4«).que tambtSm 
e zero, pois b- -4ac = 0 no problema em consideraqao. Assim, como no Exemplo l,a Eq. (17) se reduz a 


logo, 

Portanto. da Eq. (13), temos 


r"<0 = 0; 

v(t) = fi + C 2 t. 


y = cie~ hl/2a + c 2 te- h,/2a . 

Entao.y 6 uma combina<;ao linear das duas solu^Oes 

yt(0 = e _6,/2u . y 2(0 = te' bl/2a . 


(18) 

( 19 ) 
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O wronskiano dessas duas solu?6es 6 


WtyuyiKO = 


e ~bt/2a 

_^ e -hi/2a 

2a 


i e ~bt/2a 



e~ h,,u . 


( 20 ) 


Como W(y t ,y 2 )(t) nunca sc anula.as soluqoesy, e y 2 dadas pela Eq. (19) formam um conjunto fundamen¬ 
tal de solutes. Alem disso, a Eq. (18) e a soluqao geral da Eq. (1) quando as raizes da equaqao caracte- 
ristica s3o iguais. Em outras palavras, neste caso existe uma solu^ao exponencial correspondente a raiz 
repetida, enquanto uma segunda solu^ao e obtida multiplicando-se a soluqao exponencial por i. 


EXEMPLO 

2 


Encontre a solu?ao do problema dc valor inicial 

/' -y + 0,25y = 0, y(0) = 2, y'(0) = i. 

A equa^So caracteristica <5 

r - r + 0.25 = 0. 

de modo que as raizes sao r, = r : = 1/2. Logo, a soluqao geral da equaqao difcrencial e 

v = C|C ,/2 + c 2 le' /1 . 

A primeira condi^ao inicial requer que 

y(0) = d = 2. 


( 21 ) 


( 22 ) 


Para satisfazer a segunda condi^So inicial. primeiro diferenciamos a Eq. (22) e depots fazemos / = 0. Isso nos da 

y'(0> = ?C| + Cs = ^, 

de modo que c 2 = -2/3. Portanto, a soluqao do problema de valor inicial e 

y = 2e' /2 - =/e' /: . (23) 

A Figure 3.4.2 mostra o gralico desta soluqao. 



FIGURA 3.4.2 Solu(,oes de y" - y' + 0.25y = 0.y(0) = 2. com y'(0) = 1/3 e y'(0) - 2, respectivamente. 


Vamos modificar, agora, o problema de valor inicial (21) mudando o coeficientc angular inicial; especilica- 
mente, vamos trocar a segunda conditio inicial por y'(0) = 2. A solu^ao deste problema modificado 6 

y = 2e' /2 + le' /2 . 

e seu gr;Uico tambem aparece na Figura 3.4.2. Os graficos mostrados nessa figura sugerem a existencia de um 
coeficiente angular inicial critico, com valor entre L e 2, que separa as solu?6es que crescem positivamente das 
que crescem cm mddulo, mas tornam-se negativas. O Problema 16 pede que voce determine este coeficiente 
angular critico. 
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O comportamcnto geomdtrico de solutes 6 semelhante, nesse caso. a quando as raizes sao reais e 
distintas. Se os expoentes s3o positivos ou negativos. entao a soluijao, em modulo, aumenta ou diminui 
de acordo; o fator linear t tcm pouca influencia. A Figura 3.4.1 mostra uma solu<;ao decaindo e a Figura 
3.4.2 mostra duas solu^oes crescendo em mbdulo. No entanto, se a raiz repetida C‘ nula, entao a equa<;ao 
diferencial 6 y" = 0 e a soluijao geral 6 uma fungao linear de t. 

Resumo. Podemos resumir. agora, os resultados obtidos para equaqoes lineares homogeneas de segunda 
ordem com coeficientes constantes 

ay" + by' + cy = 0. ( 1 ) 

Sejam r , e r : as raizes do polinflmio caracteristico correspondente 

ar + br + c — 0. (2) 

Se r, e r, sSo reais e distintos, entao a solucao geral da equaqao diferencial (1) d 

y-ci^' + cif*. (24) 

Se r, e r. sao complexos conjugados X ± ip, entao a solucao geral e 

_v = cie''cospr + cse' J sen/r/. (25) 

Se r, = r 2 . entao a solucao geral e 

y = cic'’ 1 ' + cyte' 1 '. (26) 

Reduqao de Ordem. Vale a pena observar que o procedimento usado anteriormente nesta seqao para 
equates com coelicientes constantes e aplicavel mais geralmente. Suponha que conhecemos uma solu- 
9 ao y'i( 0 . niio identicamente nula.de 

v" + pU)y' + </(/)>’ = 0. (27) 

Para encontrar uma segunda solucao, seja 

V = u(/)yi(r); (28) 

entao, 

y' = i'(i)yi(/) + i’(f)y{(/) 
c 

y" = t>"(r)yi(0 + 2i'’(r)y'|(r) + v(r)y' l '(t). 

Substituindo essas expressoes para y.y' e y" na Eq. (27) e juntando os termos, encontramos 

y\v" 4- (2y, + py\(v' + )y" + py\ + qy\)v = 0. (29) 

Como y, e uma soluqao da Eq. (27). o cocficiente de r na Eq. (29) <5 zero, de modo que a Eq. (29) fica 

yi v" + (2y', + pyi )v' = 0. (30) 

Apesar de sua aparencia. a Eq. (30) e. de fato, uma equa<;ao de primeira ordem para a fungao i/' e pode ser 
resolvida como uma equa^ao de primeira ordem ou como uma equaijao separavel. Uma vezencontrada v', 
v £ obtida por integraqao. Finalmente.a soluijaoy e determinada da Eq. (28). Este procedimento 6 chamado 
de metodo de reduqao de ordem, ja que o passo crucial e a resoluqao de uma equa^ao diferencial de primei¬ 
ra ordem para v'. em vez da equai^ao de segunda ordem original para y. Embora seja possivel cscrever uma 
formula para v(t), vamos, em vez. disso, ilustrar como o metodo funciona atravds de urn exemplo. 


EXEMPLO 


3 



Dado que y,(f) = r 1 6 uma soluqiio de 

2ry" + 3//-y = 0. t > 0, 

encontre um conjunto fundamental de solutes. 

Vamos fazer y = r(i)r'; entao 

y' = v'f' - vty" = r"f‘ - 2vT 2 + 2 vr\ 

Substituindo y.y' e y" na Eq. (31) e juntando os termos, obtemos 


( 31 ) 
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2 r(v"r l - 2v'r : + 2 vr 3 ) + 3 t(v'r' - vr 2 ) - vt~' 

= 2 tv" + (-4 + 3)u' + (4/ _l - 3f _1 - f _l )v 

= 2 tv" - v’ = 0 . (32) 

Note que o coeficiente de t' e nulo, como deveria: isso nos dd um ponto util de verifica<;ao dos nossos cdlculos. 
Separando as varidveis na Eq. (32) e resolvendo para v'(i), encontramos 

v'(t) = c/ 1/2 ; 


entao, 

v(t) = ijcr 3 ' 2 + k. 

Segue que 

y= fc/ 1 2 +kr\ (33) 

onde cc k sao constantes arbitrdrias. A segunda parcela na Eq. (33) e um multiplo dey, e pode ser retirada, mas 
a primeira parcela nos dd uma solu^ao nova y 2 (r) = t 112 . VocS pode verificar que o wronskiano de y, e vs d 

VV(y,.y : )(/) = |r 3/2 . t > 0 . (34) 

Em consequential, e y 2 formam um conjunto fundamental de solu^oes. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 10, encontre a soluijao geral da equaqao diferencial dada. 

-- 1. y"-2y' + v = 0 (T)9y" + 6/ + y = 0 

Q) 4 y" - 4/ - 3y = 0 4. 4 y" + 12/ + 9y = 0 

5. y" - 2 / + lOy = 0 ©y" - 6 y' + 9y = 0 

©4 y" + 17/ + 4y = 0 8 . 16/’ + 24/ + 9y = 0 

9. 25/' - 20/ + 4y = 0 10. 2y" + 2/ + y = 0 

Em cada um dos Problemas de 11 a 14, resolva o problema de valor initial dado. Esboce o grafico da soluijao e 
descreva seu comportamento quando t cresce. 

(n^9y" - 12/ + 4y = 0, y(0) = 2, y'(0) = - 1 

n^v" — 6v' + 9y — 0, y(0) = 0, y'(0) = 2 

fi3/9y" + 6 y’ + 82y = 0 , y( 0 ) = - 1 , y'( 0 ) = 2 

14. y"-f 4/-f 4y = 0, y(-l) = 2, y'(-l) = 1 

fQ, 15. Considere o problema de valor initial 

4y" + 12y' + 9y = 0, y(0) = 1, y'(0) =-4. 

(a) Resolva o problema de valor inicial e faqa o grafico de sua solu^ao para 0 < t < 5. 

(b) Determine onde a solugao tern valor zero. 

(c) Determine as coordenadas (t 0 ,y 0 ) do ponto de mi'nimo. 

(d) Mude a segunda condi?ao inicial para y’(0) = b e encontre a solu^ao como funqao de b. Depois encon¬ 
tre o valor critico de b que separa as soluQoes que permanecem positivas das que acabam se tornando 
negativas. 

fib) Considere a seguinte modifica^ao do problema de valor inicial no Exemplo 2: 

/' -/ + 0,25y = 0, y(0) = 2, y'(0) = b. 


Encontre a solusao em funijao de b e depois determine o valor critico de b que separa as solugoes que 
crescem positivamente das que acabam crescendo em modulo, mas com valores negativos. 

41 17. Considere o problema de valor inicial 

4/' + 4/ -f y = 0 , y( 0 ) = 1 , y'( 0 ) = 2 . 

(a) Resolva o problema de valor inicial e faqa o grdfico da soluqao. 

(b) Determine as coordenadas (/. w ,y M ) do ponto de mdximo. 

(c) Mude a segunda condi^ao inicial para y'( 0 ) = b > 0 e encontre a soluqao como fun^ao de b. 

(d) Encontre as coordenadas do ponto de raaximo (/ M ,y w ) em funijao de b. Descreva a dependencia em b 
de t M e de y M quando b aumenta. 
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Considere o problema dc valor inicial 


9y" + 12>'' + 4y = 0. 


>>(()) = « > 0 , y'( 0 ) = - 1 . 


(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Encontre o valor critico de a que separa as solugdes que se tornam negativas das que permanecem 
positivas. 

19. Se as raizes da equagao caracteristica sao reais. mostre que uma solugao de ay" + by' + cy = 0 6 identica- 
mente nula ou pode assumir o valor zero no miximo uma vez. 

Os Problemas de 20 a 22 indicam oulras maneiras de se eneontrar uma segunda solugao quando a equagSo 
caracteristica tern raizes repetidas. 

§) (a) Considere a equagao y" + lay' + a’y - 0. Mostre que as raizes da equagao caracteristica sao r, = r 2 = -a. 
de modo que uma solugao da equagao 6 ir“. 

(b) Use a formula de Abel [Eq. (22) da Segao 3.2) para mostrar que o wronskiano de duas solugfies quais- 
quer da equagao dada e 


IPf/) = yiiOyjif) -y',(ny:(f) = ctf -2 *", 

onde c, 6 constante. 

(c) Seja y,(r) = tr* e use o resultado do item (b) para obter uma equagao diferencial satisfeita por uma 
segunda solugao y 2 (f). Resolvendo essa equagao. mostre que y 2 (f) = tcr“. 

21. Suponha que r, e r,sao raizes dear + />r + r = 0e que r ~ r.;entao.exp(r,/)e exp(r,r) sao solugoes da equa¬ 
gao diferencial oy” + by' + cy = 0. Mostre que <5 (r,r,.r : ) = |exp(r ; r) - exp(r,r)]/(r 2 - r,) tambem e solugao da 
equagao para r : * r,. Depois, pense cm r, como tixo e use a regra de L’Hospital para calcular o limite de <p 
(r; r,.r,) quando r, —► r, obtendo, assim. a segunda solugao no caso de raizes iguais. 

22. (a) Sc ar + br + c = 0 tern raizes iguais r„ mostre que 

L\e n | = a(e ")" + bu-' 1 )' + c/' = air - r, )V'. (i) 

Como a ultima expressao b direita na Eq. (i) e nula quando r = r,. segue que exp(r,f) 6 uma solugao de 
/- L.v ] = ay" + by' + cy = 0. 

(b) Difercncie a Eq. (i) cm relagilo are mude as ordens das derivadas em relagao area/, mostrando, 
assim. que .. T ') 1 

— L\c"\ = 1. 4-c" = /.|re"| = <//('"(r - r,) : + 2ae n (r - r,). 

Hr L ;,r J (ii) 


Como a ultima expressao it direita na Eq. (ii) e zero quando r = r,. conclua que I cxp(r,r) tambem 6 solugao 
de L[y\ = 0 . 

Em cada urn dos Problemas de 23 a .30. use o metodo de redugiio de ordem para eneontrar uma segunda solu- 
ciio da equagao diferencial dada. 

(2p ry" — 4ry’ + 6 y = 0, t > 0; yq (/) = r 

24. / 2 y" -(- 2 ty' — 2y = 0, t > 0; y\(t) = I 

25. t*y + 3f/ + y = 0. i > 0; yq(r)=r~' 

t 2 y" -l(r + 2)/+ (l + 2)y = 0, I > 0 ; vq it) = t 

27. xy" - y' + 4.t’y = 0, .r > 0; yq(jr) = sen.r 

28. (.r - 1 )y" - xy' + y = 0 , x > 1 ; yi(.v) = <*’ 

^p.ry" - (r - 0.1875)y = 0. .t > 0; y, U) = .t 1 

30. .r 2 y" + x/ + U 3 - 0,25)y = 0, x > 0; yi(.v) = x ~ 12 sen.r 

31. A equagao diferencial 

jty" — (x + N)y' + Ny = 0. 


onde N 6 um inteiro n3o negativo. foi discutida por diversos autores." Uma razSo para esse interesse 6 que 
ela tern uma solugao exponential e uma solugao polinomial. 

(a) Verifique que uma solugao 6 y,(.v) = e‘. 

(b) Mostre que uma segunda solugao tern a forma y.(ji) = c e ■s x N e 1 dx. Calcule y 2 (x) para N = 1 e N = 
2; convenga-se de que, com c = -1/A/l, 


*T. A. Newton,“On Using a Differential Equation to Generate Polynomials , American Mathematical Monthly 8/(1974), pp. 
592-601. Veja, tambtfm. as referencias citadas ali. 
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X X^ X^ 

yi(x) = 1 + jT + 2 ! + '" + }v!' 

Note que y 2 (x) 6 precisamente a soma das N + 1 primeiras parcelas da sdrie de Taylor para e’ em torno de 
x = 0, ou seja, da sdrie de Taylor para y,(.r). 

32/ A equagao diferencial 

y" + & (xy‘ + y) = 0 

aparece no estudo da turbulencia em urn fluxo uniforme ao passar por urn cilindro circular. Verifique que 
y,(x) = exp(-4x 2 /2) € uma solugao, e depois encontre a solugao geral na forma de uma integral. 

33. O metodo do Problema 20 pode ser estendido para equagoes de segunda ordem com coeficientes varid- 
veis. Se y, 6 uma solugao conhecida de y” + p(x)y' + q(x)y = 0 que nao se anula, mostre que uma segunda 
solugao y 2 satisfaz (y 2 /y,)' = VV^yi.y^/y^onde VP(y,.y 2 ) e o wronskiano dey, ey 2 . Depois use a formula de 
Abel [Eq. (22) da Segao 3.2J para determinary,. 

Em cada um dos Problemas de 34 a 37. use o metodo do Problema 33 para encontrar uma segunda solugao 
independente da equagao dada. 

34. t 7 y" + 3 ly' + y = 0, t > 0; yi (0 = r 1 

35. ty" — y' + 4 t } y = 0, t > 0; y\ (r) = sen ( t 2 ) 

36. (.r - l)y" - xy 1 +y = 0, x > 1; y t (x) = e' 

37. Jry" 4- xy ' + (.r 2 - 0,25)y = 0, x > 0; yi(.r) = .r“ 1/2 sen .r 

Coinportainento de Solu«;6es quando t -> Os Problemas de 38 a 40 tratam do comportamento de solugoes 
no limite quando f-> 

38. S ca,bec sao constantes positivas, mostre que todas as solugoes de ay" + by' + cy = 0 tendem a zero quando 
t -» *. 

39. (a) Se a > 0 e c > 0, mas 6 = 0, mostre que o resultado do Problema 38 nao continua valido. mas que todas 

as solugoes permanecem limitadas quando t -* 

(b) Se a > 0 e b > 0, mas c = 0, mostre que o resultado do Problema 38 nao continua valido, mas que todas 
as solugoes tendem a uma constante.que depende da condigao inicial, quando I — =c. Determine essa 
constante para as condigoes iniciais y(0) = y„.y'(0) = y’„. 

40. Mostre que y = sen 16 uma solugao de 

y" + (k sen 2 t)y' + (1 — k cosrsen/)y = 0 

para qualquer valor da constante k.Sc0<k< 2, mostre que l-kcost sen t > 0 e k sen : r > 0. Observe entao 
que, embora os coeficientes dessa equagao diferencial com coeficientes variaveis sejam nao negativos (e 
o coeficicnte de y' se anule apenas nos pontos t = 0, it, 2 it,...), ela tern uma solugao que nao tende a zero 
quando / —>■ ■*. Compare essa situagao com o resultado do Problema 38. Observamos, assim, uma situagao 
que nao 6 incomum na teoria de equagoes diferenciais: equagoes aparentemente bastante semelhantes 
podem ter propriedades muito diferentes. 

Equagoes de Euler. Em cada um dos Problemas 41 e 42, use a substituigao introduzida no Problema 34 da 
Segao 3.3 para resolver a equagao diferencial dada. 

41. i 2 y"-3fy'+4y = 0, f>0 

42. t 2 y" + 2 ty' + 0,25y = 0, t > 0 

43. 2r 2 y" - 5/y' + 5y = 0, t > 0 

44. t 2 y" + 3 ty’ + y = 0, t > 0 

45. 4r 2 y" - 8/y' + 9y = 0, t > 0 

46. t 2 y" + 5ty' + 13y = 0, t> 0 


3.5 Equagoes Nao Homogeneas; Metodo dos Coeficientes Indeterminados 

Vamos retornar a equagao nao homogenea 

L[y\ = y" + p(t)y' + q(t)y = g(t). 


( 1 ) 
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onde p,q e g sao funqdes (continuas) dadas em um inlervalo aberto 1. A equaqao 

L[y] = v" + pU)y + qU)y = 0, (2) 

na qual g(t) = 0 e p e q sao as mcsmas que na Eq. (1). e chamada de equaqao homogenea associada h 
Eq. (1). Os dois resultados a scguir dcscrevem a cstrutura do soluqoes da equaqao nao homogenea (1) e 
fomecem uma base para a construqao de sua soluqao geral. 


Teorema 3.5.1 V, e Y 2 sao duas soluqoes da equaqao nao homogenea (I), cntao sua diferenqa Y x - V, £ uma soluqao 
■- 1 2 3 — da equaqao homogenea associada (2). Se, al6m disso.y, e y, formam um conjunto fundamental de solu- 

qocs para a Eq. (2). entao 

Vi(0 - Y 2 (t) = ciyi(f) + c 2 y 2 (t), (3) 

onde c, e c, sao constantes determinadas. 


Para provar esse resultado, note que V, e Y- satisfazem as equaqdes 

L[Vi](r) = g(t), L[Y 2 ){t) = g(t). 

Subtraindo a segunda da primeira dessas equaqocs. temos 

LI Vi 1(0 - l.\Y 2 \(t) = g(i)-gU) = 0. 

No entanto. 


LI Y\ 1 - /.| Vjl = /.[ Y\ — V;]. 


(4) 

(5) 


de modo que a Eq. (3) flea 


/.[>•, - V;1(M = 0. 


( 6 ) 


A Eq. (6) diz que V', - V. e uma soluqao da Eq. (2). Finalmente.como todas as soluqoes da Eq. (2) podem 
ser expressas como uma combinaqao linear das fumades em um conjunto fundamental de soluqoes pelo 
Teorema 3.2.4, segue que a soluqao Y { - Y : tambem pode ser expressa nessa forma. Logo, a Eq. (3) e va- 
lida e a demons! raqiio esta completa. 


Teorema 3.5.2 A soluqao geral da equaqao nao homogenea (1) pode ser escrita na forma 

y = <p(t) = cj>-|(0 + C 2 T 2 (0 + ^(0. (7) 

onde y, e y 2 formam um conjunto fundamental de soluqoes da equaqSo homogenea associada (2), c, e c 2 
sao constantes arbitrdrias c Y 6 alguma soluqao especifica da equaqao nao homogenea (1). 


A demonstraqao do Teorema 3.5.2 segue rapidamente do teorema precedente. Note que a Eq. (3) (5 
valida se idenlificarmos V, com uma soluqao arbitraria <i> da Eq. (1) e Y : com a soluqao especifica V'. Da 
Eq. (3) obtemos, assim, 

<P(t ) - Y(t) = c,y,(/) + c 2 y 2 (t), (8) 

que e equivalente £1 Eq. (7). Como 4> e uma soluqao arbitraria da Eq. (1). a expressio h direita do sinal de 
igualdade na Eq. (7) inclui todas as soluqoes da Eq. (1): e natural, portanto,cham5-la de soluqao geral da 
Eq.(l). 

Colocando de maneira um pouco diferente, o Teorema 3.5.2 diz que, para resolver a equaqSo nao ho- 
mogenca (1). precisamos fazer tres coisas: 

1. Encontrar a soluqao geral c,y,(/) + Cjy 2 {t) da equaqao homogenea associada. Essa soluqao 6 chamada, mui- 
tas vezes, de soluqao complementar e pode ser denotada por y,(/). 

2. Encontrar uma unica soluqSo Y(l) da equaqao n;lo homogenea. Referimo-nos a essa soluqao. niuitas vezes, 
como uma soluqao particular. 

3. Somar as duas funqoes encontradas nas duas etapas precedentes. 
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Ja discutimos como encontrar y f (/), pclo menos quando a equaqao homogenea (2) tem coeficientes cons- 
tantes. Portanto. no restante dcsta seqao e na proxima focalizaremos nossa atengao cm encontrar uma solu- 
qao particular Y(t) da equaqao nao homogenea (1). Existent dois metodos que gostarfamos de discutir. Eles 
sao conhecidos como o metodo dos coeficientes indeterminados (discutido aqui) e o metodo de varia<,'ao 
dos parametros (veja a Se^ao 3.6), respectivamente. Cada um tem vantagens e desvantagens. 

0 Metodo dos Coeficientes Indeterminados. O metodo dos coeficientes indeterminados (ou a determinar) 
requer uma hipdtese inicial sobre a forma da solu<;ao particular Y(t), mas com os coeficientes nao espe- 
cificados. Substituimos,entao,a expressao hipotetica na Eq. (1) e lentamos determinar os coeficientes de 
ntodo que a equa^ao seja satisfeita. Se tivermos sucesso. teremos encontrado uma solu?ao da equa^ao 
diferencial (1) e podemos usd-la como a solu^ao particular Y(l). Se nao pudermos determinar os coefi¬ 
cientes, isso significa que nao existe solutjao da forma que supusemos. Nesse caso, temos que modificar a 
hipdtese inicial e tentar de novo. 

A maior vantagem do metodo dos coeficientes indeterminados e que ele e fdcil de executar. uma vez 
feita a hipdtese sobre a forma de Y(t). Sua maior limitagao e que e util principalmente para equaqoes para 
as quais e facil escrever a forma correta da solu<;ao particular antecipadamente. Por essa razao, este metodo 
so e usado, em geral, para problemas nos quais a equaqao homogenea tem coeficientes constantes e o termo 
nao homogeneo pertence a uma classe relativamente pequena de (undoes. Em particular, consideramos 
apenas terntos homogeneos consistindo em polindmios, fundoes exponenciais, senos e cossenos. Apesar 
dessa limitagao, o metodo dos coeficientes indeterminados e util para resolver muitos problemas que tern 
aplicaqoes importantes. No entanto, os detalhes dos calculos podem ser bastante tediosos, e um sistema de 
algebra computacional pode ser muilo util nas aplicaqoes praticas. Ilustraremos o metodo dos coeficientes 
indeterminados atravds de diversos exemplos e depois resumiremos algumas regras para usa-lo. 


Encontre uma soluijao particular de 

y" — 3.v' — 4 v = 3<r '. (9) 

Procuramos uma fungao Y tal que K'(r) - 3 Y'(t) — 4 V(r) seja igual a 3e ; '. Como uma fungao exponencial se 
reproduz pela difereneiaqao, a maneira mais plausfvcl de obter o resultado desejado e supor que >'(/) e algum 
multiplo de e : '. ou seja, 

>'(/) = Air 

ondc o coeficiente A ainda precisa ser determinado. Para encontrar A. vamos calcular 

V'(/) = 2 Ae z '. Y"(t) = AAe 2 ', 


e substituir na Eq. (9). Obtemos 

(4/1 -6/1 -4/1)^' =3^. 

Portanto, -fi/le 3 ' tem que ser igual a 3r\ logo A = -1/2. Assim. uma soluijao particular d 

Y(n = -U 2 '. ( 10 ) 


Encontre uma solu^lo particular de 

y" - 3 y - 4v = 2sent. (II) 

Por analogia com o Exemplo 1, vamos supor primeiro que Y(t) - A sen /. onde A e uma constante a ser 
determinada. Substituindo na Eq. (11) e rcarrumando os termos, obtemos 

—5/1 sent - 3/1 cos / = 2 sen/. 


ou 


(2+5/1) sen/+ 3/1 cos/= 0. (12) 

Queremos que a Eq. (12) seja valida para todo /. Entao ela tem que ser valida em dois pontos especificos, 
como / = 0 e / = nl 2. Nesses pontos, a Eq. (12) se reduz a 3/1 = 0 e 2 + 5/1 = 0, respectivamente. Essas conditjdes 
contraditorias significam que n3o existe escolha da constante A que torne a Eq. (12) valida para / = 0 e / = nil. 
muito menos para todo /. Podemos concluir, entao, que nossa hipdtese sobre V'(/) nao foi adequada. A apari^ao 
de um termo em cosseno na Eq. (12) sugere que modifiquemos nossa hipdtese original, incluindo um termo em 
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cosseno em Y(t), ou seja. 


Y(l) = A sen/ + D cos /, 

onde A e R sao constantes a serem delerminadas. Logo, 

Y"(/) = A cos / - B sen/, Y"(t) = -A sen/ - B cos /. 

Substituindo na Eq. (11) e juntando os termos, obtemos 

(-/l + 3 B - 4/4) sen/ + ( -B - 3/4 - 45) cos/ = 2sen/. (13) 

Para satisfazer a Eq. (13).precisamos igualar os coeficientes de sen / e de cos / nos dois lados da equaqao; assim. 
A c B tern que satisfazer as equates 


-5/4 + 35 = 2. -3/4 - 56 = 0. 

Portanto./4 - -5/17 e 13 - 3/17, de modo que uma solut^So particular da Eq. (11) e 

>'(/) = -i sen/ + — cos/. 


O metodo ilustrado nos exemplos precedentes lambent pode ser usado quando a expressao a direita 
do sinal de igualdadc e um polinomio. Assim, para encontrar uma soluqao particular de 

y" - 3y' - 4 y = 4r - 1. ( 14 ) 

suponios, inicialmente, que Y(t) e um polinomio de mesmo grau que o termo nao homogeneo, ou seja, 
Y(l) = At'- + 6/ + C. 

Para resuntir nossas conclusoes ate agora: se o termo nao homogeneo g(t) na Eq. (1) for uma fumjao 
exponencial e", suponha que Y(i) e proporcional a essa mesma funqao exponencial; se g(i) for igual a 
sen fU ou a cos /(/. suponha que V' e uma combinaqao linear de sen fii e cos /{/: sc g(l) for um polinOmio, 
suponha que Y(t) <1 um polinomio de mesmo grau. O mesmo principio se estende ao caso em que g(l) e 
um produto de quaisquer dois ou tres desses lipos de funqoes, coma mostra o proximo exemplo. 


Eneontre uma solui^iin particular de 

v" _ 3 y' _ 4y = - Se' cos 2/. (15) 

Neste caso, supomos que >'(/) e o produto de c“ com uma combina<,'ao linear de cos 2/ e sen 2/, ou seja, 

Y(t) = Ai J cos 2/ + Be' sen 2/. 

Os calculus algebricos sao ntais tediosos nesle exemplo. mas segue que 

)"'(/) = (/I + 2B)e f cos 2/ + (-2/4 + Sie' sen 2/ 
e 

Y"(t) = (-3/4 + 46)e'cos2/ + (-4/1 - 3B)e'sen2/. 

Substituindo essas expressoes na Eq. (15), encontramos que A e B tern que satisfazer 

10/4 + 2/7 = 8, 2/4-105 = 0. 

Portanto,/4 = 10/13 e B - 2/13; logo, uma solu?ao particular da Eq. (15) e 

Y{t) = y/f'cos2/ + ^e'scnZ/. 


Suponha, agora, que g(i) e uma soma de dois termos. g(t) = g,(i) + #,(/), e suponha que 1’iel’j sao 
solutes das equates 


ay" + by’ + cy = g[(t) 


( 16 ) 


ay" + by + cy = giU). ( 17 ) 

respcctivamente. Entao, Y x + y 2 e uma soluqao da equaqao 
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EXEMPLO 

4 


EXEMPLO 

5 


ay" + by' +cy = g(t). (18) 

Para provar esta afirmagao,substitua y na Eq. (18) por Y t (l) + Y,(t) c use as Eqs. (16) e (17). Uma conclu- 
sao semelhante <5 vdlida se g(t) e uma soma tie urn numero linito de parcelas. O significado pratico deste 
resultado £ que, para resolver uma equagao cuja fungao nao homogenea g(t) pode ser expressa como uma 
soma, pode-sc resolver diversas equates mais simples e depois somar os resultados. O exemplo a seguir 
ilustra esse procedimento. 

Encontre uma solugao particular de 

y" — 3y' — 4 y = 3c 21 + 2 sen t — Sc' cos 2 1 . (19) 

Separando a expressed it dircita do sinal de igualdade. obtemos tres equagoes: 

y" - 3 y' - 4v = 3r'. 
y" - 3y' — 4y = 2 sent, 

e 

y" — 3y' — 4y = —Sc' cosh. 

Foram encontradas solutes tlessas tres equates nos Exemplos 1.2 e 3. respectivamente. Portanto, uma solu¬ 
gao particular da Eq. (9) <5 sua soma, ou seja. 

Yil) = — je 2 ' + £ cost - ^ senr + {!{e' cos2/ + sen2r. 


O procedimento ilustrado nesses exemplos nos permile resolver uma classe grande de problemas de 
um modo razoavelmente eliciente. No entanto. existe uma diliculdadc que ocorrc as vezcs. O proximo 
exemplo mostra como isso acontece. 


Encontre uma solugSo particular de 

y" - 3y' - 4y = 2e*'. (20) 

Procedendo como no Exemplo 1. vamos supor que V'(f) = Ac '. Subslituindo na Eq. (20), obtemos 

(A +3/1 -4/1 if - ' = 2c (21) 

Como a expressao 5 esquerda do sinal de igualdade na Eq. (21) e zero, nao existe escolha de A que satisfaqa 
esta equaqao. Portanto, nao existe soluqao particular da Eq. (20) que tenha a forma suposta. A ra/ao para esse 
resultado, possivelmenle inesperado, toma-se clara se resolvermos a equai;ao homogenea 

v" - 3y' - 4y = 0 (22) 

associada Jt Eq. (20). Um conjunto fundamental de soluijoes para a Eq. (22) e formado por y,(f) = e 'c y.(t ) = e* 1 . 
Assim, a forma suposta da solui;ao particular para a Eq. (20) era, de fato, soluqao da equagao homogenea (22); 
cm consequencia, nao pode ser solugao da equagao nao homogenea (20). Para encontrar uma solugao da Eq, 
(20), precisamos considerar entao fungoes de uma forma um pouco diferente. 

Neste ponto temos diversas alternativas possiveis. Uma e tcnlar simplesmentc adivinhar a forma apropriada 
da solugao particular da Eg. (20) . Outra e resolver esta equagao de outra maneira e depois usar o resultado 
para orientar nossas hipoleses se essa situagao aparecer novamente no futuro; veja os Problemas 27 e 33 para 
outros metodos de solugao. Outra possibilidade e btiscar uma etiuacao mais simples ondc essa diliculdadc 
ocorre e usar sua solugao para sugerir como proceder com a Eq. (20). Adotando esta ultima abordagem. vamos 
procurar uma equagao de primeira ordem analoga it Eq. (20). Uma possibilidade e a equagao linear 

y’+y = 2e". (23) 

Se tentarmos encontrar uma solugao particular da Eq. (23) da forma Ac ' nao conseguiremos, pois c' e uma 
solugao da equagao homogenea associada y' + y = 0. No entanto. j.1 vimos na Segao2.1 como resolver a Eq. (23). 
Um falor integrante i n(t) = e'imultiplicando a equagao por //(r) e integrando, obtemos a solugao 

y = 2te~' + ce~'. (24) 

A segunda parcels it direita na Eq. (24) e a solugao geral da equagao homogenea y' + y = 0, mas a primeira c ! 
uma solugao da equagao n3o homogenea completa (23). Observe que a solugao envolve um fator exponencial 
e~' multiplicado por um fator l. Essa 6 a pista que estavamos procurando. 
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Vamos agora vollar para a Eq. (20) e supor uma solugao particular da forma K(f) = Ate '. Entao 

V (0 = Ae~' —Ate~\ Y'\t) =-2Ae' + Ate~‘. (25) 

Substituindo y. y' e y" na Eq. (20) por essas expressdes. obtemos 

t - 2/1 - 3 A)e-' = (/l x 3/1 - 4.4)re - ' = 2e '. 

Portanto, -5/1 = 2. de modo que A = -2/5. Logo, uma solugao particular da Eq. (20) £ 

Y(t) = -pe~'. (26) 


O resultado do Exemplo 5 sugcre uma modificagao do principio enunciado anteriormente: se a for¬ 
ma suposta da solugao particular duplica uma solugao da equagao homogenea associada, modifique sua 
hipdtese multiplicando a suposta solugao particular por t. De vez em quando essa modificagao nao serd 
suliciente para remover todas as duplicates com as solugoes da equagao homogenea. caso em que £ ne- 
cessario multiplicar por / uma segunda vez. Para uma cquagao de segunda ordem. nunca sera necesstSrio 
conlinuar esse processo. 

Resumo. Vamos resumir as el.tpas envolvidas em encontrar a solugao de um problema de valor inicial 
consistindo em uma cquagao nao homogenea da forma 

ay" + by’ - t v = gU), (27) 

undo os coelkientes a. b e c sao constantes. junto com um par de condigoes iniciais dado: 

1. Encontre a solugao geral da cquagao homogenea associada. 

2. Certilique-sc de que a fung.io g( t ) na Eq. (27) pcrtence a classe de lungoes diseutidas nesla segao. ou seja, 
nao envolvc outran fungous ulcm de exponenciais. senos, cossenos. polindmios ou sontas ou produtos de tais 
lungoes. Se nao for esse o caso. use o metodo de varugao dos parametros (discutido na proxima segao). 

3. Sc ,g(r) = gi(r) + ... - ?„(/). issi) e. se g(/) c uma soma de n parcelas.entao forme n subproblemas.cada um 

dos quais eontendo apenas uma das parcelas #,(/). .,g„(0 O r-esimo subproblema eonsiste na cquagao 

ay" -t- by' + cv — ,g,in. 

onde t varia de 1 a //. 

4. Para o i-csimo subproblema. suponha uma solugao particular >'(/) consistindo na fung.io apropriada. seja 
ela cxponeneial. seno. cosseno. polinomial ou uma eombinagao dessas. Se existir qualquer duplicagao na 
lorma suposta de Y,(t) com us solugdes da cquagao homogenea (encontrada na etapa I), entao multiplique 
Y t (r) por t ou (sc necessario) por r. de modo a remover a duplicagao. Vcja aTabela 3.5.1. 

5. Encontre uma solugao particular V',(f) para cada um dos subproblemas. Entao a soma )',(/) + ... + V r „(/) c 
uma solugao particular da equagao nao homogenea completa (27). 

6. Forme a soma da solugao geral da cquagao homogenea (etapa 1) com a solugao particular da equagao nao 
homogenea (etapa 5). Essa e a solugao geral da cquagao nao homogenea. 

7. Use as condigoes iniciais para determinar os valores das constantes arbitrarias na solugao geral. 

Para alguns prohlemas todo esse procedimento e tacil de set feito a mao, mas em muitos casos ne- 
cessita de uma quantidade consideravel de calculos algebricos. Uma vez que voce tenha compreendido 
claramente como o metodo funciona, um sistema de algebra computacional pode ser de grande auxflio 
para cxecutar os detalhes. 


TABELA 3.5.1 A solugao particular de ay" + by' + cy - y,U) 



SAD 

Y,U) 

Pn(0 — 0,)t n + a\l" * + -+ <l„ 

t , (A 0 r + A l r ' + ■ 

- • 4 - A„) 

PnW 


rui,t n + A^r-' + 

■■ + A„)e“' 

r„U)e“' 

| sen pi 
[cos pi 

r'KAof" +Aif" 1 + 

+ (BX + 

■■■ 4-/l„)e“ r cos/lf 

4- --4- Bje*'senpt] 


Solas. Aqui j e o monor inteiro nao negative) (v = 0.1 ou 2) que garantira que nenhuma parcela 
de V,( i) 6 solugao da equagao homogenea associada. Equivalentemente. para os tres casos jco 
numero de vezes que 0uma raiz da cquagao caracterfstica, a 6 uma raiz da equagflo caracterfs- 
lica e a *■ iff <5 uma raiz da equagao caracterfstica. respectivamente. 
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O m£todo dos coeficientes indeterminados corrige a si mesmo no sentido de que se voce supuser 
muito pouco sobre 7(0 chegara logo a uma contradigSo que, em geral, vai apontar o caminho para a mo- 
dificagao necessaria na forma suposta. Por outro lado, se voce supuser termos demais vai ter urn trabalho 
desnecessdrio e alguns coeficientes ficarao iguais a zero, mas, pelo menos, chegara & rcsposta correta. 

Demonstracao do Metodo dos Coeficientes Indeterminados. Na discussao precedente, descrevemos o md- 
todo dos coeficientes indeterminados baseados em diversos exemplos. Para provar que o procedimento 
sempre funciona como enunciado, vamos dar um argumento geral, onde consideramos diversos casos 
correspondendo a formas diferentes do termo nao homogeneo g(t). 

g(t) = P„(t) = a u r + a l r' + ... + a„. Neste caso a Eq. (27) fica 

ay" + by 1 + cy = aot n + a\t n 'q-+ n n . (28) 

Para obter uma solugao particular, supomos que 

7(0 = Aot n + Ait" 1 +-f A n -it~ + A„-\t + A n . (29) 

Substituindo na Eq. (28), obtemos 

a[n(n — l)Aot n ~ 2 + ■ • • + 2y4„_2) + b(nAot" ' + ••• + A n -\ 

+ c(A 0 t " + Ait + • • • + A„) = a 0 t n + ■■■ + a„. (30) 

Igualando os coeficientes das potencias iguais de f nos da 

cA q = 

cA\ + nbAo = «i, 


cA n + bA n -\ + 2aA„-2 — n„. 

Se c # 0, a solugao da primeira equagao e A 0 = ajc e as equagoes restantes determinant A t . A„ suces- 

sivamente. Se c = 0, mas b # 0, entao o polinomio & esquerda do sinal de igualdade na Eq. (30) tern grau 
n - 1 e a Eq. (30) nao pode ser satisfeita. Para garantir que aY'(t) + bY'(t) e um polinomio de grau n. 
precisamos escolher 7(f) como um polinomio de grau n + 1. Supomos, entao, que 

Y (/) = t(Aot n + • • • + A„). 

Nao existe parcela constante nessa expressao para 7(f), mas nao ha necessidade de incluir tal parcela, ja 
que constantes sao solugoes da equagao hontogenea quando c = 0. Como b # 0, temos A 0 = ajb(n + 1) e 
os outros coeficientes A x , ...,A„ podem ser determinados analogamente. Se c e b sao iguais a zero, vamos 
supor que 

7(f) = t 2 (A(,t n + • • • + A n ). 

O termo aY\t) e um polinomio de grau n, e podemos proceder como anteriormente. Novamente, as 
parcelas constante e linear em 7(f) sao omitidas, ja que, nesse caso, ambas sao solugoes da equagao ho- 
mogenea. 

g(t) = e"P„(t). O problema de determinar uma solugao particular de 

ay" + by'cy = e al P n (t) (31) 

pode ser reduzido ao caso precedente atrav^s de uma substituigao. Seja 

7(f) = equity, 


entao 

Y\t) = e a '[u'(t) + au(t)] 
e 


Y"(t) = e“'[«"(f) + 2 au'(t) + <* 2 u{t)}. 

Substituindo y,y' e y" na Eq. (31),cancelando o fator e“' e juntando os termos semelhantes, obtemos 

au"(t) + (2 aa + b)u'(t) + (aor 2 + ba + c)//(f) = P n U)- (32) 
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A determinagao de uma solugao particular da Eq. (32) e precisamente o mcsmo problema, exceto pelo 
nome das constantes. que resolver a Eq. (28). Portanto, se atr + ba + c nao for zero, supomos que u(t) = 
A 0 r + ... + A„\ logo, uma solugao particular da Eq. (31) 6 da forma 

Y(t) = e a, (Aot n + A\t n '4 —■ + A n ). ( 33 ) 

Por outro lado, se aa 2 + ba + c for zero, mas 2 aa + h nao for, precisamos tomar u(t) da forma i{A„r + ... + 
A„). A forma correspondente para Y(t) 6 l vezes a expressao & direita do sinal de igualdade na Eq. (33). 
Note que, se aa 2 + ha + c for zero, entao e"' € uma solugao da equagao homogenea. Sc ambos, aa 2 + 
ba + ce 2 aa + b, forem nulos (e isso implica que tanto <?“'quanto te "saosolugoes da equagflo homogenea), 
entao a forma correta para u(t) 6 t 2 (A u t* + ... + A„ ). Portanto, Y(l) 6 t 2 vezes a expressao ii direita do sinal 
de igualdade na Eq. (33). 

g(() = e"P.(f)cos/3f ou e°‘P„{t)s<enf}t. Estes dois casos sao semelhantes. logo consideraremos apenas 
o ultimo. Podemos reduzir este problema ao precedente notando que, em consequencia da fdrmula de 
Euler, sen fit = ( e- r ilu )/2i. Portanto. g(t) 6 da forma 

g(a+ifi)l _ e (a-ip)l 

g(t) = Pn(0 - 7T. -. 


e devemos escolher 

y(D = e (o+i/n»(^ of n + ... + An) + 4- • • • 4- B„), 

ou, equivalentcmente, 

Y(t) = e u '(A {) t" +-f A„)cos/3f + e al (B 0 t n 4--1- flJsen/Jr. 

Em geral, prefere-se esta ultima forma. Se a ± iff satisfazem a equagao caracteristica correspondente a 
equagao homogenea, temos. 6 claro. que multiplicar cada um dos polinomios por / para aumentar o grau 
de um. 

Se a fungao nao homogenea envolve cos fit e sen^r, e conveniente, em geral, tratar esses termos em 
conjunto, jd que cada um, individualmente, pode gerar a mesrna forma de solugao particular. Por exemplo, 
se g(t) = l sent + 2cosr, a forma de Y(i) seria 

Y(t) = (Aof 4-A|)senf 4- (B l ,i 4 fl|)cosr. 
desde que sen r e cos r nao scjam solugoes da equagao homogenea. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12,encontre a solugao geral da equagao diferencial dada. 


v” - 2/ -3y = 3e i 
4" _ 2/ -3y = -3re-' 

4 9 y = re 2 ' + 6 
7. 2y" 4 3/ 4 y = t 2 4 3 sen r 
9. u" 4 to 2 )U = cos tot, (v 2 4 ta¬ 
ll. y" 4 y' 4 4y = 2 senhr 
12. /’ — y' — 2y = cosh2f 


Q> y" 4 2/ + 5v = 3sen 2r 
4. y" 4 2y' — 3 4 4 sen 2r 
6. y" 4 2y' 4 y = 2e~‘ 

8. y" 4 y = 3sen2r 4 rcos2r 
10. it" 4 wqH — coscouf 
Sugesido: senhr = (e 1 — e~')/2 
Sugexldo: cosh t = (e* 4 e~')/2 


Em cada um dos Problemas de 13 a 18,encontre a solugao do problema de valor inicial dado. 


13. y" 4 y' - 2y = 2r, y(0) = 0, y(0) = 1 % 

nl y" 4 4y = t 2 4 3e', y(0) = 0, y'(0) = 2 

(y y" - 2/ 4y = tt> 4 4, y(0) = 1. y'(0) = l 

16. / - 2/ - 3y = 3^, y(0) = 1. y'(0) = 0 

y + 4y = 3 sen 2( y(0) = 2, >'(0) = -1 

18. y" 4 2/4 5y = 4tr'cos2r. y(0) = l, y'(O) = 0 
Em cada um dos Problemas de 19 a 26: 

(a) Determine uma forma adequada para Y(t) para sc usar o m£todo dos coeficientes indeterminados. 

(b) Use um sistema de algebra computational para encontrar uma solugao particular da equagao dada. 
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jfl, 19. y" + 3/ = 2 / 4 +1 2 e - v + sen 3/ 
y" + v = Ml + sen/) 

jfl, v|l) y" - 5/ + 6 y = e' cos 2t + e 2 '(3/ + 4) sen t 
22. y" 4- 2y' + 2v = 3e - ' = 2e~' cos t + 4 e~'t 2 sen t 
&/&) y" ~ 4/ + 4y = 2t 2 + 4/e 2 ' + / sen 2/ 
y" + 4y = / 2 sen2/ + (6/ + 7)cos2/ 

^*2^3 y" + 3y' + 2y = e '(/ 2 4- l)sen2/ + 3c 'cost 4- 4c' 

^2- 26. y 4- 2y' + 5y = 3/e - ' cos 2 1 - 2/e -2 ' cos / 

27. Considere a equaqao 

y " _ 3 / _ 4y = 2e - ' (i) 

do Exemplo 5. Lembre-se de que y,(/) = e' e y 2 (l) = e" sao soluqoes da equatpio homogenea associada. 
Adaptando o metodo de reduqao de ordem (Seqao 3.4). busque uma soluqao da equa^ao nao homogenea 
da forma Y(t) = v(t)y,(t) = c(/)e '.onde v(t) devera ser determinado. 

(a) Substitua V(/). Y'(t) e >”(/) na Eq. (i) e mostre que v(t) tern que satisfazer t" - 5i>’ = 2. 

(b) Seja w(t) - v'(t) e mostre que tv(/) tern que satisfazer tv’ - 5i* = 2. Resolva csta equa^ao para »•(/). 

(c) Integre »»■(/) para encontrar v(t) e depots mostre que 

YU) = -§ te~' + icie 4 ' +c 2 e - '. 

A primeira parcela e a solutjSo particular desejada da equaqao nao homogenea. Note que e urn produto de 
/ e de c'. 

© Determine a soluqao geral de 

y” + k 2 y = £ <i m senm.Tf, 

msl 

onde a > 0 e k *= mit para m = 1. N. 

£*2, 29. Em muitos problemas ffsicos o termo nao homogeneo pode ser especificado por formulas diferentes em 
perfodos de tempo diferentes. Como exemplo. determine a solu<;ao y = <p(t) de 

m I /, 0 < t < jt, 

y +y ~\jte—, t>n. 


satisfazendo as condiqoes iniciais v(0) = 0 e y'(0) = 1 . Suponha. tambem. que y e y ’ silo continuas em / = .t. 
Fatja o grafico do termo nao homogeneo e da solu^ao em funi,-ao do tempo. 

Sugestiio: primeiro resolva o problema de valor inicial para / < jt: depois resolva para / > .t. determinando 
as constantes nesta ultima solutjao a partir das conditjfics de continuidade em / = jt. 
tfl, 30. Siga as instruqSes no Problema 29 para resolver a equate diferencial 


y" + 2 y 4- 5y = 


0 < t < jt) 2. 
t > jt)2 


com concludes iniciais y(0) = 0 c y'(0) = 0. 

Coniportumcnto de Solu^oes quando / -* ». Nos Problemas 31 e 32 continuamos a discussao iniciada nos 
Problemas de 38 a 40 da Seqao 3.4. Considere a equaqilo diferencial 

ay" + by' + cy = gU). (i) 

onde a. b e c sao constantes positivas. 

31. Se y,(/) e Y ; (t) sao solugoes da Eq. (i). mostre que V',(/) - Y.(t) ->■ 0 quando t -* *. Este resultado e verda- 
deiro se b = 0? 

32. Se g(/) = (l . uma constante, mostre que toda solu<;ao da Eq. (i) tende a die quando t -* *. O que acontece 
se c = 0? E se b tambem for nulo? 

33. Indicamos, neste problema, uni procedimento 7 diferente para resolver a equatjilo diferencial 


R. S. Luthar, "Another Approach to a Standard Differential Equation". Two Year College Mathematics Journal It) (1979), pp. 
200-201; veja tarn hem D. C. Sandell e E M. Stein. "Factorization of Operators of Second Order Linear Homogeneous Ordi¬ 
nary Differential Equations", Two Year College Mathematics Journal 8 (1977). pp. 132-141. para uma discussao mais geral de 
operadores que fatoram. 
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y" + by' + cy = (/>’ + bD + c)y = gU). (i) 

undo b e c sao constantes e D denota diferenciaqao era relaqao a i. Sejam r, c r. os zeros do polinomio 
caracteristico da equaqiSo homogenea associada. Essas raizes podem ser reais e distintas. reais e iguais ou 
numcros complexos conjugados. 

(a) Verifique que a Eq. (i) pode ser escrita na forma fatorada 

iD - ri)(D - r : )y = gm. 

onde r, + r : = -b e r,r, = c. 

(b) Seja u = (D - r.)v. Mostre que a soluqao da Eq. (i) pode ser encontrada resolvendo-se as duas equa- 
qoes de primeira ordem a seguir: 

(£> - r|)u = #(/). (D - r 2 )v = 

Em cada urn dos Problemas de 34 a 37. use o metodo do Problema 33 para resolver a equaqiio diferencial 
dada. 

34. v" - 3y' - 4y = 3t- : ' (veja o Exemplo 1) 

35. 2y" + 3y' + v = r = 3senr (veja o Problema 7| 

36. y" + 2v' + y = 2e ' (veja o Problema 6) 

37. y" + 2y’ = 3 + 4sen2 1 (veja o Problema 4) 


3.6 Variagao dos Parametros 


Vamos descrever. nesta seqao. outro metodo para encontrar uma soluqao particular de uma equaqao nao 
homogenea. Este metodo. conhecido como varia^ao dos parametros. e devido a Lagrange c complementa 
muito bem o metodo dos coeticienles indeterminados. A principal vantagem do metodo de \aria<;ao dos 
parametros e que e uni metodo genii', pelo menos cm principio pode ser aplicado a qualqucr equatjao, e nao 
precisa de hipoteses detalhadas sobre a forma da soluqao. De falo. usaremos este metodo mais tarde nesta 
seqao para deduzir uma formula para uma soluijao particular de uma equaqao diferencial linear nao homo- 
gene;! de segunda ordem arbitraria. Por outro lado.o metodo de variaqao dos parametros sempre precisa do 
calculo de determinadas integrals envobendo o termo nao homogeneo da equaqiio diferencial. o que pode 
apresentar diftculdades. Antes de olhar o metodo no caso geral. vamos ilustrar seu uso em urn exemplo. 


EXEMPLO 

1 


Encontre uma soluqao particular de 

y" + 4y = 3 esc t. (I) 

Observe que este problema nao e um bom candidalo para o metodo de coeficientes indeterminados como 
deserito na Seqao 3.5. ja que o termo nao homogeneo. g(r) = 3csc t. envolve um quocientc (cm vez de uma soma 
ou produto) de sen t ou cos t. Precisamos. porlanto. de unia abordagem diferente. Note. tambCm. que a equaqao 
homogenea associada a Eq. (1) e 

y" + Ay = 0. (2) 

e que a soluqao geral da Eq. (2) e 

yv( t) = C| cos 2 1 + C; sen 2 1. (3) 

A ideia basica no metodo de variaqao dos parametros e substituir as constantes c, e c> na Eq. (3) por funqoes 
11 ,( 1 ) e ti,(i), respectivamente, e depois determinar essas funqfies de modo que a expiessao resultanlc 

v = ii|(0 cos 2t + n:(/) sen 2t ( 4 ) 

seja soluqao da equaqSo nao homogenea (l). 

Para determinar u, e precisamos substituir y na Eq. (1) pda Eq. (4). No entanto, mesmo sem fazer essa 
substituiqao podemos anteeipar que o resultado serf, uma unica equaqao envolvendo alguma combinaqao de 
u„ ii; c suas duas primeiras derivadas. Como temos apenas uma equaqao e duas funqdes desconhecidas. espe- 
ramos que existam muitas escolhas possfveis para it, e u : que satisfaqam nossas necessidades. De outra forma, 
podemos ser capazes de impor uma segunda condiqSo de nossa escolha. obtendo, ass.m. duas equaq6es para as 
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duas fun? 6 es desconhecidas u, e u } . Vamos mostrar cm breve (seguindo Lagrange) que e posst'vel escolher essa 
segunda conditio de maneira a tornar os calculos muito mais eficienles. 

Voltando & F.q. ( 4 ),diferenciando-a e rearrumando os termos. obtemos 

y = — 2»i(/) sen 2/ + 2ii 2 (/)cos2/ + h',(/)cos 2/ 4- w 2 (/)sen2/. (5) 

Mantendo em mente a possibilidade de escolher uma segunda condiqSo sobre //, e i/ 2 , vamos exigir que a soma 
das duas ultimas parcelas na Eq. (5) seja nula; ou seja, vamos exigir que 

m',(/)cos2/+ «' 2 (f)sen2/ = 0. (6) 


Segue entao da Eq. (5) que 


y = — 2 «i (/) sen 2 r + 2 /i 2 (/)cos 2 /. ( 7 ) 

Embora o efeito. em ultima andlise. da condiijao ( 6 ) ainda ndo esteja claro. pelo menos simplificou a expressao 
para y'. Continuando. diferenciando a Eq. (7), obtemos 

y" = -4i/|(Ocos2f - 4// 2 (/)sen2/ - 2»',(/) sen 2t + 2// 2 (/)cos2/. ( 8 ) 

Entao, substituindo y e y" na Eq. (1) pelas Eqs. (4) e ( 8 ). respectivamente. vemos que //, e u, tern que satisfazer 

— 2 «', (/) sen 2 / + 2 u 2 (/)cos 2 / = 3cscf. (9) 


Resumindo nossos resultados ate agora, queremos escolher «, e u, de modo a satisfazer as Eqs. ( 6 ) e (9). 
Essas equates podem ser consideradas como um par de equates lineares algibricas para as quantidades des¬ 
conhecidas u\(t) e // 2 (/). As Eqs. ( 6 ) e (9) podem ser resolvidas de diversas maneiras. Por exemplo. resolvendo 
a Eq. ( 6 ) para uj(f). temos 


u' 2 (t) = -«',(/) 


cos 2 / 
sen 2 / 


( 10 ) 


Substituindo »',(/) na Eq. (9) por essa expressao e simplilicando, obtemos 


, 3csc/sen2/ 

«,(/) =-^- = -3 cos /. 


( 11 ) 


Agora, substituindo essa expressao para //',(/) de volta na Eq. (10) e usando as formulas para o Angulo duplo, 
vemos que 


ti' 2 ( t) = 


3 cos / cos 2/ 
sen 2l 


3(1 - 2sen : r) 
2 senr 


3 

-esc / - 3 sent. 


( 12 ) 


Tendo obtido //’,(/) e «j(/). o prdximo passo e integrar, de modo a obter//,(/) e //.(/). O rcsultado e 

«i(0 =-3senr+ C| (13) 


e 

// 2 (/) = j In | esc / — cot / | 4- 3 cos / 4- c 2 . (14) 

Substituindo essas expressoes na Eq. (4), temos 

y = -3 sen/cos 2/ + ^ In | esc/ - cot /| sen 2/ + 3cos/sen 2/ 

+ C|Cos2/ + c 2 sen2/. 

Finalmenle, usando as fdrmulas para o Angulo duplo mais uma vez, obtemos 

y = 3sen/ + 3 In | esc/ - cot/|sen 2/ + C| cos2/ + c 2 sen2/. (15) 

As parcelas na Eq. (15) envolvendo as constantes arbitrdrias c, e c\ correspondent a soluqao geral da equaqao 
homogOnea associada.enquanto a soma restanle forma uma solu^ao particular da equa^ao nao homogenea ( 1 ). 
Portanlo, a Eq. (15) e a soluqao geral da Eq. (1). 


No exemplo prccedente, o mdtodo de variat^ao dos parametros funcionou bem para determinar uma 
solui;ao particular e, portanto, a solu^ao geral da Eq. (1). A prdxima pergunta 6 se esse rniModo pode ser 
aplicado efetivamente a uma equa^ao arbitrdria. Vamos considerar, entao, 

y+p(0/+ q(0y = g(0, ( 16 ) 

onde p,q e g sdo funtjoes contfnuas dadas. Como ponto de partida, vamos supor que conhecemos a solu- 
9 ao geral 
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Teorema 3.6.1 


y c (0 = ciyt(0 + c 2 y 2 (/) (17) 

da equagao homogenea associada 

y” + p(Oy' + q(Oy = 0. (18) 


Essa e uma hipdtese importante, j3 que, at6 agora, so mostramos como resolver a Eq. (18) se ela tiver 
coeficientes constantes. Se a Eq. (18) tiver coeficientes que dependem de /, entao. em geral, os m<$todos 
descritos no Capitulo 5 tern que ser usados para se obter y c (r). 

A ideia crucial, como ilustrado no Exemplo 1,<5 substituir as constantes c, e c 2 na Eq. (17) por lunges 
//,(/) e Mj(r), respectivamente;isso nos da 


v = «i(/)vi(t) + « 2 (Oy 2 (o. 


(19) 


Podemos,entao, tentar determinar i/,(r) e u 2 (r) de modo que a expressao na Eq. (19) seja solugSo da equa- 
g3o nao homogenea (16), em vez da equagao homogenea (18). Diferenciando a Eq. (19), obtemos 

y' = u\(t)y,(t) + uiU)y'i(t) + u 2 (t)y 2 (t) + H 2 (Dy 2 ( 0 . (20) 


Como no Exemplo 1, vamos igualar a zero a soma das parcelas envoivendo u\(t) e «' 2 (r) na Eq. (20); ou 
seja, vamos cxigir que 


Entao, da Eq. (20), temos 


u\ti)yt(t) + ihiOyzU) = 0. 


( 21 ) 


v' = u\(t)y\U) + « 2 ( 0 y 2 ( 0 - 


( 22 ) 


Diferenciando novamente. obtemos 


y" = «j (z)y', (r) + «i(/)y','(f) + u 2 ([)y 2 (t) + u 2 (t)y 2 (t). (23) 

Agora, vamos substituir y.y’ ey” na Eq. (16) pelas expressoes nas Eqs. (19), (22) e (23).respectivamen- 
te. Apos rearrumar os termos na equagao resultanle, vemos que 

«i(0[yi'(0 + pU)y\(t) + r/(0yi(0l 

4- // 2 (/)[y' ; '(r) + p(t)y' 2 (t) + q(t)y 2 U)\ 

+ t/j (Oy'i (0 + u 2 (t)y' 2 (t) =gU). (24) 

Cada uma das expressoes entre colchctes na Eq. (24) e nula, pois ambas as fungoes y, e y, sao solugoes da 
equagao homogenea (18). Portanto. a Eq. (24) se reduz a 

(Oyj (0 + u 2 (t)y' 2 (t) = g(t). (25) 

As Eqs. (21) e (25) fomiam um sistema de duas equagoes lineares algebricas para as derivadas «',(/) e 
n'j(0 das (undoes desconhecidas. Elas correspondem, exatamente, is Eqs. (6) e (9) no Exemplo 1. 
Resolvendo o sistema (21). (25), obtemos 


«',(/) = - 


y:(t)g(0 
W(yi,y 2 )(0 ’ 


u 2 (f) 


yi(Qg(Q 
VP(yi,y2)(0 ’ 


(26) 


onde VV(y„ y 2 ) e o wronskiano de y, e y : . Note que a divisao por VP £ permitida, que y, e y 2 formam 
um conjunto fundamental de solugoes c, portanto, seu wronskiano nao se anula. Integrando as Eqs. (26), 
cncontramos as fungoes desejadas «,(/) e u 2 (t), a saber. 


ii,(0 = - 


i 


y'AOgV) 

H'(vi,y 2 )(n 


dt + ci. 



yiit) ^- dt + c, 
W(y,,y 2 )(0 


(27) 


Se as integrals nas Eq. (27) pudereni ser calculadas como fungdes elemenlares,substitu(mos os resultados 
na Eq. (19), obtendo assim a solugao geral da Eq. (16). Mais gcralmenle, a solugSo sempre pode ser ex- 
pressa como integrals, conforme enunciado no teorema a seguir. 


Sc as fungbcs p,q e g forem contfnuas em um intcrvalo aberto /e se as fungoes y, ey 2 formarem um con- 
junto fundamental de solugOes da equagio homogCnea (18) associada 5 equagao n3o homogenea (16) 

y" + p(0/ + q(0y = 8(0, 


- 
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entao uma solu<;ao particular da Eq. (16) e 


YU) = -yiU) 


f 

Jto 


>'2 (')£(.?) 


(Is+ y 2 (t) 


[' JiWs(J') 
A W(y,.v : 


W(yi,y2)(«) 

ondc l 0 e qualquer ponto escolhido convenientemcnte era I. A solu^ao gcral e 

y = ciyi(t) + c 2 y 2 U) + YU), 

como enunciado noTeorcma 3.5.2. 


)(s) 


(Is, 


(28) 


(29) 


Examinando a express3o (28) e revendo o processo segundo o qual a deduzimos, vemos que podem 
existir duas grandes dificuldades na utilizagao do mdtodo de varia;ao dos parametros. Como menciona- 
mos anteriormente, uma d a determina<;ao de y,(f) e y 2 (f). ou seja. a determinaijao de urn conjunto funda¬ 
mental de soluijoes da cqua<;ao homogenea (18). quando os coeficientes da equaqao nao sao constantes. 
Oulra dificuldade possfvel 6 o calculo das integrals que aparecem na Eq. (28). lsso depende inteiramenle 
da nature/.a das funqoes y ( .y, e g. Ao usar a Eq. (28). certifique-se de que a equaqao diferencial e exata- 
mente da forma (16): caso contrario. o termo nao homogeneo g(i) nao sera identificado corretamenle. 

Uma grande vantagem do metodo de variaijao dos parametros e que a Eq. (28) fomece uma expressao 
para a solu^ao particular Y(t) cm termos de uma fun<;ao nao homogenea arbitraria g(t). Essa expressao d 
um bom ponto de partida se voce quiser investigar o efeito de variances no termo nao homogeneo, ou se 
quiser analisar a resposta de um sistema sujeito a um numero de formas externas diferentes. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4. use o metodo de variaqiSo dos parametros para encontrar uma soluijau 

■ ■■■- ■ ■ particular da equa?ao diferencial dada. Depois verifique sua resposta usando o metodo dos coeficientes indc- 

terminados. 

)y" — 5/ 4- 6y = 2c' 2. y" - / — 2 y = 2c~' 

" 3/ v" + 2v' + V = 3c4. 4y" - 4/ + y = 1 6c' : 


lernu 

8 ' 


Em cada um dos Problemas de 5 a 12. encontre a soluq3o geral da cquaqao diferencial dada. Nos Problemas 11 
e 12. ge uma funqao continua arbitraria. 

g)y" 4 - 9y = 9 see 2 3/, 0 < t < ?r/6 

8. y" + 4v = 3 esc 2/, 0 < t < n/2 

10. y*-2/+y = e70 4-f 2 ) 

12. y" 4- 4y = g(t) 


5. y" 4- y = tan t, 0 < t < jt/2 
+ 4/ 4- 4y = r" 2 c 21 , t > 0 
4- y = 2 sec(r/2), -;r < / < n 

11. y" - 5 y' + 6 y = git) 


Em cada um dos Problemas de 13 a 20. verifique que as fumjoes dadas y, e y : satisfazem a equa^ao homogenea 
associada; depois encontre uma solu^ao particular da equa?ao n3o homogenea dada. Nos Problemas 19 e 20 .g 
t^_uma fun^ao contmua arbitraria. 

(u)t 2 y" -2y = 3t 2 -\, t > 0: v,(r) = t 2 . y 2 (0 = r' 

14. t 2 y"-tU + 2)y + U + 2>y = 2f\ t > 0; y,(f) = f, y 2 (0 = te> 

15) ty" - (1 4-/)y' 4-y = Oe 21 . t > 0; yi(f)=l4-f. yiU) = e‘ 

Jpa -Oy" 4 -/y'-y = 2(f- 1)V. 0 < / < 1; y 1 (f) = c'. y 2 (f) = r 

17. x 2 /' — 3xy' 4- 4y = x 2 In.v. .r > 0; y,U) = jr. y 2 (x) = x 2 ln.r 

18. x 2 y" 4- xy' 4- (x 2 - 0,25)y = 3x ,/2 senx, .r > 0; yi(.r) = .f 1/2 sen.v. 


v 2 (.v) = x _l/I COSX 


yi(x)=.r 1/2 sen .v. y 2 (Jt) = x 1/2 


cos v 


19. (1 -x)y" 4- xy' -y = g(x), 0 < x < 1; y,(x) = c‘, y 2 (x) = x 

(%j}x 2 y" 4 - xy' 4- (x 2 - 0.25)y = g(x). x > 0 
21. Mostre que a soluqao do problema de valor inicial 

C[y] = y" 4- p(t)y' 4- qU)y = gU), yU») = yo. .v'(6>) = y' 0 (i) 

pode ser escrita comoy = ii(t) + v(t), onde u c v s3o solut;des dos dois problemas de valor inicial 

/.(«)= 0, uUo)=yo. u'Uo)=y'o • (ii) 

^(i’l=g(0. u(/o) = 0, c'(fu) = 0. (iii) 
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respectivamente. Em outras palavras. as partes nao homog^neas na cquaqao difercncial e nas condiqoes 
iniciais podem ser tratadas separadamente. Note quc u 6 Mci! de achar. se for conhecido um conjunto fun¬ 
damental de soluqoes para JL[t<] = 0. 

22. Escolhendo o limite inferior de integrate na Eq. (28) no texto como o ponto inicial r„. mostre que Y(t) se 
torna 


r (0 = / -;-;— - e(s)d\ 

Ji II >1 (A)>S(A) — ,V|(.V)V’(5) 


Mostre que Y(r) 6 uma soluqao do problema de valor inicial 

Llv] = g(t), y(f„i = 0, /(/,,) = o. 

Assim, V'pode ser identificado com r no Problema 21. 

23. (a) Use o resultado do Problema 22 para mostrar que a soluqao do problema de valor inicial 

y" + V = g(0. y(fo) = o. y'(r 0 ) = 0 
e 

y - J sen (t - .r)g(.v) ds. 

(b) Use o resultado do Problema 21 para encontrar a soluqao do problema dc valor inicial 

y" -I- v = f>U). y(0i = y 0 . y'(0) = yj,. 

24. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a soluqao do problema de valor inicial 

L\y\ = (D - <i)[D — b)y = g(l). y(lb) = 0, y'(f u ) = 0. 
onde « e /> sao mimeros reais com a ~ b. 

25. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a soluqdo do problema de valor inicial 

L\v] = |/) : - 2/.D +• Or + //-)|v = g(/). y«o)=0, y'(fo) = 0. 

Note que as raizes da equaqao caracterfstica sao >. ± ip. 

2b. Use o resultado do Problema 22 para encontrar a soluqSo do problema de valor inicial 

L[v| = (D - a) 2 y = g(/). y«o) = 0, y'(/o) = 0. 


(i) 


(ii) 


onde a <5 um mimero real arbitreirio. 

27. Combinando os resultados dos Problemas de 24 a 26. mostre que a soluqao do problema de valor inicial 

Lly] = (D 2 + hD + c)y = g(t). y(fo) = 0. y'(fe) = 0, 
onde b c c sao constantes, tern a forma 

y = 0(r) = f K(t - s)g(s)ds. (i) 

J ft, 

A funqilo K depende apenas das soluqoes y, e y : da equaqao homogenea associada c d independente do 
termo nao homogeneo. Uma vez determinado K, todos os problemas nao homogeneos envolvendo o mesmo 
operador difercncial /. fleam reduzidos ao calculo de uma integral. Note tambern que. embora A dependa de 
i e s, so aparece a combinaqao l - 5 . de modo que A’ e. de fato. uma funqao de uma unica variavel. Pensando 
cm g(l) como nos dados de entrada (input) do problema e cm 4>(t) como os dados de safda (output), segue 
da Eq. (i) que os dados de saida dependem dos dados de entrada em todo o intcrvalo, do ponto inicial r„ ao 
ponto atual t. A integral na Eq. (i) e a convoluqao de A' e g. e referimo-nos a A.' como o nudeo. 

28. O mdlodo de reduqao de ordem (Seqao 3.4) tarnhdm pode ser usado para a equaqao nao homogenea 

y"+/>«)/ +<?('»' = *('). (0 

desde que se conheqa uma soluqao y, da equaqao homogenea associada. Seja y - u(r)y,(r) e mostre que y 
satisfaz a Eq. (i) se v for soluqao de 

yi(/)e” + [2y’,(0 +p(f)yi(01»' = «<'>• (ii) 

A Eq. (ii) 6 uma equaqtlo linear de primeira ordem em t/. Resolvendo cssa equaqao, integrando o resulta¬ 
do e depois multiplicando por y,(t). obtemos a soluqao geral da Eq. (i). 
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Em cada uni dos Problemas dc 29 a 32, use o m£todo esqucmatizado no Problema 28 para resolver a cquasao 
diferencial dada. 

29. Of - 2 1 / + 2y = 4r, t > 0; yi (r) = / 

30. Of + 7// + 5y = t, t > 0; y , (/) = r 1 

31. ly" — (1 + Of + y = Otr 1 , t > 0; yi(0 = 1 + t (veja o Problema 15) 

32. (1 - Of + tf - y — 2(1 - l) 2 e~', 0 < I < 1; y,(r) = e' (veja o Problema 16) 


3.7 Vibrates Mecanicas e Eletricas 

Uma das razoes por que vale a pena estudar equates lineares de segunda ordem com coeficientes cons- 
tantes e que elas servem como modelos matemilticos de alguns processos fisicos importantes. Duas dreas 
importantes de aplica^oes sao os campos de vibrates mecanicas e eletricas. Por exemplo, o movimento 
de uma massa presa em uma mola, as torijoes de uma haste com um volante, o fluxo de corrente eletrica 
em um circuito simples em sbrie c muitos outros problemas fisicos sao bem descritos pela solu^ao de um 
problema de valor inicial da forma 

ay" + by' + cy = g(t), >’(0) = y 0 , y'(0) = y' n . (1) 

lsso ilustra uma relaqSo fundamental entre a matematica e a fi'sica: muitos problemas fisicos tern o 
mesmo modelo matemdtico. Assim. quando sabemos resolver o problema de valor inicial (1), basta inter¬ 
pretar apropriadamente as constantes a, bec,e as fun<;oes y e g para obter solu^oes de problemas fisicos 
diferentes. 

Estudaremos o movimento de uma massa presa a uma mola porque uma compreensao do comporta- 
mento desse sistema simples 6 o primeiro passo na investiga<;ao de sistemas vibratbrios mais complexos. 
Albm disso, os princi'pios cnvolvidos s3o os mesmos para muitos problemas. Considere uma massa m 
pendurada em uma das extremidades de uma mola vertical com comprimento original /, como mostra a 
Figura 3.7.1. A massa causa um alongamento L da mola para baixo (no sentido positive). Existem duas 
formas agindo sobre o ponto onde a massa estil presa a mola; veja a Figura 3.7.2. A forija gravitacional, 
ou peso da massa, puxa para baixo e tern mbdulo igual a mg, onde g 6 a aceleraqao da gravidade. Exisle 
tambem uma for^a, F m , devido a mola, que puxa para cima. Se supusermos que o alongamento L da mola 
e pequeno, a forqa da mola lica muito proxima de ser proporcional a L; isso e conhecido como a lei de 
Hooke. H Assim, escrevemos F„, = -kL, onde a constante de proporcionalidade k 6 chamada de constante 
da mola e o sinal de mcnos 6 devido ao fato de que a for^a da mola puxa para cima (no sentido negativo). 
Como a massa esta em equilibrio, as duas for 9 as estao balanceadas, o que significa que 

mg - kL = 0. (2) 

Para um dado peso w = mg, podc-se medir L e depois usar a Eq. (2) para determinar k. Note que k tern 
unidades de for<;a/comprimento. 



FIGURA 3.7.1 Um sistema mola-nrassa. 


"Robert Hooke (1635-1703) foi um cientista ingles com intercsses variados. Scu livro mais importante, Sficrographia, foi 
publicado em 1665 c descreve uma variedade de observa<;6es microscdpicas. Hooke publicou sua lei sobre o comportamento 
cldsiico pela prinieira vez em 1676 como um anagrama: ceiiinosssttuv, em 1678 cle dcu a solu^ao como ui tensio sic vis, o que 
significa. grosso modo, “como a for^a. assim i o deslocamento”. 
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No problema dinamico correspondente.estamos interessados em cstudar o movimento da massa, seja na 
present de uma forga externa ou sob urn deslocamento inicial. Denote por j(r), mcdido positivamente no 
sentido para baixo, o deslocamento da massa a partir de sua posigao de equilfbrio no instante r. veja a Figura 
3.7.1. Entao $(/) estd relacionado as forgas que agem sobre a massa pela lei do movimento de Newton, 

ms"(t) = f(t ), (3) 

a F, = -kL 

o 

' u) = mg 

FIGURA 3.7 2 Diagrama de forgas para um sistema mola-massa. 


onde a" e a aceleragao da massa c/ii a forga total agindo sobre a massa. Note que tanto s quanto f sao 

fungoes do tempo. Existem quatro formas separadas que tern que ser consideradas para se determinar/. 

1. O peso K’ = mg da massa sempre age para baixo. 

2. A forga da mola F„ 6 tida como proporcional ao alongamento total L + s da mola e sempre age para 
restaurar a mola & sua posigao natural. Se L + s > 0, entao a mola esta distendida e a forga da mola esta 
direeionada para cima. Neste caso, 

F m = -k(L+s). (4) 

Por outro lado, sc L + s < 0, entao a mola estti comprimida de uma distancia \L + si e a forga da mola. agora 
direeionada para baixo .& dada por F m = k \L + sl. No entanto. quando L + s< 0, segue que IL + sl = -(L + s), 
de modo que F„ e dada, novamente, pela Eq. (4). Assim. independentemente da posigao da massa, a forga 
exereida pela mola sempre e dada pela Eq. (4). 

3. A forga de amortecimcnto. ou resistdneia F u , sempre age no sentido oposto ao sentido de movimento da 
massa. Essa forga pode aparecer de diversas fontes: rcsistencia do ar ou de outro meio onde a massa se 
movimenta, dissipagao de energia interna devido a extensao ou compress3o da mola, atrito entre a mas¬ 
sa e qualquer guia (se existir) que limite seu movimento a uma dimensao, ou um dispositivo mecSnico 
(amortecedor) que gerc uma forga de resistencia ao movimento da massa. Em qualquer caso, supomos que 
essa forga de resistencia 6 proporcional & velocidade escalar \dsldl\ da massa; em geral, isso e chamado de 
amortecimento viscoso. Se ilsltlt > 0 .11 esta aumentando, de modo que a massa estA sc movendo para baixo. 
Entao Fj aponta para cima e e dada por 

FAD =-yn’(i), (5) 

onde y 6 uma constante positiva de proporcionalidade conhecida como a constante de amortecimento. 
Por outro lado. se dshit < 0, entao s esta diminuindo. de modo que a massa estti se movendo para cima e 
Fj aponta para baixo. Nesse caso, F d = yb'(/)l; como Ls'(r)l = -s'(0- segue que a forga Fj 6 dada, novamente, 
pela Eq. (5). Assim. independentemente do sentido de movimento da massa, a forga de amortecimento 
sempre 6 dada pela Eq. (5). 

A forga de amortecimento pode ser bastante complicada, e a hipotese de que ela 6 modelada ade- 
quadamente pela Eq. (5) <5 discutivel. Alguns amortecedores funcionam como a Eq. (5) descreve, e se as 
outras fontes de dissipagao forem pequenas pode ser possfvel ignor^-las todas, ou ajustar a constante de 
amortecimento y de modo a aproxima-las. Um grande beneficio da hipotese (5) t que ela nos leva a uma 
equag3o diferencial linear (em vez de nao linear). Isso, por sua vez.significa que pode ser feita uma andlise 
completa do sistema diretamentc, como mostraremos nesta e na prdxima segao. 

4. Pode ser aplicada uma forga externa F(l) apontando para baixo ou para cima, dependendo se F(t) 6 posi¬ 
tiva ou negativa. Isso poderia ser uma forga devida ao movimento da estrutura onde estd presa a mola, ou 
podcria ser uma forga aplicada diretamente na massa. Muitas vczes a forga externa 6 periddica. 

Lcvando em consideragao essas forgas, podemos rcescrever a lei de Newton (3) como 

= mg + F (I) + Fd(0 + F(t) 

= mg - m[L + s (f)] - Y*' (0 + F (0- 


( 6 ) 
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Como mg -kL = 0 pela Eq. (2), segue que a equa^ao de movimento da massa d 

ms "(f) + ys '(f) + ks (/) = F{l ), (7) 

onde as constantes m,yc k sao positivas. Note que a Eq. (7) tem a mesrna forma que a Eq. (1). 

£ importante compreender que a Eq. (7) e apenas uma equa;3o aproximada para o deslocamento s(t). 
Em particular, as Eqs. (4) e (5) devem ser vistas como aproximasoes para a forqa da mola e a forqa de 
amortecimento, respectivamente. Tambem nao levamos em consideratjao na nossa dedu^ao a massa da 
mola, supondo-a desprezfvel perto da massa do corpo preso a ela. 

A formulasao completa do problenia de vibraqao requer que especifiquemos duas condi^&es iniciais, 
a saber, a posi<;ao inicial s 0 e a velocidade inicial i„ da massa: 

5(0) = So. s'(0) = i> u . (8) 

Segue do Teorema 3.2.1 que essas condi^oes fazem com que o problema malematico tenha uma unica 
soluqao. Isso e consistente com nossa intui^ao fisica de que, se a massa e colocada em movimento com 
deslocamento e velocidade iniciais, entao sua posiqao estard unicamente determinada em todos os instan- 
les futuros. A posi<;ao da massa £ dada (aproximadamente) pela solutjao da Eq. (7), sujeila its condiqoes 
iniciais dadas (8). 


Uma massa pesando 4 libras (cerca de 1,8 kg) estica uma mola de 2 in (cerca de 5 cm). Suponha que a massa 
e deslocada 6 in adicionais no sentido positivo e depois £ solta. A massa estd em um meio que exerce uma 
resistdncia viscosa de 6 lb quando a massa esta a uma velocidade de 3 ft/s (cerca de 91 cm's). Sob as hipdteses 
discutidas nesta seqao. formule o problema de valor inicial que governa o movimento da massa. 

O problema de valor inicial pedido consiste na equa<;ao diferencial (7) com conduces iniciais (8).de mode 
que nossa tarefa 6 determinar as diversas constantes que aparccem nessas equates. O primeiro passo e es- 
colher as unidades de medida. Da forma como foi cnunciado o problema, e natural usar as medidas inglesas 
no lugar do sistema mdtrico de unidades. A unica unidade de tempo mencionada e o segundo. de modo que 
mediremos / em segundos. Por outro lado, o enunciado content tanto pes quanto polegadas como unidades de 
comprimento. Nao importa qual a medida a ser usada, mas. uma vez escolhida a medida, e importante que se 
seja consistente. Para definir, vamos ntedir o deslocamento em pes (um pe tem 12 in). 

Como nada foi dito no enunciado do problema sobre uma for<;a externa, vamos supor que F(t) = 0. Para 
determinar m. note que 

_ u- _ 41b _ lb s 2 

g 32 p<3/s- 8 pd 

O coeficiente de amortecimento ye determinado pela alirmaqao de que ys' e igual a 6 lb quando s’ tem o valor 
de 3 ft/s. Logo, 

6 lb ^ lb s 
Y ~ 3 ft/s ~ “ pe ' 


A constante da mola k 6 encontrada a partir da alirma^ao de que a massa estica a mola por 2 in. ou 1/6 ft. 
Portanto, 


k = 


41b 
1/6 ft 



Em consequencia.a Eq. (7) fica 


| r" + 2 j + 24 j =0, 
ou 


s" + 16/ + 192s = 0. 


(9) 


As condiqoes iniciais sao 

s(0)=J. s’(0)=0. (10) 

A segunda condi^ao inicial e implicada pela palavra "solta" no enunciado do problema, que interpretamos 
como a massa sendo colocada em movimento sem velocidade inicial. 


Vibraqoes Livres Nao Amortecidas. Se nao existe forqa externa, entao l\t) - 0 na Eq. (7). Vamos supor, 
tambem, que nao ltd amortecimento, de modo que y = 0; essa e uma configuraqao idealizada do sistema. 




Equates Limeares de Segu-ida Okdem 151 


que dificilraente (se alguma vez) acontece na pratica. No entanto.se o amortecimento for muito pequeno, 
a hipotese de que nao ha amortecimento pode dar resultados salisfatorios em intervalos de tempo peque- 
nos ou ate moderados. Nesse caso, a equa^ao de movimento (7) se reduz a 

ms" + ks=0. (11) 

A solu?ao geral da Eq. (11) e 


onde 


s — A cos &>()/ -)- B sena)()t, 


( 12 ) 


col = k/m. (13) 

As constantes arbitrarias A e B podem ser determinadas se forem dadas conduces iniciais da forma (8). 
Ao discutir a soluqao da Eq. (1 l).e conveniente escrever a Eq. (12) na forma 

s = Rcos(co 0 t - 8), ( 14 ) 


ou 


s = K cos <5 cos a*)/ + /? sen 5 sen a),)/. ( 15 ) 

Comparando as Eqs. (15) e (12), vemos que as constantes A, B.RcS estao relacionadas pelas equaqoes 

A = RcosS, B = R sen<$. (16) 

Assim, 

R = y/A 2 + B 2 , lan8 = B/A. (17) 


Ao calcular 8 c preciso tomar cuidado para se escolher o quadrante correlo; isso pode ser feito veriliean- 
do-se os sinais de cos 8 e sen 8 nas Eqs. (16). 

O grafico da funijao na Eq. (14),ou na equaqao equivalente (12), para urn conjunlo tfpicode condiqoes 
iniciais aparece na Figura 3.7.3. O grafico e uma onda senoidal deslocada que dcscrcve urn movimento 
periddico, ou harmonico simples, da massa. O periodo do movimento e 


T = 



m 


/m v>/2 

\~k) ' 


(IS) 


A frequencia circular oj ( i — y/k/rn, medida em radianos por unidade de tempo, e chamada de frequen- 
cia natural da vibraijao. O deslocamento maximo R da massa a partir de sua posiqao de equilibrio e a 
amplitude do movimento. O parametro adimensional 8 c chamado de fase, ou angulo de fase, e mede o 
deslocamento da onda a partir de sua posiqao normal correspondente a <5 = 0. 



Note que o movimento descrito pela Eq. (14) tern amplitude constante, que nao diminui com o tempo. 
Ixso reflete o fato de que, na ausencia de amortecimento, o sistema nao tern como dissipar a energia dada 
pelo deslocamento e pela velocidade iniciais. Alem disso, para uma massa m e uma constante de mola k 
dadas, o sistema sempre vibra a mesma frequencia w 0 , independente das condi<;6es iniciais. No entanto, as 
condi^oes iniciais ajudam a determinar a amplitude do movimento. Finalmente, note que, pela Eq. (18), 
T aumenta quando m aumenta, de modo que massas maiores vibrant mais lentamente. Por outro lado, 
T diminui quando k aumenta, o que significa que molas mais duras fazem com que o sistema vibre mais 
rapidamente. 
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Suponha que uma massa pesando 10 lb (cerca dc 4,5 kg) estique uma mola de 2 in (cerca de 5 cm). Se a massa 
for deslocada 2 in a mais e depois colocada em movimento com uma velocidade inicial apontando para cima dc 
1 ft/s (cerca de 30 cm/s), determine a posiqAo da massa em qualquer instante posterior. Determine, lambent, o 
periodo, a amplitude e a fase do movimento. 

A constantc da mola 6 k = 10 lb/2 in = 60 lb/ft e a massa e m = a>/g = 10/32 lb • s-/ft*. Logo, a equai;ao dc 
movimento se reduz a 


s" + 192s = 0, (19) 

c a soIugSo geral 6 

s = A cos(8>/30 + flscn(8v/3r). 

A solugao que satisfaz as condiqdes iniciais s(0) = 1/6 ft e s'(0) = -| ft/s c 

s = - cos/Sv^r)-sen(8'/3r) (20) 

6 8v3 

A frcquencia natural = v/l92 = 13,856 rad/s. de modo que o periodo e T= 2tt/z/j,, = 0,45345 s. A amplitude 
Rea fase S sflo dadas pelas Eqs. (17).Temos 

* = S + B2 * 5^ "*° RS0 - 18,62f '' 

A segunda das Eqs. (17) nos da tan S = — </3/4. Existem duas solutes desta equa<;ao, uma no segundo quadran- 
te e outra no quarto. No problema atual.cos S > 0 e sen S < 0, logo 5 esta no quarto quadrantc e temos 

S — -arctant s/3/4) = -0,40864 rad. 

O grafico da solu<;ao (20) esta ilustrado na Figura 3.7.4. 



FIG UR A 3.7.4 Uma vibra^ao livre nao amortecida; s” + I92x = 0,.v(0) = l/6,s'(0) =-I. 


Vibragoes Livres Amortecidas. Sc incluirmos o efeito do amortecimento, a equagao diferencial que gover- 
na o movimento da massa e 


ms" + ys' + ks = 0. 


( 21 ) 


Estantos especialmcnte intcrcssados cm examinar o efeito da variagao na constante de amortecimento y 
para valores dados da massa m e da constante da mola k. As raizes da equagiio caracteristica correspon- 
dente sao 


ri,r 2 = 


-y ± y/y 2 - 4 km 


2m 




Dependendo do sinal de y 2 - 4 km, a solugao s tern uma das seguintes formas: 

y 2 - 4km >0, J = AS' 1 + BS-‘\ 

y 2 - 4 km = 0, x = (A + Bt)e- r,l2m \ 

, , (4 km — y 2 ) x/2 

y 2 —4km<0, s = e yl,2m (Acosnt + flsen/ri), M =-^-> 0. 

2 m 


( 22 ) 


(23) 

(24) 

(25) 


A acclera<;ao da gravidade nas medidas inglesas 6 dc 32 ft/s : . (N.T.) 
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Como m, y e k sao positivos. y'- - 4km d scmprc menor do que y\ Entao. se y' - 4 km > 0, os valores de r, 
e r : dados pela Eq. (22) sao negativos. Se y 2 - 4 km < 0, entao os valores de r, e r , sao complexos, mas com 
parte real negativa. Assim. em todos os casos a solu?3o s tende a zero quando t -> isso ocorre inde- 
pendentemente dos valores das constantcs arbitrarias A c B. ou seja. independentemente das condiqoes 
iniciais. Isso confirnia nossa expectativa intuitiva, a saber, que o amortecimento dissipa, gradualmente, a 
energia do sistema e. em consequencia. o movimento vai parando com o passar do tempo. 

O caso mais importante e o terceiro. que ocorre quando o amortecimento e pcqueno. Fazendo A = A’ 
cos Se B = R sen S na Eq. (25). obtemos 

.s = Re~ y,/lm cos Uit - 5). (26) 

O deslocamento s fica entre as curvas s = ±Re* r2m : logo, parece-se com uma onda senoidal cuja amplitude 
diminui quando l aumenta. Urn exemplo ti'pico estd esbo»(ado na Figura 3.7.5.0 movimento e chamado 
de oscilaqao amorlecida. ou vibrafao amortecida. O fator R na amplitude depende de m. y. k e das con- 
di^oes iniciais. 



Embora o movimento nao seja periddico, o parametro n determina a frequencia segundo a qual a 
massa oscila para cima e para baixo;em consequencia. n e chamada de quase frequencia. Comparando n 
com a frequencia w„ do movimento sent amortecimento. vemos que 

H {4km - y 2 ) l,2 /2m ( y 2 ~ ^ y 2 

wu JkJni \ 4 km) 8 km ' 

A ultima aproximaqSo e valida quando y'-/4km e pequeno; referimo-nos a essa situaijao corno "pouco 
amortecida" ou com "amortecimento pequeno". Assim, o efeito de um amortecimento pequeno (5 redu- 
zir. ligeiramente, a frequencia da oscila$ao. Por analogia com a Eq. (18), a quantidade 7,< = 2nln e cha¬ 
mada de quase periodo. E o tempo entre dois maximos ou dois mfnimos sucessivos da posi^So da massa, 
ou entre passagens sucessivas da massa por sua posiijao de equilibrio indo no mesmo sentido. A relaqao 
entre 7 |( e 7" e dada por 



onde. novamente, a ultima aproxima^ao e valida quando y 2 l4km 6 pequeno. Assim. um amortecimento 
pequeno aumenta o quase periodo. 

As Eqs. (27) e (28) refor^am o significado da razao adimensional y-!4km. Nao e apenas o tamanho de 
y que determina se o movimento e pouco ou muito amortecido, mas o tamanho de y comparado com 
4km. Quando y 2 /4km e pequeno. o amortecimento afeta pouco a quase frequencia e o quase periodo do 
movimento. Por outro lado, se quisermos estudar o movimento detalhado da massa em todos os instantes, 
entao nunca podemos desprezar a for?a de amortecimento, nao importa o quao pequena. 

Quando y'l4km aumenta. a quase frequencia p diminui e o quase periodo 7., aumenta. De fato, n —* 

0 e Tj —*■ * quando y 2s/km. Como indicado pelas Eq. (23), (24) e (25), a nature/a da solu<;ao muda 

quando y passa pelo valor 2 s/km. Esse valor e conhecido como amortecimento critico. enquanto para 
valores maiores dc y o movimento £ dito superamortecido. Nesses casos, dados pelas Eqs. (24) e (23), 
respectivamente, a massa volta a sua posi^ao de equilibrio mas nao oscila em tomo dela, como para y 
pequeno. A Figura 3.7.6 mostra dois exemplos tipicos de movimento com amortecimento critico, e a situ- 
aqao e mais discutida nos Problemas 21 e 22. 
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FIGURA 3.7.6 Movimentos criticamente amortecidos: s" + s' + 0.25s = 0: s = (A + Bt)e 


O movimento de determinado sistema mola-massa e governado pela equaijao diferencial 

s" + 0,125s'+s = 0, (29) 

onde s esta medido em pcs e t em scgundos. Se s(0) = 2 e s'(0) = 0, determine a posi^ao da massa em qualqucr 
instante. Encontre a quasc frequfincia e o quase perfodo, assim como o instante no qual a massa passa pela pri- 
meira vez pela sua posi^So de equilfbrio. Encontre, tambem. o instante r tal que ls(r)l < 0.1 para todo I > r. 

A solui;ao da Eq. (29) 6 

s/55. r. . s/255 1 


EXEMPLO 


:o. a solugao do problema de 


Para satisfazer as condiqoes iniciais. precisamos escolher A = 2 e 
valor inicial e 

V255 2 


~ V2S5 \ 16 V 

onde tan & = l/%/255, de modo que 5 s 0,06254. A Figura 3.7.7 mostra o deslocamento da massa em funqiio do 
tempo. Para efeitos de compara^o. mostramos. tamb<5m, o movimento no caso em que o amortecimento 6 
desprezado. 

A quase frequencia 6 n = s/255/16 s 0,998 e o quase perfodo 6 T d = 2.t//< s 6.295 s. Esses valores diferem 
apenas ligciramenle dos valores correspondentes (1 e 27r, respectivamente) para a oscilaqao sem amortecimen- 
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to. Isso tamWm i evidcnte dos graficos na Figura 3.7.7. que sobem e descent praticamente juntos. O cocficicnte 
de amortccimento <5 pequeno neste exemplo. apenas urn dezesscis avos do valor critico. de fato. Nao obstante, 
a amplitude da oscilagSo d rapidamente reduzida. A Figura 3.7.8 mostra o grafico da solugao para 40 < f < 60. 
junio com os graficos dc s - ±0.1.1 elo grafico, r parece estar em torno de 47,5, e um caiculo mais preciso mostra 
que r a 47.5149 s. 



FIGURA 3.7.8 Solu^ao do Exemplo 3: determinagao de r. 


Para encontrar o instantc no qual a massa passa, pela primeira vez. pela sua posii^o de equilibrio. referimo- 
nos a Eq. (30) e igualamos v^255r/16 — 5 a -t/2.o menor zero positive) da funqao cosseno. Enido, resolvendo para 
i, obtemos 

l = —+ a) S 1.637 s. 

\/255 ' 2 > 


Circaitos Eletricos. Um segundo exemplo da ocorrencia de equayoes diferenciais lineares com cocflcicntcs 
constantes e como modelo do lluxo de corrente eldtrica no circuito simples ilustrado na Figura 3.7.9. A 
corrente /, medida em amperes (A).e uma fun<;ao do tempo t. A resistencia R em ohms (Q), a capacitan- 
cia C em farads (F) e a indutancia L em henrys (H) sao todas constantes positivas que supomos conhe- 
cidas. A tensio aplicada E em volts (V) e uma funyao do tempo dada. Oulra quantidade fisica que entra 
na discussao e a carga total Q em coulombs (C) no capacitor no inslante t. A rela^o entre a carga (lea 
corrente / 6 

/ = dQ/dt. (31) 



TensSo aplicada E{t) 

FIGURA 3.7.9 Um circuito eletrico simples. 


O fluxo de corrente no circuito <£ governado pela segunda lei de Kirchhoff*. Em um circuito fechado, a 
tensao aplicada e igual d soma das quedas de tens&o no resto do circuito. 


"Gustav Kirchhoff (1824-1887), professor em Breslau. Heidelberg e Berlim, foi um dos fisicos mais importanles do sdculo 
XIX. Elc descobriu as leis bdsicas dos circuitos eletricos em torno de 1845 .cnquanto estudante em Kbnigsberg. E, lambem, 
famoso por scu trabalho fundamental em absorcao e emissilo cletromagneticas, c foi um dos fundadorcs da espectroscopia. 
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Dc acordo com as leis elementares da eletricidadc, sabcmos que 

A queda de tensao no resistor 6 IR. 

A queda de tensao no capacitor £ QIC. 

A queda de tensao no indutor 6 Ldlldt. 

Portanto, pela lei de Kirchhoff, 

L?L + RI + Lq = E(t). (32) 

dt C 

As unidades foram escolhidas de modo que 1 volt = 1 ohm • 1 ampere = 1 coulomb/1 farad = 1 henry • 1 
ampere/1 segundo. 

Substituindo / pela expressao na Eq. (31), obtemos a equa^o diferencial 

LQ" + RQ+ = E(t) (33) 


para a carga Q. As conditjoes iniciais sao 

QVo) = (?<>. 


Q'(to) = / (fo) = /o- 


Logo, precisamos saber a carga no capacitor e a corrente no circuitu cm algum instante inicial t n . 

De outro modo, podemos obter uma equatjiio diferencial para a corrente / diferenciando a Eq. (33) em 
relaqao a t e depois usando a Eq. (31) para substituir dQldi. O resultado e 


coni as condiqoes iniciais 


Da Eq. (32), segue que 


U" + RI' + -I = £'tf). 


1(1 o) = /o. I Uo) = /o- 


£(r„)- K/ 0 -(l/C)G>» 


Portanto, II, tambiSm e delerminado pela carga e pela corrente iniciais, que sao quantidades tisicamente men- 
suraveis. 

A conclusao mais importante dessa discussao e que o fluxo dc corrente no circuito <i descrito por urn 
problema de valor inicial que tern precisamente a mesma forma que aquele que descreve o inovimento 
de urn sistema mola-massa. Este e urn bom exemplo do papel unificador da matematica: uma vez que 
voce sabe como resolver equaqoes lineares de segunda ordem com coeficientes constantes, voce pode in- 
terpretar os resultados em termos de vibrancies mecanicas. circuitos eletricos ou qualquer outra situaqao 
ffsica que leve ao mesmo problema. 


PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 4, determine w„. R e H de modo a escrever a expressao dada na forma s = 
--- —R cos(a»u/ - 5). 

1. s = 3cos2r 4- 4 sen 2/ 2. s = — cos r + \/3sen t 

3. s = 4cos3r — 2sen3/ 4. s = — 2 cos.t/ — 3sen;r/ 

^2- 5- Uma massa pesando 2 lb (cerca de 900 g) estica uma niola de 6 in (cerca de 15 cm). Sc a massa 6 puxada 3 in 
adicionais para baixo e depois e solta, e se nao ha amortecimento, determine a posiyao s da niassa em qualquer 
instante t. Faqa o grdtico de x em funqAo de t. Encontre a frequencia, o perfodo e a amplitude do niovimento. 

6. Uma massa de 100 g estica uma mola de 5 cm. Se a massa e colocada em movimento a parlir de sua posiqao 
de equilfbrio com uma velocidade apontando para baixo de 10 cm/s e se nao hd amortecimento, determine 
a posiijao it da massa em qualquer instante t. Quando a massa retoma pela primeira vez A sua posiyao de 
equilfbrio? 

7. Uma massa pesando 3 lb (cerca de 1,36 kg) estica uma mola de 3 in (cerca de 7,6 cm). Se a massa em- 
purrada para cinia, contraindo a mola dc 1 in, e depois colocada em movimento com uma velocidade para 
baixo de 2 ft*/s (cerca de 61 cm/s), e se n3o ha amortecimento, encontre a posii;ao s da massa em qualquer 
instante t. Determine a frequOncia.o perfodo, a amplitude e a fase do movimento. 


1 ft = 12 in. (NT.) 
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8. Um circuito em sdrie tem um capacitor de 0,25 x 10* F e urn indutor de 1 H. Sc a carga inicial no capacitor 
6 de 10* C e nao h.1 corrente inicial. encontre a carga Q no capacitor cm qualqucr instantc t. 

I Ima massa do 20 g cstica uma mola de 5 cm. Suponha que a massa lambent esta presa a um amortcccdor 
viscoso com uma constante de amortecimento dc 400 dinas • s/cm. Se a massa e puxada para baixo mais 2 
cm e depois solta, encontre sua posiqao s em qualquer instanle /. Fa?a o gnlfico de s cm funqao dc t. De¬ 
termine a quase frequencia e o quase periodo. Determine a razao entre o quase periodo e o periodo do 
movimento correspondentc sem amortecimento. Encontre. tambem. o instante r ml que l.v(/)l < 0.05 cm 
para todo t > x. 

jfl 10. Uma massa pesando 16 lb (cerca de 7 kg) estica uma mola de 3 polcgadas (cerca de 7.5 cm). A massa esta 
presa a um amortecedor viscoso com constante de amortecimento de 2 lb • s/ft. Se a massa e colocada cm 
movimento a partir de sua posigflo de equilfbrio com uma velocidade para baixo de 3 in/s. encontre sua 
posi^ao ii em qualqucr instante /. Fa?a o gralico de s cm fum;ao de i. Determine quando a massa retorna 
pela primeira vez it sua posiqSo de equilfbrio. Encontre. tambem. o instante x ml que l.v(/)l < 0.01 in para 
todo t > x. 

11. Uma mola d esticada 10 cm por uma forqa de 3 N. Uma massa de 2 kg d pendurada da mola e presa a um 
amortecedor viscoso que exerce uma for?a de 3 N quando a velocidade da massa d de 5 m/s. Se a massa 
e puxada 5 cm abaixo de sua posiijao de equilfbrio e recebe uma velocidade inicial para baixo de 10 ent/s. 
determine sua posigao s em qualquer instante t. Encontre a quase frequencia /tea ra/ao entre /< e a fre¬ 
quencia natural do movimento correspondentc sent amortecimento. 

12. Um circuito em sdrie tem um capacitor de 10' F. tint resistor de 3 x 10-' il e um indutor de 0.2 H. A carga inicial 
no capacitor d 10'' C e nao ha corrente inicial. Encontre a carga Q no capacitor em qualquer instante I. 

13. Certo sistema vibrando satisfa/ a cquaqao s" + ys ’ + s = 0. Encontre o valor do cocficiente de amortecimen- 
to y para o qual o quase periodo do movimento amorlccido e 50% maior do que o perfodo do movimento 
correspondentc sem amortecimento. 

14. Mostre que o perfodo do movimento de uma vibrato nao amortecida de uma massa pendurada em uma 
mola vertical d 2 n yjL/g, onde /.do alongamento da mola devido it massa e g d a aceleraqao da gravida- 
de. 

15. Mostre que a solu^ao do problema de valor inicial 

ms" + ys' + ks = 0, s(fo) = soi s'Uo) = s' n 

pode ser expressa como a soma s = r + ai.onde t' satisfa/ as condi^fles iniciais i•(/„) = j u , t '(r„) = O.w satisfaz 
as condiqoes iniciais w(t„) = 0.«/(!,,) = j' n e ambas as fun<;des t ewsatisfazem a mesma cquaqilo difcrencial 
que v. Esse d outro cxemplo de superposiqao de soluqoes de problemas mais simples para se obter a solu- 
<,ao de um problema mais geral. 

16. Mostre que A cos toj + B sen toj pode ser escrito na forma r sen(«y - U) Determine r e H em funqilo de .4 

e B. Se R cos (toj sen((i>„f - 0). determine a relaqSo entre R. r, S e //. 

17. Uma massa pesando 8 lb (cerca de 3.6 kg) estica uma mola de 1 polegada e meia (cerca de 3.8 cm). A mas¬ 
sa tambem esta presa a um amortecedor com cocficiente y. Determine o valor de ypara o qual o sistema 
tenha amortecimento critico; certifique-se de colocar as unidades de y. 

18. Se um circuito em serie tem um capacitor de C = 0.8 x ID^Fc um indutor de L = 0.2 11, encontre a rcsis- 
tencia R para que o circuito tenha amortecimento critico. 

19. Suponha que o sistema descrito pela equaqao ms" + ys' + ks = 0 tem amortecimento critico ou esta supe- 
ramortecido. Mostre que a massa pode passar por sua posi^ao de equilfbrio no maximo uma vez, indepen- 
dentemente das condi^des iniciais. 

Sugesrao: Determine todos os valores possfveis de I para os quais s = 0. 

20. Suponha que o sistema descrito pela equa^ao ms" + ys' + ks = 0 tem amortecimento critico e que as condi- 
qdcs iniciais sao x(0) = j 0 .$’(0) = u„. Se i’„ = 0. mostre que s — 0 quando t — *. mas que s nunca se anula. 
Sc s„ for positivo, determine uma condi?iio sobre r„ que garanta que a massa vai passar pela sua posiqao de 
equilfbrio apds o instante inicial. 

21. Decrement!* Logaritmico. (a) Para a oscila?ao amortecida descrita pela Eq. (26). mostre que o intcrvalo 
de tempo entre os mtiximos succssivos e de Tj = 2zr//z. 

(b) Mostre que a razao entre os deslocamentos em dois miximos sucessivos e dada por exp(j/7, / /2wi). 
Note que essa razao nao depende do par de mdximos sucessivos escolhido. O logaritmo neperiano 
dessa razao ii chamado de decremento logarftmico e denotado por A. 

(c) Mostre que A = nylmn. Como m. n e A sao quanlidades facilmente mensurAveis em um sistema 
mecanieo. esse resultado fornece um metodo conveniente e prdtico para determ.nar a constante de 
amortecimento do sistema. que d mais diffcil de medir diretamente. Em particular, para o movimento 
de uma massa vibrando cm um fluido viscoso a constante de amortecimento depende da viscosidade 
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22 . 

23. 

24. 


25. 


26. 


27. 


28 . 


do fluido; para formas geomdtricas simples, a forma dessa dependencia e conhecida e a rela^ao pre- 


cedente permite a determinado da viscosidade experimentalmente. Essa 6 uma das maneiras mais 
precisas de sc determinar a viscosidade de um g3s a altas pressocs. 

Tendo em vista o Problema 21,encontre o decremento logaritmico do sistema no Problcma 10. 

Para o sistema no Problema 17,suponha que A = 3 e T d = 0,3 s.Tendo em vista o Problema 21, determine 
o valor do coeficiente de amortecimento y. 

A posiijao de um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial 

$s” + /cs=0, s(0) = 2, s' (0) = u. 

Se 6 obscrvado que o perfodo e a amplitude do movimento resultante sao n e 3. respectivamente, determi¬ 
ne os valores de k e u. 

Considere o problema de valor inicial 

5 ” + y s' - 1 - 5 = 0, s (0) = 2, s'(0) = 0. 

Queremos explorar o quao longo e o intervalo de tempo necessdrio para que a soluqao se tome "despre- 
zfvel” e como esse intervalo depende do coeficiente de amortecimento y. Mais precisamente, vamos pro- 
curar o instante r tal que ls(f)l < 0.01 para todo i> r. Note que o amortecimento cri'tico para este problema 
ocorre quando y = 2. 

(a) Seja y = 0,25 e determine r ou, polo menos, estime-o de forma razoavelmente precisa a partir de um 
grafico da soluqao. 

(b) Repita o item (a) para diversos outros valores de y no intervalo 0< y< 1.5. Note que rsempre decres- 
ce quando ycresce, para y nesse intervalo. 

(c) Oblenha um grafico de r em fun<;3o de ycolocando os pares de valores encontrados nos itens (a) e (b). 
O grafico parece ser uma curva suave? 

(d) Repita o item (b) para valores de centre 1,5 e 2. Mostrc que reontinua a diminuir ate- que yatinja um 
determinado valor cri'tico y u , apds o qual r aumenta. Encontre y lt e o valor nitnimo correspondente de 
r com duas casas decimals. 

(e) Outra maneira de proccder c escrever a solui;3o do problema de valor inicial na forma (26). Despre- 
zc o fator cosseno c considere. apenas, o fator exponencial e a amplitude R. Depois, encontre uma 
expressao para r em fun<;ao de y. Compare os resultados aproximados obtidos desse modo com os 
valores delerminados nos itens (a), (b) e (d). 

Considere o problema de valor inicial 





ms" + ys‘ + ks = 0. s(0) = s 0 , s'(0) = i> 0 . 




Suponha que y z < 4 km. 

(a) Resolva o problema de valor inicial. 

(b) Escreva a solu^o na forma s(t) = R c\p(-ytl2m) cos (pt - <5). Determine R em fumjao de m, y, k , u„ e 


IV 


(c) Invesligue a dependencia de R no coeficiente de amortecimento y para valores fixos dos outros para- 
metros. 

Um blococubico de lado/e densidade de massa ppor unidade de volume csta flutuandoem um fluido com 
densidade de massa por unidade de volume, onde p u > p. Se o bloco 6 mergulhado ligeiramente e depois 
solto, ele oscila na posi^'ao vertical. Supondo que e possivel desprezar o amortecimento viscoso do fluido e 
a resistencia do ar, deduza a equaqSo diferencial do movimento e determine o perfodo do movimento. 
Sugestao: use o prinefpio de Arquimedes. Um objeto completa ou parcialmente submerso em um fluido 
sofre a a<;ao de uma for?a empurrando-o para cima (o empuxo) de mddulo igual ao peso do fluido deslo- 
cado. 


A posifao de um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial 

5 " -f 2s = 0. 5(0) = 0, 5'(0) = 2. 

(a) Encontre a solugao desse problema de valor inicial. 

(b) Fa^a os gr^ficos de 5 e de s' em fun^ao de I no mesmo par de eixos. 

(c) Fa?a o grafico com s' em um dos eixos e 5 no outro; isto 6, fa?a o grafico parametrico de s(t) e s'(0 
usando / como parametro. Esse tipo de grafico conhecido como um retrato de fase, e o piano 55 ' 6 
chamado de piano de fase. Note que uma curva fechada no piano de fase corresponde a uma soluijao 
periodica s(t). Qual o sentido do movimento (trigonometrico ou hortirio) no retrato de fase quando I 
aumenta? 
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fl, 29. A posi<;ao de determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial 

s"+is' + 2s=0, 5(0) = 0. s'(0) = 2. 

(a) Encontre a solu?ao deste problema de valor inicial. 

(b) Faga os griificos de s e de s' em fungao de t no mesmo par de eixos. 

(c) Fa<;a o grtSfico de 5 ' em fun?ao de 5 no piano de fase (veja o Problema 28). Idcntifiquc diversos pontos 

correspondentes nas curvas dos itens (b) e (c). Qual o sentido do movimento no piano de fase quando 
1 aumenta? 

30. Na auscncia de amortecimento. o movimento de urn sistema mola-massa satisfaz o problema de valor 
inicial 

ms" -t- ks = 0. 5(0) = a. 5'(0) = b. 

(a) Mostre que a energia cinetica dada inicialmente d massa e nth-/2 e que a energia potencial armazena- 
da inicialmente na mola 6 ka 2 / 2.de modo que a energia total inicial do sistema <5 (ka- + mb : )l2. 

(b) Resolva o problema de valor inicial dado. 

(c) Usando a soluqao no item (b), determine a energia total no sistema em qualquer instante t. Seu resul- 
tado deve confirmar o princfpio de conscrvaqao de energia para este sistema. 

31. Suponha que uma massa m desliza sem atrito em uma superffcie horizontal. A massa esta presa a uma 
mola com constante k, como ilustrado na Figura 3.7.10, c esta sujeita, tambiim, a resistencia viscosa do ar 
com coeficiente y. Mostre que o deslocamento s(t) da massa a partir de sua posiqao de equilibrio satisfaz a 
Eq. (21). Como a deduqao da equai;ao de movimento neste caso difere da dcdu^ao dada no texto? 


sit) 
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m 
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Ml 
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FIGURA 3.7.10 Uni sistema mola-massa. 

$ 32. No sistema mola-massa do Problema 31. suponha que a for$a exercida pela mola nao 6 dada pcla lei de 

Hooke, mas, em vez disso, satisfaz a relagao 

F m = -(ks +es 3 ), 

onde k > 0 e e e pequeno em modulo, mas pode ter qualquer sinal. A mola d considerada "dura” se e > 0 e 
“mole" se ( < 0. Por que esses termos sao apropriados? 

(a) Mostre que o deslocamento 5 (f) da massa a partir de sua posiijao de equilibrio satisfaz a equa^ao di- 
ferencial 

ms” + ys' + ks +«s 3 = 0. 


Suponha que as condiqoes iniciais sao 

5(0) = 0. 5'(0) = 1. 

No restante deste problema.suponha que m- I.A: = 1 e K = 0. 

(b) Encontre s(f) quando * = 0 e determine, tambem, a amplitude e o perfodo do movimento. 

(c) Seja e = 0.1. Fat,'a o gnifico de uma aproximaijao numerica da solu^So. Esse movimento parece ser 
periddico? Se for.eslime a amplitude e o periodo. 

(d) Repita o item (c) para f = 0,2 e € = 0,3. 

(e) Coloque em urn grafico os valores cstimados da amplitude A c do perfodo T em funqao de t. Descrcva 
a maneira segundo a qual A e 7, respectivamente, dependem de «. 

(f) Repita os itens (c), (d) e (c) para valores negativos de (. 
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3.8 Vibrates Forgadas 


EXEMPLO 


Investigaremos agora a situagao cm quc uma forga externa periodica e aplicada a urn sistema mola- 
massa. O comportamento desse sistema simples modela o de muitos sistenias oscilatdrios sob a agilo de 
uma forga externa, devido, por exemplo. a urn motor preso ao sistema. Consideraremos primeiro o caso 
em que hd amortecimento e consideraremos mais tarde o caso particular ideal onde se supoe que nao hd 
amortecimento. 

Vibragoes For cad as com Amortecimento. Os cdlcutos algebricos podem ser bem complicados nesse tipo de 
problema, de modo que comegaremos com um exemplo relativamente simples. 


Suponha que o movimento de determinado sistema mola-massa satisfaz a equagdo diferencial 

s" + s' + 1,25s = 3 cost 


e as condigoes iniciais 


s(0) = 2, s'(0) = 3. 


Encontre a solugao deste problema de valor inicial e descreva o comportamento da solugao para valores gran- 
des de t. 

A equagao homogenea associada d Eq. (1) tern equagao caracten'stica r + r + 1.25 - 0 com raizes r = -0.5 ± 
i. Assim. a solugao geral s,(t) desta equagdo homogenea 6 

s.(t) = c\e~ l/2 cost + C 2 e"' /2 sent. (3) 

Uma solugao particular da Eq. (1) tern a forma 5(f) A cos t + B sen f, onde A c li sao encontrados substituindo- 
se s na Eq. (1) por 5(/).Temos 5’(f) = - A sen / + B cos t e S"(t) = - A cos i B sen i. Logo, da Eq. (1), oblemos 

(0,25/1 + ft)cosr + (-A + 0.25fl)senf = 3 cos i. 

Em conscquencia. Ac B tern que satisfazer as equagoes 

0.25/1 + B = 3. -A + 0,25 B = 0, 

com o resultado que A = 12/17 e B = 48 17. Portanto. a solugao particular e 

5(f) = cost + jfsenf, (4) 

e a solugao geral da Eq. (I) e 

s = ,s r (t) + 5(f) = Cie~' -’cost + cic~' /2 senr + cost + j^senf. (5) 

As constantcs rest antes c, e c, sao determinadas pelas condigoes iniciais (2). Da Eq. (5). temos 
s(0) = ci + H = 2. s'(0) = -jC| + ci + = 3, 

de modo que c, = 22/17 e c 2 = 14/17. Assim. oblemos finalmente a solugdo do problema de valor inicial dado, a 
saber. 


s = ^e*' /2 cosf + {^e ' 2 sent + cost + y^sent. (6) 

O grafico da solugao (6) estd ilustrado pela cun a em preto na Figura 3.8.1. 

E importante notar que a solugao tern duas partes distintas. As duas primeiras parcelas content o fator 
exponencial e " 7 \ o resultado e que elas se aproximam rapidamente de zero. Costuma-se chamar essa parte de 
transiente. As parcelas restantes na Eq. (6) so envolvem senos c cossenos e, portanto, representam uma oscila- 
gao que continua para sentpre. Referimo-nos a elas como estado estacionario. As curvas azuis na Figura 3.8.1. 
a sdlida e a tracejada. representam as partes transiente e estado estaciondrio, respectivamente, da solugao. A 
parte transiente vem da solugao da equagao homogenea associada a Eq. (1) e 6 necessdria para satisfazer as 
condigdes iniciais. O estado estacionario e a solugao particular da equagao nao homogenea complcta. Depois 
de um tempo razoavelmente curto a parte transiente fica muito pequena. quase desaparecendo. e a solugao lica 
essencialmentc indistingufvel do estado estacionario. 
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F1GURA 3.8.1 Solugao do problema de valor inicial ( 1), (2). 


A equagao de movimento de um sistema mola-massa geral sujeilo a uma forga externa Fit) c |Eq (7) 
da Segao 3.7] 

ms"(t) + ys'll) + ks(t) = Fit), (7) 

onde m, y e k sao, respectivamente, a massa. 0 coeficiente de amortecimento e a conslante da mola do 
sistema mola-massa. Suponha agora que a forga externa e dada por F u eos oil, onde F u e w sao constantes 
positives representando a amplitude e a frequencia, respectivamente. da forga. A Eq. (7) lieu, entao. 

ms" -f ys' + ks = Focosatf. (8) 

As solugoes da Eq. (8) se comportam de maneira muito semelhantc it solugiio do excmplo precedente. 
A solugao geral da Eq. (8) tern a forma 


.v = C| .s'i(f) -f + A cos cot + Bscncot = s c (t) + S(t). 


( l >) 


As duas primeiras parcelas na Eq. (9) formant a solugao geral s,(r) da equagao homogcnca associada a 
Eq. (8), enquanto as duas ultimas parcelas formant unta solugao particular S(t) da equa^ao nao hontoge- 
nea completa. Os coeficientes A e li podem ser encontrados, como de habito, substituindo essas parcelas 
na cqua;ao diferencial (8). enquanto as constantes arbitrarias c, e c 2 estao disponiveis para satisfazer as 
condigoes iniciais. se houver. As solugoes.«,(/) e s : (l) da equagao homogenea dependem das raizes r, e r, 
da equagao caracteristica mr + yr + k = 0. Como m, ye k sao constantes positivas, segue que r, e r : sao 
raizes reais e negativas ou sao complexas conjugadas com parte real negativa. Em qualquer dos casos, 
s,(f) e s,(t) tendeni a zero quando t — * *. Como v,(r) vai desaparecendo quando l aumenta. ela e chamada 
de solugiio transiente. Em niuitas aplicagoes ela tern pouca importancia, e (dependendo do valor de y) 
pode ser praticamcnte indetectavel depois de apenas alguns segundos. 

As parcelas restantes na Eq. (9). a saber. S(t) A cos wt + li sen ioi, nao desaparecem quando r aumen¬ 
ta. mas persistent indefinidamenie ou enquanto a forga externa estiver sendo aplicada. Elas representam 
unta oscilagao estaciondria na mesma frequencia da forga externa c sao chamadas de solugiio estado esta- 
cionario ou resposta forgada. A solugiio transiente nos permile satisfa/er quaisquer condigoes iniciais que 
sejam impostas; quando o tempo vai passando, a energia colocada no sistema pelo deslocamento e pela 
velocidade iniciais 6 dissipada pela forga de amortecimento. e o movimento torna-se, entao, a resposta do 
sistema it forga externa. Sent amortecimento, o efeito das condigoes iniciais persistiria para sempre. 

E conveniente expressar S{t) como uma unica fungao trigonomctrica.em vcz de uma soma. Lembre-se 
de que fizentos isso para outras expressoes semelhantes na Segao 3.7. Escrevcmos, entao, 


S(t) = Rcos(u)t - S). 


( 10 ) 


A amplitude Re a fase & dependem dirctamente de A e de H e indiretamente dos parametros na equagao 
diferencial (8). E possfvel mostrar, por calculos diretos, por<5m um lanto longos, que 

m(a )Q — to 2 ) 


A 


cos S = 


sen S = 


yaj 


( 11 ) 
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ondc 



— ur) 2 + y 2 or 


e ojI = k/m. 


( 12 ) 


Lentbre-se de quc w 0 e a frequencia natural do sistema sem forija externa e sem amortecimento. 

Vantos investigar agora como a amplitude R da oscilagao estado estacionario depende da frequencia 
tti da forqa externa. Substituindo a Eq. (12) na expressao para R na Eq. (11) e fazendo algumas manipu¬ 
lates algebricas, encontramos 



(13) 


ondc T = y 1 lmk. Note quc a quantidade RklF ( > 6 a razao entre a amplitude R da resposta fori;ada e o des- 
locamento estdtico da mola FJk produzido por uma for?a F 0 . 

Para excilaijOes de baixa frequencia, ou seja. quando w -* 0. segue da Eq. (13) que RklF 0 -* 1 
ou R -* FJk. No outro extremo, para excitaqoes de frequencia muito alia, a Eq. (13) implica que R -* 0 
quando w—► *. Em algum valor intermediario de w, a amplitude pode atingir urn maximo. Para encontrar 
esse ponto de mdximo, podemos diferenciar R em relaqao awe igualar o resultado a zero. Dessa maneira 
vemos que a amplitude maxima ocorre quando w = w mj ,. onde 


"mix 





(14) 


Note que < w„ e que w mJll esta proximo de tu„ quando ye pequeno. O valor maximo de R e 


R 


max — 


F.» 

yaX)yJ\ - (y 2 /4mk) 



(15) 


onde a ultima expressao «5 uma aproximaqao para / pequeno. Se y-huk > 2.entao w mU dado pela Eq. (14) 
e imaginario; nesse caso, o valor maximo de R ocorre para to = 0 e R e uma funqao monotona decrescente 
de w. Lembre-se de que o amortecimento crttico ocorre quando y'-hnk - 4. 

Para / pequeno, segue da Eq. (15) que /? mil = FJyw». Assim. para sistemas levemente amortecidos, a 
amplitude R da resposta foi\ada quando w esta proximo de w„ £ bem grande, mesnio para formas externas 
relativamente pequenas.e quanto menor foro valor de /.mais pronunciado sera esse efeito. Esse fenome- 
no e conhecido como ressonancia e e frequentemente um ponto importante a considerar em uni projeto. 
A ressonancia pode ser boa ou ruim.depcndendo das circunstancias. Ela tern que ser levada seriamente 
em considerato no projeto de estruturas. como edificios e pontes, onde pode produzir instabilidade 
levando, possivelmente. a falhas cataslrolicas da estrutura. Por outro lado. a ressonancia pode ser util no 
projeto de instrumentos, como o sismografo. feito para detectar sinais periodicos Iracos. 

A Figura 3.8.2 content alguns graficos representatives de Rk/F n em fun^So de w/w„ para diversos valo- 
res de T = y 2 lnik. O gralico correspondente a T = 0.015625 esta incluido porque este <5 o valor de T que 
ocorre no Exentplo 2 abaixo. Observe especialmente o pico pontudo na curva correspondente a 



FIGURA 3.8.2 Vibrato for?ada com amortecimento: amplitude da resposta estado estacionario em fun^io 
da forqa externa; T = y } lmk. 
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FIGURA 3.8.3 Vihraqao for<;ada com amortecimento: fasc da resposla estado estacionario cm fungao da 
frequencia da for^a externa; F = y'-lnik. 


r = 0.015625 perto de u)lu> n =1.0 caso-limite quando F -» 0 tambem e mostrado. Segue da Eq. (13). ou 
das Eqs. (11) c (12), que R -* FJm\io u - - or I quando y -* 0 e, portanto, Rk!F u e assintotico a reta vertical 
<o - af u . como mostra a ligura. Quando o amortecimento no sistema aumenta. o pico na rcsposla diminui 
gradativamente. 

A Figura 3.8.2 tamhem iluslra a utilidade de variaveis adimensionais. Voce pode vcrificar facilmente 
que cada uma das quantidades Rk/F,„<olw„ e T e adintensional. A iniporiancia desta ohservaqao c que o 
numero de parametros signilicativos no problema foi reduzido a Ires, cm vez dos cinco que apareccm na 
Eq. (8). Assim. basta uma famflia de curvas. algumas delas ilustradas na Figura 3.8.2. para descrever o 
compoi tamento da resposla cm fmnjao da frequencia de todos os sistemas governados pcla Eq. (8). 

O angulo de fase 5 lambent depende de w de maneira interessante. Para w proximo de zero, segue das 
Eqs. (11) e (12) que cos 5s 1 e sen <5 = 0. Logo, 5s0ea resposla est6 quase em fase com a excita<;ao. o 
que signitica que sobem e descem juntas e. em particular, atingem seus respectivos ntiiximos e minimos 
praticamente ao mesmo tempo. Para to = w„. vemos que cos S = 0 e sen 5 = 1, de modo que & = ;r/2. Nesse 
caso, a rcsposla fica atrasada, em rela^ao a excita<;ao. de rr/2; ou seja, os picos da resposla ocorrem rr/2 
mais tarde do que os da excitaqao, e analogamente para os vales. Finalmente, para to muito grande temos 
cos js-le sen 5 s (), Logo, 5 = n, de modo que a resposla esta quase que completamenle defasada em 
rela^ao a excitatjao; isso significa que a resposla e minima quando a excitagao 6 maxima, e vice-versa. A 
Figura 3.8.3 mostra os gralicos de 5 em funtjao de who, para diversos valores de P. Para pouco amorteci¬ 
mento. a transigao de fase de perto de 8 = 0 para perto de S = n ocorre de maneira um tanto abrupla. en- 
quanto para valores grandes do paramelro de amortecimento a transigao se da de forma mais gradual. 


EXEMPLO 

2 



Considere o problema de valor inicial 

s" + 0 . 1255 '+ 5 =3coswf. s (0) = 2, s'(0) = 0. (16) 

Nlostre gralicos da solugao para valores diferentes da frequencia da forga externa to e compare-os com os gra- 
ficos correspondentes da forga externa. 

Para este sistema, temos a* = 1 e T = 1/64 = 0,015615. Seu movimento sent forga externa foi discutido no 
Exemplo 3 da Segao 3.7, e a Figura 3.7.7 mostra o grdfico da solugao do problema na ausencia de forga. As 
Figuras 3.8.4, 3.4.5 e 3.8.6 mostram a solugao do problema com forga externa (16) para w - 0,3. w = 1 e to = 
2, respectivamente. Cada figura mostra, tambem. o grdfico da forga externa. Neste exemplo, o deslocamento 
estdtico FJk 6 igual a 3. 

A Figura 3.8.4 mostra o caso de baixa frequencia. a/u\, = 0,3. Depois de a resposla inicial transiente ser amor- 
tecida substancialmcnle, a resposla estado estacionario restante esta esscncialmente em fase com a excitagao, 
e a amplitude da resposla e um pouco maior do que o deslocamento estdtico. Especificamcnte, R s 3.2939 e 
3 s 0,041185. 

O caso ressonante.(iVai a = l.estd ilustrado na Figura 3.8.5. Aqui a amplitude da resposta estado estacionario 
<5 oito vezes o deslocamento estdtico e a figura tambem mostra o atraso da fase previsto de tt/2 em relagao a 
forga externa. 
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Solugao Forga externa 

FIGURA 3.8.4 Uma vibragao forgada com amortecimento: solugao dc s" + 0,125j' + s = 3 cos 0.3/. s(0) = 2. 
s’(0) = 0. 

O caso da frequCncia dc excitaqao razoavelmente alta esta ilustrado na Figura 3.8.6. Note que a am¬ 
plitude da resposta estado estacionario e aproximadamente um tergo do deslocamcnto estatico e que a 
diferenga de fase entre a excitagao e a resposta e aproximadamente n. Mais precisamente, temos que 
R s 0,99655 e S s 3,0585. 


y/\ /]\ /\ - 

\V7 /lo V ' 20. / \ io \, 40' x ,' 50 ' / 6CU 


Forga externa SolugSo 

FIGURA 3.8.5 Uma vibragao forgada com amortecimento:solugao de s" + 0,125s' + s = 3 cos f,s(0) = 2,s'(0) = 0. 
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FIGURA 3.8.6 Uma vibragao forgada com amortecimento: solugao de s" + 0,125s’ + s = 3 cos 2/, s(0) = 2,s’(0) = 0. 
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VI ibragdes Forgadas sem Amortecimento. Vamos supor agora que y- 0 na Eq. ( 8 ),obtendo assim a equagao 
de movimento de um oscilador forijado sem amortecimento 


ms" + ks = Fq cos cot. (17) 

A forma da solu<;ao geral da Eq. (17) e diferent e. dep cndendo de sc a frequencia to da forqa externa e 
diferente ou e igual a frequencia natural coo = yjk/m do sistema sem forqa externa. Considere primeiro 
o caso co # co 0 \ entao, a soluqao geral da Eq. (17) e 


Fa 

s = ci cos coat + c 2 senw u f H- - -— cos cot. (18) 

m(a% - co 2 ) 

As constantes c t e c 2 sao determinadas pelas condi^oes iniciais. O movimento resullante e, ein geral, a soma 
de dois movimentos periodicos com frequences diferentes (a^e o>) c amplitudes difcrenles tambem. 

E particularmente interessante supor que a massa esta inicialmente em repouso, de modo que as 
condigoes iniciais sao .v(0) = 0 e ,v’(0) = 0. Entao a energia impulsionando o sistema vein inteiramente da 
forqa externa, sem contribui^ao das condigoes iniciais. Nesse caso as constantes c, e c, na Eq (18) sao 
dadas por 


e a solugao da Eq. (17) fica 


c t = - 


»J(o)q — CO 2 ) 


Ci — 0 , 


s = 


Fo 


m(cok — or) 


(cos cor — cos o>q/). 


(19) 


( 20 ) 


Essa e a soma de duas funqbes periddicas com periodos diferentes, mas com mesma amplitude. Usando 
as identidades trigonometricas para cos(A ±/i) com A - (co LI + co)t/2 e li = (w 0 - co)t/2, podemos escrever 
a Eq. (20) na forma 


s 


2 Fa 


_ in (cor — co 2 ) 


sen- 


lain — to)t 


( 

sen- 


(aio + co)t 


( 21 ) 


Se lai„- ail e pequeno, entao co u + u> e muito maior do que loi |( oil. Em consequencia, sen(ai 0 + a>)t/2 e uma 
fum,'ao oscilando rapidamente, se comparada com sen(oi 0 - co)t!2. Entao o movimento e uma oscila^ao 
rapida com frequencia (w 0 + co)/2, mas com uma amplitude senoidal variando lentamcnte 

2Fo (<wo — co)t 

-s- t sen -^- • 

m\co^ — co 2 \ 2 


Esse tipo de movimento, com uma varia^ao periodica da amplitude, exibe o que e chamado de um bati- 
mento. Por excmplo, tal fenomeno ocorre em acustica quando dois diapasoes de frequencia praticamente 
iguais sao usados simultaneamente. Nesse caso, a variaijao periodica da amplitude pode ser notada com 
facilidade pelo ouvido sem recursos extras. Em eletrdnica. a variaqao da amplitude em rcla^ao ao tempo 
e chamada de modula^ao da amplitude. 


EXEMPLO 

3 


* f. ;• 4 s 
•j<rts<arta eP £ i i 



Resolva o problema de valor inicial 

s" + ,v = 0,5 cos 0.8/. ,v(0) = 0, s'(0) = 0, 


( 22 ) 


e faqa o grafico da solu^ao 

Nesse caso oi u = l,co = 0,8 c F u = 0,5, de modo que. pela Eq. (21). a solu^ao do problema dado e 

s = 2,77778(sen 0,l/)(sen 0,9/). (23) 

A Figura 3.8.7 mostra um grafico desta solu^ao. A variaijao de amplitude tern uma frequencia bai.xa de 0,1 e 
um perfodo lento correspondente de 20,t. Note que um meio perfodo de 10tt corresponde a um unico ciclo de 
amplitude crescente e depois decrescente. O deslocamento do sistema mola-massa oscila com uma frequencia 
relativamente rapida de 0,9, que s6 6 ligeiramente menor do que a frequencia natural ai 0 . 

Imagine agora que a frequencia w da forqa externa e ainda mais aumentada, digamos para ai = 0,9. Entao 
a frequencia baixa e cortada pela mclade para 0,05 e o meio periodo lento correspondente dobra para 20;t. O 
multiplicador 2,7778 tambem aumenta substancialmente para 5,2632. No entanto, a frequencia rdpida aumenta 
pouco, para 0,95. Voce pode visualizar o que acontece quando oivai assumindo valores cada vez mais prdximos 
da frequencia natural co u = 1? 
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KIGUR \ 3.8.7 Um hatimenio:solui;ao de s" + s = 0.5 cos 0.8r, >(0) = U,s’(0) = 0;s = 2,77778(sen 0,lf)(sen 0,9r). 



FIGURA 3.8.8 Ressonancia; soluqao de s" + s = 0.5 cos r. i(0) = 0,.v'(0) = 0;.v = 0.25/ sen t. 


Vamos voltar para a Eq. (17) c considerar o caso da ressonancia, onde w = w 0 , ou seja, a frequencia da 
funqao externa e igual a frcqudncia natural do sistema. Enlao o termo nao homogeneo F,, cos a>t e uraa 
solu<;ao da equaqao homogSnea associada. Nesse caso, a solu<;ao da Eq. (17) 6 

Fo 

s = Ci coscuof + C 2 sen cu^t + --/sen ojq /. (24) 

2/?IO>(J 

Por causa do termo / sen u\J, a solu^ao (24) preve que o movimento ficar<1 ilimilado quando / -+ in- 
dependentemente dos valores de c, e c 2 ; veja a Figura 3.8.8 para um exemplo tipico. £ claro que oscila?oes 
ilimitadas nao ocorrem na vida real. Quando s fica grande, o modelo matermltico no qual a Eq. (17) se 
baseia nao 6 niais villido, jd que a hipotese de que a forqa da mola depende linearmente do deslocamento 
requer que s seja pequeno. Como vimos,se o amortecimenlo e inclui'do no modelo, o movimento previsto 
perntanece limitado; no entanto, a resposta a fun^ao de entrada F 0 cos wt pode ser muito grande se o 
amortecimenlo e pequeno e oj estd prdximo de <u 0 . 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, escreva a expressao dada como um produto de duas fun<;6es trigonomd- 
»———■=* tricas com frequences diferentes. 




rxj 
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1. cos9r-cos7r 2. sen7/-sen6r 

3. cosjr/ + cos2;r/ 4. sen3t+sen4r 

5. Uma massa pesando 4 lb (cerca de 1,8 kg) estica uma mola de 1.5 in (cerca de 5 cm). A massa e deslocada 
2 *n seniido positivo a partir de sua posigao de equilibrio c solia sent velocidade inicial. Supondo que 
nao ha amortecimento e que a massa sofre a agao de uma forga exlerna de 2 cos t lb. formule o problema 
de valor inicial que descreve o movimento dessa massa. 

6. Uma massa de 5 kg estica uma mola de 10 cm. A massa sofre a agao de uma forga externa de 10 sen(//2) 
N (newtons) e se move cm urn meio que amortece o movimento com uma forga viscosa de 2 N quando a 
velocidade da massa e de 4 cm/s. Se a massa e colocada em movimento a partir de sua posigao de equilfbrio 
com uma velocidade inicial de 3 cnr/s. formule o problema de valor inicial que descreve o movimento da 
massa. 

_ , 7. (a) Encontre a solugao do Problema 5. 

(b) Fag a o grafico da solugao. 

(c) Se a forga externa dada for substitufda por uma forga 4 sen wt com a mesmu frequcncia <». encontre o 
valor de u> para o qual ocorre ressonancia. 

/ 8. (a) Encontre a solugao do problema de valor inicial no Problema 6. 

(b) Identifique as partes transiente e estado estacionario da solugao. 

(c) Faga o grafico da solugao estado estacionario. 

(d) Se a forga externa dada for substitufda por uma forga 2 cos wt com frequeneia w. encontre o valor de 
w para o qual a amplitude da resposta forgada e maxima. 

9. Se urn sistema molu-massa nao amortecido com uma massa pesando 6 lb (cerca de 2.7 kg) e uma constanle da 
mola de 1 Ib/in e colocado em movimento de repente. no instante t = 0, por uma forga externa de 4 cos It lb, 
determine a posigao da massa em qualquer instante e desenhe o grafico de seu deslocamenlo em fungao de t. 

10. Uma massa pesando 8 lb (cerca de 3,6 kg) estica uma mola de 6 in (cerca de 15 cm). Uma forga externa de 
8 sen 8/ lb age sobre o sistema. Se a massa e puxadu 3 in para baixo e depois solta, determine a posigao da 
massa em qualquer instante de tempo. Determine os quatro primeiros instantcs cm que a velocidade da 
massa e nula. 

11. Uma mola e esticada 6 in (cerca de 15 cm) por uma massa pesando 8 lb (cerca de 3.6 kg). A massa esta 
presa a urn mecanismo amorlecedor que tern uma constante de amortecimento de 0.25 lb s/ft e esta sob a 
agao de uma forga externa igual a 4 cos 2 1 lb. 

(a) Determine a resposta estado estacionario desse sistema. 

(b) Se a massa dada <5 substitufda por uma massa in. determine o valor de m para o qual a amplitude da 
resposta estado estacionario e maxima. 

12. A mola de urn sistema mola-massa tern constante de 3 N/m. E presa uma massa de 2 kg tut mola e o 
movimento se da em um fluido viscoso que oferece uma resistencia numericamente igual ao modulo da 
velocidade instantanea. Se o sistema sofre a agao de uma forga externa de (3 cos 3/ - 2 sen 3f) N. determine 
a resposta estado estacionario. Expresse sua resposta na forma R cos (cot - &). 

13. Neste problema. pedimos que voce fornega alguns dos detalhes na analise de um oscilador lorgado com 
amortecimento. 

(a) Deduza as Eqs. (10). (11) e (12) para a solugao estado estacionario da Eq. (8). 

(b) Deduza a expressao na Eq. (13) para RklF„. 

(c) Mostre que e sao dados pelas Eqs. (14) e (15), respectivamente. 

14. Encontre a velocidade da resposta estado estacionario dada pela Eq. (10). Depois mostre que a velocidade 
e maxima quando u> = to,,. 

15. Encontre a solugao do problema de valor inicial 

s" + S = Fit). x(0) = 0, s'(0) = 0, 


onde 


F(t) = 


F«t, 

F 0 (2ji -1). 

0 . 


0 < / < 7T, 
n < t < 2 7i, 

2n < /. 


Sugestao: Trate separadamenle cada intervalo de tempo e iguale as solugoes nos intervalos diferentes su¬ 
pondo que s e s’ sao fungoes contfnuas de t. 

16. Um circuito em serie tern um capacitor de 0.25 x 10^ F. um resistor de 5 x 10’ Q e um indutor de 1 H. A 
carga inicial no capacitor S zero. Se uma bateria de 12 volts e conectada ao ctrcu.to e o circuito d fechado 
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em t = 0 , determine a carga no capacitor em t = 0,001 s. em i = 0,01 s e em qualquer instante I. Determine, ] 
tambtSm, a carga limite quando t -* «, 

4fl 17. Considere um sistema vibratdrio descrito pclo problema de valor inicial 

s" + J s' + 2s = 2 cos tot, 5 (0) = 0, s'(0) = 2. 

(a) Determine a parte estado cstaciondrio da soluqao deste problema. 

(b) Encontre a amplitude A da solu<;ao estado estaciondrio em fun?ao de to. 

(c) Fa<;a o grafico de A em funqao de to. 

(d) Encontre o valor maximo de A e a frequencia to onde ele ocorre. 

4/1/ 18 . Considere o sistema fonjado, mas nao amortecido. descrito pelo problema de valor inicial 


4fl 


4fl 


s" + 5 = 3cOStof, 5(0) = 0, s'(0) = 0. 


(a) 

(b) 


fO 


19. 


Encontre a solu?ao s(r) para to t 1. 

Fa«;a o grafico da soluqao s(t) em funijao de t para to = 0,7, to - 0,8 e u> - 0,9. Descreva como a resposta 
s(t) muda quando to varia nesse intervalo. O que acontece se to assume valores cada vez mais proximos 
de 1? Note que a frequencia natural do sistema sem a for<;a externa 6 to,,= 1. 

Considere o sistema vibratdrio descrito pelo problema de valor inicial 

s" + 5 = 3 cos tot, 5(0) = 1, 5'(0)=1. 


(a) Encontre a solu(9o para to * 1. 

(b) Faqa o grdfico da solui,-ao s(f) em funqao de I para to = 0,7, to = 0,8 e to = 0,9. Compare os resultados com 
os do Problema 18, ou seja, descreva o efeito das condi<;des iniciais nao nulas. 

20. Para o problema de valor inicial no Problema 18. fa?a o grafico de s' em fun?ao de .v para to = 0,7. to = 0,8 
e to = 0,9. Tal grafico <5 chamado de retrato de fase. Use um intervalo de tempo suficientemente longo para 
que o retrato de fase apareqa como uma curva fechada. Coloque setas na sua curva indieando o sentido de 
percurso quando t aumenta. 

Os Problemas de 21 a 23 tratam do problema de valor inicial 

s" + 0,1255' + 4s = F(t). s(0) = 2. 5'(0) = 0. 

Em cada um desses problemas: 

(a) Faqa osgraficosda funqao externa F(t) c da solui^o u(t) em fum,aode i usandoo mesmoconjuntode eixos. 
Use um intervalo de tempo suficientemente longo para que a solugao transiente seja substancialmcnte 
reduzida. Observe a rela^ao entre a amplitude e a fase da for^a externa e a amplitude c a fase da solui;ao. 
Note que to„ = yjk/m = 2. 

(b) Fa<;a o retrato de fase da solu^ao, ou seja, o grafico de s' em fun^ao de s. 

21. F(t) = 3cos(r/4) 

22. Fit) = 3 cos 2/ 

23. F(t) = 3 cos 6 1 

24. Um sistema mola-massa com uma mola dura (Problema 32 da Se<;ao 3.7) sofre a agao de uma forqa externa 
periddica. Na ausencia de amortecimento, suponha que o deslocamento da massa satisfaz o problema de 
valor inicial 

s" + 5+ |s 3 = costof. 5(0) = 0, 5'(0)=0. 

(a) Seja to = 1 e gere, em um computador, a soluijao do problema dado. O sistema exibe batimento? 

(b) Fa?a o grdfico da soluijao para diversos valores de to entre 1/2 e 2. Descreva como a solu^ao varia 
quando to aumenta. 

25. Suponha que o sistema do Problema 24 6 modificado para incluir amortecimento e que o problema de 
valor inicial resultante <S 


S" + \ S' + 5 + T 5 3 = COS Oil. 


5(0) = 0, 5'(0) = 0. 


5“ ■ “ ' 5 - 

(a) Gere.em um computador, o grafico da solu<;ao do problema dado para diversos valores de to entre 1/2 
e 2 e estime a amplitude R da resposta estado estacionario em cada caso. 

(b) Usando os dados encontrados em (a), fa<;a o grdfico de R em fumjao de to. Para que frequencia to a 
amplitude e mrixima? 

(c) Compare os resultados dos itens (a) e (b) com os resultados correspondentes para a mola linear. 


_ 


Equates Lineares de Seouhoa Ordem 169 


BHFERfiNCIAS Coddington, E. A., An Introduction to Ordinary Differential Equations (Englewood Cliffs. NJ: Prcntice-Hall. 1961; 
New York: Dover. 1989). 

Existem muitos livros sohre vibraijdes mecanicas e circuitos eletricos. Um que trata de anihos 6 
Close. C. M.. and Frederick.D. K.. Modeling andAnalysis of Dynamic Systems (3rd ed.) (New York: Wiley. 2001). 

Um livro clussico sobre vibraqftes mecanicas 6 

Den Hartog. J. P„ Mechanical Vibrations (4th ed.) (New York: McGraw-Hill. 1956; New York: Dover, 1985). 

Um livro de rn'vel intermcdidrio mais recente e 

Thomson. W. T.. Theory of Vibrations with Applications (5lh ed.) (Englewood Cliffs. NJ Prentice-Hall. 1997). 

Um livro elementar sobre circuitos eletricos 6 

Bobrow, L. S.. Elementary Linear Circuit Analysis (New York: Oxford University Press, 1996). 



CAPITULO 

4 


Equagoes Lineares de 
Ordem Mais Alta 


» i 5 


A estrutura tebrica e os includes de resoluqao desenvolvidos no capftulo precedente para equates line¬ 
ares de segunda ordem podem ser estendidos, diretamente. para equates lineares de lerceira ordem e 
de ordem mais alia. Nesle capilulo, vamos rover rapidamente essa generaliza^ao. apontando. em especial, 
os casos particulares em quo aparecem fenomenos novos devido a grande variedade de situates que 
podem ocorrer para equates de ordem mais alia. 


4.1 Teoria Geral para Equacoes Lineares de Ordem n 


lima equagao diferencial linear de ordem ii e uma equaqao da forma 


/’o(0— + /’i<n 


(0-7- + P„U)y = G(t). 

iii 


Supomos que as lun^dcs /',. I’„ e G sao funqocs reais e continuas detinidas em algum intervalo 1: a < 

r < fi, c que P u nunca se anula nesse intervalo. Pntao. dividindo a Eq. (1) por P„(t), obtemos 




+ +p n (t)y = g(t)- 

at 


O operadur diferencial linear L de ordem n delinido pela Eq. (2) e semelhante ao operador de segunda 
ordem delinido no Capilulo 3. A icoria matematica associada ;i Eq. (2) <5 inteiramente andloga a leoria 
para equates lineares de segunda ordem; por essa razao. apenas enunciaremos os resultados para o 
problema de ordem n. As demonstrates da maioria dos resullados tambem sao semelhantes as demons¬ 
trates para as equates de segunda ordem e sao, em geral. deixadas como exercicio. 

Como a Eq. (2) envolve a M-esima derivada de y em relaqao a /, seriio necessarias ,grosso modo,n inte¬ 
grates para se resolver a Eq. (2). Cada uma dessas integrates vai gerar uma constante arbitrdria. Pode- 
mos esperar, portanto, que para obter uma unica soluqao sera preciso especificar n condit es iniciais 


>’Uo) = Vo, y (/o) = >’ 0 . 


y^(t 0 )=y ( 0 n - l \ 


onde r n pode ser qualquer ponto no intervalo / e v„, v,,'.y , l " , ‘ 11 6 qualquer conjunto dado de constantes 

reais. O teorema a seguir, semelhante ao Teorema 3.2.1, garante que o problema de valor inicial (2), (3) 
tern solui;ao e que ela e unica. 


Teorema 4.1.1 Se as funtes p,,p 2 , ...,p„ e g sao continuas em urn intervalo aberto /, entao existe exatamente uma 

-- — solu?ao y = <f>(t) da equa?ao diferencial (2) que tambbm satisfaz as condites iniciais (3). Essa solugfio 

existe em todo o intervalo I. 

loujctu Mainaa Snil’L'.y ^ .<_i O It Sicr.fi; . . . . .7 '• 1 -. . '. : ■fVC'i.’f. .XStJj’.i, ' 
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CafItulo Quatro 


Teorema 4.1.2 


Nao demonstraremos esse teorema aqui. No entanto, se os coeficientes p u forem constantes, 
entao podemos construir a soluijao do problema de valor inicial (2). (3) de modo semelhante ao que 
fizemos no Capitulo 3; veja as Seqdes de 4.2 a 4.4. Embora possamos encontrar a solinjao nesse caso, nao 
saberemos se ela 6 unica se nao usarmos o Teorema 4.1.1. Uma demonstraijao desse teorema pode ser 
encontrada nos livros de Ince (Se<;ao 3.32) e de Coddington (Capitulo 6). 

A Equagao Homogenea. Como no problema correspondentc de segunda ordem, vamos discutir primciro 
a equagao homogenea 

Lfy]=y ,n) +pi(t)y (n ~ t) + ---+p n -i(Oy'+Pn(t)y = o. (4) 

Se as fun^oesy,,^. y„ s3o solutes da Eq. (4), segue, por cdlculo direto, que a combina^ao linear 

y = nyi (r) + c 2 y2(0 + • • • + c„y„(t), (5) 

onde C|, ...,c„sao constantes arbitrdrias, e tambem solu?ao da Eq. (4). E natural,entao, perguntarse todas 
as so!ui;6es da Eq. (4) podem ser expressas como uma combina^ao linear de y„ ...,y„. Isso scr5 verdade, 

independentemente das conduces iniciais (3) dadas, se for possfvel escolhcr as constantes c,. c„ de 

modo que a combinaqao linear (5) satisfaija as condiqocs iniciais. Especificamente, para qualquer escolha 
do ponto /„ em / e para qualquer escolha de y 0 ,y„', ...,yi" n , precisamos ser capazes de determinar c„ .... 
c„ de modo que as equates 


C|>’i(f») H-+ c„y„(to) = .Vo 

Ci.v',(/o)H-+ = Vo 

(6) 

ciy, n_1, (/ 0 )+• • •+^"-"(fo)= 

sejam satisfeitas. As Eqs. ( 6 ) podem ser resolvidas de maneira unica para as constantes c„ ...,c„ desde que 
o determinante dos coeficientes nao seja nulo. Por outro lado. se o determinante dos coeficientes for nulo 
entao sempre 6 possivel escolher valores de y a .y 0 ', .■■.yl,"" de modo que as Eqs. ( 6 ) nao tenham solu?ao. 
Portanto, uma condi?3o necessdria e suficiente para a existencia de uma soluqao para as Eqs. ( 6 ), para 
valores arbitrarios de yo>y 0 ', - - -. >o ” 1 e que o wronskiano 

yz y» 


/r" ■■■ y."- h l 

nao se anule em t = t 0 . Como /„ pode ser qualquer ponto do intervalo /, e necessdrio e suficiente que VV'(_v l , 

y 2 . y„) nao se anule em nenhum ponto do intervalo. Do mesmo modo que para equa^oes de segunda 

ordem, pode-se mostrar que.se y„y 2 , ...,y„ sao solutjoes da Eq. (4). entao VV^y,,^.y„) ou 6 zero para 

todo t no intervalo /, ou nunca se anula af; veja o Problema 20. Temos, portanto, o seguinte teorema: 


W (V| . y„) 


y i 


M 


y«-t, 


Se as fun 96 espi,p 2 , ...,p n sao contfnuas no intervalo aberto l, sc as fun 9 oesy„y 2 .y„ sao soluqdes 

da Eq. (4) e se W(y„y 2 , ...,yj(t) # 0 para, pelo menos, um ponto t em /, entao toda soluble da Eq. (4) 
pode ser expressa como uma combinasilo linear das solu^des y„ y 2 , ...,y„. 


Um conjunto de solutesy )( y 2 , ...,y„ da Eq. (4) cujo wronskiano nao se anula <; chamado de conjunto 
fundaniental de solu(5es. A existencia de um conjunto fundamental de soluijocs pode ser demonstrada 
exatamente da mesma forma que para equates lineares de segunda ordem (veja oTeorema 3.2.5). Como 
todas as solu^oes da Eq. (4) sao da forma (5), usamos o termo solu^ao geral para nos referir a uma com- 
bina^ao linear arbitriria de qualquer conjunto fundamental de soluijoes da Eq. (4). 

Dependence e Independence Lineares. Vamos explorar agora a relaijao entre conjuntos fundamentais de 
soluijocs e o conceito de independence linear, uma ideia central no estudo de Algebra linear. As fumjoes 
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/t./j./„ sao ditas Unearmente dependentes em um intervale / se existe um conjunto de constantes 

k .. k„, nem todas nulas. tal que 

kji(t) + *2/2(0 + • • • + k„f„(t) = 0 ( 8 ) 

para todo / em 1. As fun<;6es/,./„ sao ditas Unearmente independentes em / se nao forem linearmente 

dependentes af. 


EXEMPLO 

1 


Determine se as funfdes/,(r) = l./ ; (t) = tef,(l) = t' sao linearmente independentes ou linearmente dependentes 
no intervalo /: < i < *. 

Forme a combinaijao linear 


e a iguale a zero para obter 


kif\{t) 4- kzfz(i) + k,f,(t) = k i q- k;t + k,t~. 


k i -f kit 4- k,t~ = 0. 


(9) 


Se a Eq. (9) for vtilida para todo I em /, entao ela certamente ser3 v^lida em tres pontos distintos em /. Quais- 
quer tres pontos servirao para nosso proposito. nias e conveniente escolher t = 0, r = 1 e t- -1. Caleulando a Eq. 
(9) em cada um desses pontos. obtemos o sistema de equates 

it, =0. 

k\ + ki + k\ = 0, (10) 

k\ — k; 4~ k, = 0. 


Da primeira das Eqs. (10) observamos que k, = 0; das outras duas equates segue que k, = A, = 0 tambem. 
Entao nao existe conjunto de constantes k t , k : , k s , nem todas nulas. para as quais a Eq. (9) seja vdlida em tres 
pontos escoihidos, muito menos em todo /. Logo as fun<,oes dadas nao sao linearmente dependentes em / c. 
portanto. tern que ser linearmente independentes. De fato. elas sao linearmente independentes em qualquer 
intervalo. Isso pode ser estabelecido como acabamos de fazer. possivelmente usando um conjunto diferente de 
tres pontos. 


EXEMPLO 

2 


Determine se as (undoes/j(r) = l,/.(r) = 2 + r./,(f) = 3 - r : e f,(t) = 4 t + 1 - sao linearmente independentes ou 
linearmente dependentes em qualquer intervalo /. 

Forme a combinaqao linear 

k\/\(t) 4- kji(t) + k,f,<t) + kifi(t) = k\ +k : Q + i) + k,0 - r) 4- k 4 <4r +1 2 ) 

= (k\ + 2ki + 3 k\) + (k; 4- 4A’4 )r + (— k$ 4~ k,)t~. 

Essa expressao 6 nula em todo um intervalo desde que 

k, 4 - 2k : + 3k, = 0. k 2 4- 4k, = 0. -k } + k, = 0. 

Essas tres equates com quatro incognitas tent muitas soluijoes. Por exemplo.se k, = 1,entao k,= \,k 2 = -4 e 
A, = 5. Logo, as fum;dcs dadas sao linearmente dependentes em qualquer intervalo. 


O conceito de independence linear fornece uma caracteriza^ao alternativa do conjunto fundamental 
de solutes da equaqao homogenea (4). Suponha que as funtjdesy,, ...,y n s3o solu^oes da Eq. (4) em um 
intervalo / e considere a equagao 

kiyAt) + --+k n y n (t) = 0. (12) 

Diferenciando repetidamente a Eq. (12), obtemos as n - 1 equates 


k\y\(t) H —• 4- k n y' n (t) = 0. 


(13) 


kiy\ n - l \l) + --+k„y { n n - u (t) = 0. 

O sistema consistindo nas Eqs. (12) e (13) € um sistema de n equaqoes algObricas lineares para as n inc6g- 

nitas /c,. k„. O determinante dos coeficientes dessc sistema 6 o wronskiano W(y,.y„)(f) de y,.y„. 

Isso nos leva ao teorema a seguir. 
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Teorema 4.1.3 


Se V|(0. ...,y,,(0 formam um conjunto fundamental de soluqoes da Eq. (4) 

L[y) =y fn) +p\(t)y <f '~ l) + • • ■ + p n -\U)y' + PniOy = 0 

em um intcrvalo /, entao y,(/), ...,y n (i) sao linearmente independentes em /. Rcciprocamente, se >>,(/), 
...,y n (t) sao soluqoes da Eq. (4) linearmente independentes em /.entao elas formam um conjunto fun¬ 
damental dc soluqdes em I. 


Para demonstrar esse teorema,suponha primeiro que y,(r). ...,y„(t) seja um conjunto fundamental de 

soluqoes da Eq. (4) em I. Ent3o o wronskiano W(y .y„)(/) * 0 para todo r em /. Logo y,(t) . y„(t) nao 

podem ser linearmente dependentes em / e, portanto, tern que ser linearmente independentes ali. 

Para demonstrar a recfproca. sejam y,(<) . y„(r) linearmente independentes em I. Para mostrar que 

elas formam um conjunto fundamental de solutes, precisamos mostrar que seu wronskiano nunca se 
anula em /. Suponha que isso nao seja verdade; entao existe pelo menos um ponto /„ onde o wronskiano 

6 nulo. Nesse ponto o sistema (12). (13) tern uma soluqao nao nula; vamos denotd-la por k\ . k'„. Forme 

a combinaqao linear 

M) = **yt(0 H— + k^y„(t). (14) 

Entao 0(t) satisfaz o problema de valor inicial 

L[y]=0. y(to) = 0. y'(t 0 ) = 0. y (n ~ l \to) = 0. (15) 

A funqao 0 satisfaz a equaqao difereneial porque 6 uma combinaq3o linear de soluqoes; ela satisfaz as 
condiqoes iniciais porque cstas sao simplesmente as equates no sistema (12). (13) calculadas em t„. No 
entanto.a funqao y(f) = 0 para todo / em / tambdm satisfaz este problema de valor inicial e. pelo Teorema 

4.1.1, a soluqao i unica. Logo 0(/) = 0 para todo / em /. Em consequencia. y,(f). y„(i) sao linearmente 

independentes em /, uma contradiqao. Entao a hipdlese de que existe um ponto onde o wronskiano se 
anula nao e sustentavel. Portanto, o wronskiano nunca se anula em /. como quenamos demonstrar. 

Note que para um conjunto de fun<,des/,. f„ que nao sao soluqocs da Eq. (4). a recfproca no Teore¬ 

ma 4.1.3 nao e necessariamente verdadeira. Elas podem ser linearmente independentes em / mesmo que 
seu wronskiano se anule em algum ponto, ou att) em todos os pontos, mas com conjuntos diferentes de 
constantes k y k„ em pontos diferentes. Veja o Problema 25 para um exemplo. 

A Equaqao Nao Homogenea. Considere. agora, a equaqao nao homogenea (2) 

Ely] =y ( '" +piU)y (n ~ l> H— + p„U)y = gU). 

Se y, e y, sao duas solu^des quaisquer da Eq. (2). segue imediatamentc da linearidade do operador L 
que 

L\Yi - y 2 J(/) = UYi 1(/) - L[y 2 )(/) = g(t)-g(0 = 0. 

Portanto. a diferemja entre duas solu^ocs quaisquer da equaqao nao homogenea (2) e uma soluqao da 
equaqao homogenea (4). Como qualqucr solu<;ao da equaqao homogenea pode ser expressa como uma 
combinaqao linear de um conjunto fundamental de soluqdes y u y> . y„, segue que qualquer soluqao da 


Eq. (2) pode ser escrita na forma 

v = ciyi(f) + c 2 y 2 (/) + • • • + c„y„(t) + Y (/), (16) 

onde y 6 alguma soluqao particular da equaqao nao homogenea (2). A combinaqao linear (16) 6 chamada 
de soluqao geral da equaq3o nao homogenea (2). 

Assim, o problema basico e determinar um conjunto fundamental de soluqoes . y n da equaqao 


homogCnea (4). Se os coelicientes forem constantes, esse e um problema relativamente simples. Se os 
coeficientes nao forem constantes, 6 nccess3rio, em geral, usar mdlodos numtfricos como os do Capftulo 8 
ou m^todos dc expansao em serie semelhantes aos do Capftulo 5. Esses ultimos tendem a ficar cada vez 
mais complicados quando a ordem da equaqao aumenta. 

O nitStodo de reduqao de ordem (Seqao 3.4) tambdm se aplica a equaqSes lineares de ordem n. Se 
y { e uma soluqao da Eq. (4), entao a substituiqao y = a(/)>’i(/) leva a uma equaqao difereneial linear de 
ordem n - 1 para v' (veja o Problema 26 para o caso n = 3). No entanto, sc n > 3, a equaqao reduzida 6, 
pelo menos.de segunda ordem. e apenas em casos raros vai ser significativamente mais simples do que a 
equaqao original. Dessa forma, na pnltica a reduqao de ordem 6 raramente util para equaqoes de ordem 
maior do que dois. 
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PROBLEMAS Em cada urn dos Prohlemas de 1 a 6 determine os intervalos nos quais existem, com certeza, solutes. 

■ 1. v' 4 ' + 4/" + 3 y = t 2. ty'" + (sen ( )y" + 3y = cos t 

3. t(t - 1 )y l4 ' + e'y" + 4ry = 0 4. y'" + ty" + t 2 / + t*y = In t 

5. (x - l)/ 41 + (x + l)y" + (lanx)v = 0 6. (x 2 - 4)y ,w + x 2 y"' + 9y + 0 

Em cada urn dos Prohlemas de 7 a 10 determine se o conjunto de fun^oes dado 6 linearmente dependente ou 
linearmente independente. Se for linearmente dependente. encontre uma relaqao linear entre os elementos do 
conjunto. 

7- fiit) = 2/ — 3. /j(f) = / 2 + l. f } {t) = 2t 2 -t 

8. /,(r) = 2f-3. /jU) = 2/ 2 + 1, f } U) = 3 2 t+i 

9. /,(f) = 2/ — 3. />(/) = r 2 + 1. fiU)=2r-i. / 4 (f) = f 2 + r + 1 

10. /,(r) = 2/ - 3. / 2 (r) = r 3 + l. /j(r) = 2r 2 — /. ftO) = r 2 + r + 1 

Em cada uni dos Prohlemas de 11 a 16 veritique que as funqdes dadas sao solu<;des da equa;9o difercncial e 
determine seu wronskiano. 

11. y'" + y' = 0: 1, cos t, sen t 

12. y ,4> + y" = 0; 1. t, cos t. sen / 

13. y'" + 2y" - y' - 2y = 0; e'. e~ r . f~ 21 

14. y ,4 ‘ + 2y'" + y" = 0; 1, t. e~'. te~' 

15. xy’"-y" = 0; 1. x. x’ 

16. .rV" + x 2 y" - Ivy' + 2y = 0: x. .r. 1/x 

17. Mostre que H'(5, sen’ t. cos 2r) = 0 para todo t. Voce pixie ohter esse resultado sem calcular dirctamcnte o 
wronskiano? 

18. Verifiquo que o operador difercncial definido por 

L\v\ = y ,n> + pi (Oy'"* 1 ’ + • • • + p„U)y 


e uni operador difercncial linear. Ou seja. niostre que 

f-U'i.vi + oy; | = ei L[yi | + c 2 Lly 2 1, 

onde y, e y. silo fumjOes it vezes diferenciaveis c c,.c, sao constantes arhitnlrias. Portanto. mostre que sc y„y 2 , 
.. ,,y„ siio soluij'ocs de /.| v| = 0. entao a combinaqao linear c,y, + ... + c,y„ tambem e solu^ao de L[y\ = 0. 

19. Seja l. o operador difercncial linear definido por 

U»j = fl u y' m + V"'" + -”+a»y. 


onde ..«„ sao constantes reais. 

(a) Encontre L[r). 

(b) Encontre /,[e"]. 

(c) Determine quatro soluqoes da equaqaoy' 41 - 5y* + 4y = 0. Voce acha que essas quatro solu<;6es formarn 
um conjunto fundamental de solu<;6cs? Por qud? 

20. Neste problema.mostramos como generalizar oTeorema 3.2.6 (teorema de Abel) para equates de ordem 
maior. Vamos, primeiro, esboijar o procedimento para a equaqiio de terceira ordem 

y" +P\(t)y" + pi(t)y' + py(t)y = 0. 


Sejam y,.y : e y, soluqoes dessa cquaqao cm um inlervalo /. 
(a) Se W = lV(y,,y ; ,y,), mostre que 


W = 


yi 


Sugestiio: A derivada de um determinante 3 x 3 6 a soma de tres determinantes 3x3 obtidos derivando-sc 
a primeira. a segunda e a terceira linha, respectivamente. 

(b) Substitua y^.yj” e y," a partir da equa<;ao diferencial; multiplique a primeira linha por p,. a segunda 
por p 2 e some it illtima linha para obter 


W = -p,(r)W. 
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(c) Mostre que 

W(yi,y 2 ,y 3)(0 =cexp Jpdt)dt 

Logo, W ou e sempre igual a zero ou nunca 6 nulo em I. 

(d) Generalize esse argumento para a equaqao de ordem n 

+ Pi (t)y (n ~ h +--- + p n (Oy = 0 
com soluqoesy,, ...,y n . Ou seja.estabeleqa a formula de Abel 


para esse caso. 


W'l.vi.y„)(f) = cexp 



Para cada um dos Problemas de 21 a 24 use a fdrmula de Abel (Problema 20) para encontrar o wronskiano de 
um conjunto fundamental de solutes para a equatjao diferencial dada. 

21. y"' + 2y"-y'-3y = 0 22. y <4, +y = 0 

23. Iy"' + 2/ - / + ty = 0 24. t 2 y ,A) + ty'" + y" - 4y = 0 

25. (a) Mostre que as funqoes /(r) = f : lfl e g(t) = P sao linearmente dependentes em 0 < / < 1 e em -1 < t < 0. 

(b) Mostre que f(t) e g(r) sao linearmente independentes em -1 < t < 1. 

(c) Mostre que W'(/,g)(r) 6 zero para todo t em -1 < /< 1. 

26. Mostre que se y, e uma solu^ao de 


y" + pi (Oy" + P 2 d)y' + pAOy = o, 

entao a substituiqao y = y\(t)v(t) nos leva a seguinte equagao de segunda ordem para u’: 

yiu'" + (3y'j +piyi)u" + (3y',' 4- 2p t y\ + p 2 yi)v' = 0. 


Nos Problemas 27 e 28 use o metodo de reduqao de ordem (Problema 26) para resolver a equa^ao diferencial 
dada. 


27. (2 - i)y'" + (2 1 - 3 )y" - fy' + y = 0. t < 2; y 1 (0 = t> 

28. r 2 (f + 3)y"'-3f(f + 2)y" + 6(l + f)y'-6y = 0, r> 0; y,(r) = f 2 . y 2 (0 = / J 


4.2 Equates Homogeneas com Coeficientes Constantes 

Considere a equaqao diferencial linear homogenea de ordem n 

L\y] = a 0 y <n) + a\y (n ~ l) H-+ fl„_iy' + a„y = 0, (1) 

onde a 0 , a„.... a„ sao constantes reais. Do que sabemos sobre equates lineares de segunda ordem com 
coeficientes constantes, 6 natural esperar que y = e" seja solu?ao da Eq. (1) para valores apropriados de 
r. De fato, 

L[e rt ] = e r '(a 0 r n + air" -1 H-h a„_ir + a„) = e r 'Z(r) (2) 


para todo r, onde 


Z(r) = a 0 r n + air" 1 H-h a„_ir -P a„ 


(3) 


Para os valores de r tais que Z(r) = 0, segue que L[e"] = 0 e y = e" e uma soluqao da Eq. (1). O polin6mio 
Z(r) 6 chamado de polinomio caracteri'stico, e a equasao Z(r) = 0 6 a equa^ao caracterfstica da equaqao 
diferencial (1). Um polinfimio de grau n tern n zeros, 1 digamos r„ r 2 ,.... r„, alguns dos quais podem ser 
iguais; podemos, portanto, escrever a equa^ao caracterfstica na forma 


'Uma pergunta que foi importante em matematica durante mais de 200 anos era se toda equa^ao polinomial tinha pelo 
menos uma raiz. A resposta afirmativa a essa pergunta, que e o teorema fundamental da Slgebra, foi dada por Carl Friedrich 
Gauss (1777-1855) em sua disserta?ao de doutorado em 1799, embora sua demonstra^ao nao seja rigorosa o suficiente para 
os padrdes atuais. Diversas outras demonstrates foram encontradas desde entao, incluindo tres pelo prdprio Gauss. Hoje 
em dia, os alunos encontram o teorema fundamental da algebra, muitas vezes, em um primeiro curso de varidveis complexas, 
onde pode ser demonstrado como consequencia de algumas propriedades bisicas de funfdes analiticas. 
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Z(r) = a a (r - r x )(r - r 2 ) • • • (r - r„). 


(4) 


Raizes Reais e Distintas. Se as raizes da equagao caracteristica sao reais e todas sao diferentes, entao 

temos n solugoes distintas e' 1 ', e'- .da Eq. (1). Se essas fungoes forem linearmente independentes, 

entao a solugao geral da Eq. (1) e 

y = c\e ri ‘ 4- c 2 e n ' 4--1- c n e Tn '. ( 5 ) 

Um modo de estabelecer a independence linear de e' 1 ', e' ; ',.... <* v e calcular seu wronskiano. Outra ma- 
neira estd esquematizada no Problema 40. 


exemplo 

1 


Encontre a solugao geral de 

y w +y'"-7y"-y’ + 6y = Q. 

Encontre, tambem, a solugao que satisfaz as condigoes iniciais 

y(0) = 1. y'(0) = 0, y"(0) = —2, /'(0) = -1 

e desenhe seu grdfico. 

Supondo que y = e", precisamos determinar r resolvendo a equagao polinomial 

r J 4 - r 3 - 7r — r 4 - 6 = 0. 


As raizes dessa equagao sao r, = 1, r. = -1, r, = 2 e r 4 = -3. Portanto, a solugao geral da Eq. (6) e 

V = fie' + c 2 C' 4- Cje 21 + c 4 e' 3 '. 

As condigoes iniciais (7) exigem que c,_, c 4 satisfagam as quatro equagoes 


Ci 4- c 2 + Ci 4- c 4 = 1, 

Ci - c 2 4* 2 c i4 — 3 c 4 — 0, 

C| 4- c 2 4- 4 c 4 4“ 9c 4 = —2, 

c, - c ; - 27 c 4 = -1. 

Resolvendo esse sislema de quatro equagoes algebricas linearcs. encontramos 

- _ 11 _ J __2 r — - 1 

C| — s , C - ~ 13 ’ Cj — 3 , c 4 — g . 

Logo, a solugao do problema de valor inicial e 


— 11 -L — f> 1 — ~f>~ r — 

8 c T 13 c 3 K c 


O grafico da solugao csta ilustrado na Figura 4.2.1. 




FIGURA 4.2.1 Solugao do problema de valor inicial do Exemplo 1. 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 


( 10 ) 


(ID 


Como o Exemplo 1 ilustra, o procedimento para resolver uma equagao diferencial linear de ordem 
n com coeficientes constantes depende da obtengao das raizes de uma equagao polinomial de 
ordem n associada. Se forem dadas condigoes iniciais, torna-se necess£rio resolver um sistema de n equa¬ 
goes algdbricas lineares para se determinar os valores apropriados das constantes c ( , ...,c„. Embora cada 
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uma dessas tarefas se torne cada vez mais complicada & medida que n cresce, elas podem ser feitas, em 
geral, sem dificuldades com uma calculadora ou um computador. 

Para polindmios de terceiro e quarto graus existent formulas,-’ andlogas a formula para a equaijao de 
segundo grau, s6 que mais complicadas, que fornecem expressdes exatas para as raizes. Algoritmos para 
encontrar raizes estao disponiveis em calculadores cienu'ticas e computadores. Algumas vezes eles estao 
incluidos no progranta que resolve equates diferenciais, de modo que o processo de fatorar o polindmio 
caracteristico fica escondido e a solu^ao da equatjao diferencial e produzida automaticamente. 

Se voce tiver que fatorar o polinomio caracteristico manualmente. eis um resultado que ajuda its vezes. 
Suponha que o polinomio 

« () r" + + • • • + a„-\r + a„ = 0 (12) 

tern coeficientes inteiros. Se r = plq e uma raiz racional. onde p e q nao tern fatores comuns. enlao p tern 
que ser um fator de a n e q tern que ser um fator de t»„. Por exemplo, na Eq. (8). os fatores de a„ sao ±1 e 
os de a„ sao ±1, ±2, ±3 e ±6. Dessa forma, as unicas raizes racionais possiveis para essa equa<;ao s2o ±1, 
±2, ±3 e ±6.Testando essas rafzes possiveis, encontramos que 1,-1,2 e -3 sao raizes de fato. Nesse caso 
nao existem outras raizes, j<i que o polinomio tent grau quatro. Se algumas raizes forem irracionais ou 
complexas, como 6 o caso em geral, entao esse processo n3o vai encontrd-las. mas pelo menos o grau do 
polinomio pode ser reduzido dividindo-o pelos fatores correspondentes its raizes racionais. 

Se as raizes da equaqao caracten'stica forem rcais e distintas, vintos que a solu<;ao geral (5) 6, sim- 
plesmente, uma soma de fungous exponenciais. Para valores grandes de / a solu^ao sera dominada pela 
parcela correspondente it raiz algebricamente maior. Se essa raiz for positiva. as solutjoes se tornarao 
exponencialmente ilimitadas, enquanto se a raiz for negativa as soluqoes tenderao exponencialmente a 
zero. Finalmente.se a maior raiz for nula.assolutjoes tenderao a uma constante nao nula quando t se tor- 
nar muito grande. £ claro que para determinadas conditjoes iniciais os coeficientes da parcela que seria a 
dominante podem ser nulos; nesse caso a natureza da solu<;ao para valores grandes de t sent determinada 
pela maior raiz presente na solutjao. 

Raizes Complexas. Se a equa^ao caracten'stica tiver raizes complexas. elas tent que aparecer em pares 

conjugados, A. ± ip, jd que os coeficientes a„ . a„ sao reais. Desde que nenhuma raiz se repita, a solu<; ao 

geral da Eq. (1) ainda e da forma (4). No entanto. da mesma forma que para equaqoes de segunda ordem 
(Se(;ao 3.3), podemos substituir as solugoes complexas t- 1 '*""' e pela sol unites reais 

e u cos pt, e u sen pi (13) 

obtidas como as partes real e imaginaria de Dessa forma, mesnto que algumas das raizes da equa¬ 

te a o caracteristica sejam complexas. ainda e possivcl expressar a soluqao geral da Eq. (1) como combina- 
qao linear de solutjoes reais. 


EXEMPLO 

2 


Encontre a soluijao geral de 

y ,4> - y = 0. 

Encontre, tambdra, a soluqao que satisfaz as concludes iniciais 

V(0) = 7/2. y'(0) = —4, >-"(0) = 5/2, v'"(0) = -2 

e desenhe seu grdfico. 

Substituindo v por e", vemos que a equa«;ao caracteristica e 

r* -1 = (r 2 - I'M 2 + 1)=* 0. 

Logo, as raizes sao r- I, r = -l.r = /e r = -i,e a solu<;ao geral da Eq. (14) e 

v = cie* + C 2 e~' + cy cos t + Cj sen t. 


(14) 

( 15 ) 


: 0 metodo para resolver equa;6es de terceiro grau foi descobcrto, aparentemente. por Scipione dal Ferro (1465-1526) cm 
tomodc ISOO.cmbora tenha sido publicado prirneiro em 1545 por Girolamo Cardano (1501-1576) em sua obra An Magna. 
Estc livro content, tanibcm. um metodo para resolver equates de quarta ordem. cuja autoria e atribuida.por Cardano, a seu 
aluno Ludovico Ferrari (1522-1565). O problema de existencia de formulas andlogas para as raizes de equates de ordem 
mais alta permaneceu em abertopor maisde dois seculos, at<5 1826. quando Niels Abel mostrouque nao podem existir formu¬ 
las para a solu<;3o geral de equates polinomiais de grau cinco ou maior. Uma teoria mais geral foi desenvolvida por Evariste 
Galois (1811-1832) em 1831, mas. infelizmente, nao se tornou amplamente conhecida por muitas decadas. 
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Se impusermos as condigoes iniciais (15). encontraremos 

C[ = 0, C; = 3, Ci = 1/2, Cj = — 1; 
assim, a soluqao do prohlema de valor inicial dado d 

y = 3c - ' + * cos/ - sen/. (16) 

O grilfico desta soluqao esta ilustrado na Figura 4.2.2. 

Observe que as conduces iniciais (15) fazem com que o coeficiente c, da parcela exponencial crcscente 
na soluijao geral seja zero. Essa parcela. portanto, estii ausente na solu<;ao (16), que descreve um decaimento 
exponencial para uma oscilaqao estaciondria. como mostra a Figura 4.2.2. No entanto. se as condiijocs iniciais 
forem ligeiramente alteradas enlao t\ nao serd. provavelmente. nulo,e a nalureza da soluqao vai mudar tremen- 
damente. Por exemplo, se as tres primeiras condi^des iniciais permanecem iguais. mas o valor de >'~(0) muda de 
-2 para 15/8, enlao a solu<;ao do prohlema de valor inicial se lorna 

y = + jfe"' + j cos/ - |2 sen /. ( 17 ) 

Os coeficientes na Eq. (17) diferem pouco dosda Eq. (16). mas a parcela que cresce exponencialmente. mesmo 
com o coeficiente relativamente pequeno 1/32, domina por complelo a solu«;§o quando / se torna maior do que, 
ou em torno de, 4 ou 5. Isso pode ser visto claramcnte na Figura 4.2.3, que mostra o grdfico das duas soluijoes 
(16) e (17). 




FIGURA 4.2.2 Um grdfico da soIu^So FIGURA 4.2.3 Graficos das soluqoes (16) 

(16). (curva mais fina) e (17) (curva maisgrossa). 


Raizes Repelidas. Se as raizes da equaqao caracteristica nao forem distintas — ou seja, se algumas das 
raizes forem repelidas — entao a solu<;ao (5) nao d. obvjamente, a solu<;ao geral da Eq. (1). Lembre-se de 
que se r, for uma raiz repetida para a equaqao linear de segunda ordem n, L v'' + a i y‘ + a^v = 0,entao as duas 
solutes linearmente independents sao c" e ic' 1 '. Para uma equa<;ao de ordem n, se uma raiz de Z(r) = 0, 
digamos r = r„ tern multiplicidade s (onde s < «). entao 

//•'. /V 1 ' . t i ~ i e r, ‘ (18) 

sao as solu<;5es correspondents da Eq. (1): veja o Prohlema 41 para unia demonstraijao desta afirmaijAo. 

Se uma raiz complexa >. + in aparece repetida s vezes, a raiz complexa conjugada X - in tambem 
aparecc s vezes. Correspondendo a essas Is soluqoes complexas, podemos encontrar 2s soluqoes reais 

observando que as partes real c imagindria de e 1 ' *’'■ ./"’e ,> *'“’'tambdm sao soluqdes linearmente 

independentes: 

cos///. e^sen/</, te > ‘ cos/a/, /e A 'sen/a/, 

.... /‘“V'cos/i/, / 5-, e*'sen///. 

Portanto, a solu^ao geral da Eq. (1) sempre pode ser expressa como uma conrbinai;ao linear de n soluijoes 
reais. Considere o exemplo a seguir. 


EXEMPLO 



Encontre a soluqao geral de 



y"" + 2y"+y = 0. 


(19) 


A equaq3o caracteristica d 


r 4 + 2r+ 1 =(r + l)(r J + l) = 0. 
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I 


As raizes sao r = i, /, -i, -/, e a soluijao geral da Eq. (19) 6 

y = c\cost +c 2 sen t + C)t cos t + Cft sen r. 


Na determina?ao das raizes de uma equa?ao caracteristica pode ser necessdrio calcular raizes cubicas, 
ou quartas, ou ate mesmo raizes de ordem maior de um numero (que pode ser complexo). Em geral, a ma- 
neira mais conveniente de fazer isso & usando a formula de Euler e" - cos t + / sen t c as regras alg^bricas 
dadas na Segao 3.3. Isso estd ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 

4 



Encontre a solugao geral de 


A equaqao caracteristica e 


y 4 ' + y = 0. 

r A + 1 = 0. 


( 20 ) 


Para resolver a equagSo precisamos encontrar as raizes quartas dc -I. Mas, considerado como um numero 
complexo,-1 6 -1 + Oi.Tem mddulo 1 e angulo polar n. EntSo, 

—1 = cos it + i sen n = e" 1 . 

A16m disso, o angulo est3 determinado a menos de um multiplo de 2rr. Assim. 

-1 = cos (it + 2/n;r) + isea(n + 2nut) = 
onde m e zero ou qualquer inteiro positivo ou negativo. Logo, 


tn 

PITT \ 


put \ 

(- 

+ -=- 

+ tsen — 

+ -=-) 

V 4 

2 J 

' V 4 

2 > 


As raizes quartas de -1 sao obtidas fazendo-se m = 0,1,2 e 3; clas sao 

1 + i —1 + i -1 — * l—i 

~A' A ' ~A~' ~A~ 


6 fScil verificar que para qualquer outro valor de m obtemos uma dessas quatro raizes. Por exemplo, correspon- 
dendo a m = 4, obtemos (1 + i)/A. A soluijao geral da Eq. (20) e 

t 

cos — + 

A 




Cz sen 




( 21 ) 


Para concluir. observamos que o problema de encontrar todas as raizes de uma equa<;ao polinomial 
pode nao ser inteiramente facil, mesmo com a ajuda de um computador. Por exemplo, pode ser dificil dc- 
terniinar se duas raizes sao iguais ou se estao.simplesmente, muito prdximas. Lembre-se de que a forma 
da solu^ao geral € diferente nesses dois casos. 

Se as constantes a 0 ,a„ na Eq. (1) forem numeros complexos, a soluijao da Eq. (1) ainda t da for¬ 
ma (4). Nesse caso, no entanto, as raizes da equa<;ao caracteristica sao em geral complexas e nao 6 mais 
verdade que o complexo conjugado de uma raiz e tamb£m raiz. As solu^des correspondentes tomam 
valores complexos. 


PR0BLEMAS cac * a um ^ os ProMemas dc 1 a 6 expresse o numero complexo dado na forma R( cos 9 + i sen 9) - Re 1 ". 

1. 1 + i 

2. -1 4 - Ai 

3. -3 

4. -I 

5. A -i 

6. -l-i 

Em cada um dos Problemas de 7 a 10 siga 
indicadas do numero complexo dado. 

o procedimento ilustrado no Exemplo 4 para determinar as raizes 

7. I'/ 3 

8. (1 - i) 1/2 

9. I*' 4 

10. [2(costt/ 3 + / sen tt/3)] 1/2 
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Em cada um dos Problemas dc 11 a 28 cncontre a solu^ao geral da equaifSo diferencial dada. 


11. /"-y"-/+y = 0 

13. 2/" - 4y" - 2y' + 4y = 0 

15. y 6, +y = o 

17. /*' - 3y 4 > + 3/ - y = 0 

19. y 5 » - 3v (<l + 3y" - 3y + 2y = o 

21. y 8 > + 8V ,4) + 16y = 0 

23. y"-5y + 3y+y = o 
4fl 25. 18y" + 2ly" + 14y' + 4v = 0 
4fi 27. 12y (4, + 3iy"+ 75y"+37y+ 5y = 


12. y"-3/+3y—y = 0 

14. y 4) - 4y"' + 4y" = 0 
16. y < 41 - 5.v" + 4y = 0 
18. y ,6) - / = 0 
20 . y< 4 > - 8 y = 0 
22 . y (41 + 2 /+y = 0 
24. y* + 5y" + 6 y' + 2y = 0 
#1 26. y' 4 ' - 7/' + 6 / + 30y - 36y = 0 
0 28. y 4 ’ + 6 y'” + 17y" + 22y' + 14y = 0 


Em cada um dos Problemas de 29 a 36 encontre a solugao do problema de valor inicial dado e fa<;a seu grtffico. 
Como a solugao se comporta quando I -»<*? 

29. /" + / = 0; y(0) = 0 . y'(0) = 1. y"(0) = 2 

4fl 30. y< 4 > + y = 0; y(0) = 0, / (0) = 0, y"(0) = -1. y'"(0) = 0 

4fl 31. y ,4 » -4y” + 4/ = 0; y( 1) = —1. y'(l) = 2. /(1)=0, y"’(l)=0 

$l 32. y"' - y" + y' - y = 0; y(0) = 2. y'(0) = -1. y"(0) = -2 

4 fl 33. 2y (4 » - y" - 9y" + 4y + 4y = 0; y(0) = -2, y'(0) = 0. y"(0) = -2. /'(0) = 0 

4fl 34. 4y" + y + 5y = 0; y(0) = 2. y’(0) = 1. y"(0) = -1 

4fts 35. 6 y"' + 5y" + y' = 0 : y(0) = -2. y'(0) = 2. y"(0) = 0 

4fl 36. y' 41 + 6y'" + 17/ + 22y’ + 14y = 0: y(0) = 1. y'(0) = -2. y"(0) = 0, /’(0) = 3 

37. Mostre que a soluijao geral de /' - y = 0 pode scr escrita como 

y = C| cos/ -f ci sen t 4- cj cosh f + c 4 senh t. 


Determine a soluqao que satisfaga as condiqocs iniciaisy(O) = 0.y'(0) = 0,y"(0) = l,y'"(0) = 1. Por que 6 
conveniente usar as solu<;6es cosh 1 e senh /,em vez de d e r*? 

38. Considere a equa^ao y' 4 ’ — y = 0. 

(a) Use a fdrmula de Abel [Problema 20(d) da Segao 4.1) para enconlrar o wronskiano de um conjunto 
fundamental de soluqOes da equaqao dada. 

(b) Determine o wronskiano das soluqoes e“. e~ l , cos r e sen t. 

(c) Determine o wronskiano das soluijdes cosh I. senh t. cos t e sen I. 

39. Considere o sistema mola-massa ilustrado na Figura 4.2.4,consistindo em duas massas unilarias suspensas 
de rnolas com constantes 3 e 2. respectivamente. Suponha que n3o haja amortecimento no sistema. 

(a) Mostre que os deslocamentos u, e u. das massas a partir de suas respectivas posiqSes de equilfbrio 
satisfazem as equagdes 


»<” 4 - 5«| = 2u 2 . Ui + 2ui = 2u\. 


(i) 



FIGURA 4.2.4 Um sistema com duas 
rnolas e duas massas. 


(b) Resolva a primeira das Eqs. (i) para u-. e substitua o resultado na segunda cquaqao, obtendo, assim, a 
seguinte equa^ao de quarta ordem para u,: 

mJ 4 ’ + lu'[ + 6iq = 0. (ii) 
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CAPfTULO QUATRO 


Encontre a solu?3o geral da Eq. (ii). 

(c) Suponha que as condi^oes iniciais sejam 

n,(0) = l, u\ (0) = 0, « 2 (0) = 2. Uj( 0)=0. (iii) 

Use a primeira das Eqs. (i) e as condiqoes iniciais (iii) para obter os valores de n"(0) e de n"'(0). Depois 
niostre que a solut^o da Eq. (ii) que satisfaz as quairo condi^des iniciais em ii, d n,(f) = cos I. Mostre que 
a soluqSo correspondentc u ; 6 u : (i) = 2 cos t. 

(d) Suponha. agora, que as condigoes iniciais sejam 

ii) (0) = -2, u;(0)=0. i<2(0) = 1, Uj(0) = 0. (iv) 

Proceda como no item (c) para mostrar que as soluv'des correspondentes sao h,(i) = -2 cos s/ 6 1 e ii 2 (i) = cos v^6 /. 

(e) Observe que as soluqoes obtidas nos itens (c) e (d) descrevem dois modos de vibrato distintos. No 
primeiro, a frequencia do movimento 6 1 e as duas massas movem-se em fase. ambas se movendo para 
cima ou para baixo. juntas; a segunda massa se move duas vezes mais rapido do que a primeira. O se- 
gundo movimento tern frequencia V6 e as massas se movem fora de fase. uma cm rela^ao a outra, uma 
movendo-se para baixo enquanto a outra se move para cima e vice-versa. Nesse modo. a primeira massa 
se move duas vezes mais rapido do que a segunda. Para outras condi^oes iniciais que nao sao proporcio- 
nais it Eq. (iii) nem a (iv),o movimento das massas e uma conibinaqao desses dois modos de vibrato. 

40. Esquematizamos. neste problema, urn modo de mostrar que. se r [ . r„ sao reais e distintos. entao e r " . 

/•' s9o linearmente independentes em < t < *. Para fazer isso, vamos considerar a rela?ao linear 

cy' -)- 1 - c y = 0, -oo < t < oo (i) 

e mostrar que todas as constantes siio nulas. 

(a) Multiplique a Eq. (i) por e'" e derive em rela<;9o a t obtendo. assim, 

cj (rj — n )e tr 2- r >* + ... + c„(r„ — ri )e ,r " _f ' “ = 0. 

(b) Multiplique o resultado do item (a) por e derive em relaqao a I para obter 

c } (rj - r 2 )(r, - r , (e ,rj -' jM + • • • + c„(r n - n)(r„ - r , = 0. 

(c) Continue o procedimento iniciado nos itens (a) e (b) obtendo. finalmente. 

c M (r„ -/•„_))••• (r„ - r, = 0. 

Logo, c„ = 0 e. portanto. 


cy H-+ c n .y-'' = 0. 

(d) Repita o argumento precedente para mostrar que c„., = 0. De maneira analoga. segue que c „= ... = 

c, = 0. Portanto. as funqdes e'" . e'"' sao linearmente independentes. 

41. Neste problema indicamos um modo de mostrar que se r = r, e uma raiz de niultiplicidadc s do polindmio 

caracteristico Z(r), entao e' 1 ', te r “ . I , , e n 'sao soluqoes da Eq. (1). Este problema estende para equates de 

ordem n o mdtodo para equates de segunda ordem dado no Problema 22 da Seqao 3.4. Come<;amos da 
Eq. (2) no texto 

L[e"l = e"Z(r) (i) 

e diferenciamos repetidas vezes em rela?ao a r, fazendo r = r, depois de cada diferenciaqao. 

(a) Note que se r, 6 uma raiz de multiplicidade s entao Z(r) = (r r,)'i/(r). onde q(r) 6 um polindmio de 
grau n -s e q(r { ) # 0. Mostre que Z(r,), Z'(r,),.... Z”' ,, (r 1 ) s9o todos nulos, mas Z'(r f ) * 0. 

(b) Diferenciando a Eq. (i) diversas vezes em relaqSo a r, mostre que 

~l.m = 

(c) Mostre que e'", te r " .C'e'" s5o solutes da Eq. (1). 
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4.3 0 Metodo dos Coeficientes Indeterminados 


Uma soluijao particular Y da equa?ao linear nao homogenea de ordem n com coeficientes constantes 

L\y] = a 0 y u,) + fliy'" -11 + ■ ■ • + fl„_iy' + a„y = g(t) (1) 

pode ser obtida pelo metodo dos coeficientes indeterminados*, desde que g(t) tenha uma forma apropria- 
da. Embora o metodo dos coeficientes indeterminados nao seja tao geral quanto o metodo de varia^ao 
dos parametros descrito na proxima se$ao. e muito mais facil de usar, em geral, quando aplicavcl. 

Como no caso de equa?6es lineares de segunda ordem. quando o operador diferencial linear com co¬ 
eficientes constantes L e aplicado a um polinomio A,/" + A/"' 1 + ... + A,„, a uma fungao exponencial 
a uma fun^ao seno sen fit ou a uma funqao cosseno cos fit, o resultado e um polinomio, uma fun?ao expo¬ 
nencial ou uma combina^ao linear de fumjoes seno e cosseno. respectivamente. Logo, quando g(t) 6 uma 
soma de polinomios, exponenciais, senos e cossenos ou um produto de tais funqoes, esperamos que seja 
possfvel encontrar Y(t) atravds de uma escolha conveniente de combinacjoes de polinomios, exponenciais 
etc. multiplicadas por um numero de constantes indeterminadas. As constantes sao, entao, determinadas 
de modo que a Eq. (1) seja satisfeita. 

A diferen^a principal em utilizareste mdtodo para equates de ordem mais alta vem do fato de que as 
raizes da equa^ao polinomial caracteristica podem ter multiplicidade maior do que 2. Em consequencia, 
pode ser necessario multiplicar as parcelas propostas para a parte nao homogenea da solu^ao por poten- 
cias mais altas de t de modo a obter fun^des diferentes das correspondentes 3 soluqao da equaqao homo¬ 
genea associada. Os proximos exemplos ilustram isso. Nesses excmplos omitimos muitos passos algebri- 
cos diretos, pois nosso objetivo principal e mostrarcomo chegar a forma correta da pretcnsa solu^ao. 


EXEMPLO 

1 


Encontre a soluqao geral de 


v"' — 3y + 3y' - y = 4e : . 


O polinomio caracterislico para a cqua^ao homogenea associada a Eq. (2) e 

r y -3r +3r - 1 =(r- l) 3 , 


( 2 ) 


de modo que a solu^ao geral da equagao homogenea e 

y c (t) = c\e' + cite' + cjfV. (3) 

Para encontrar uma solugao particular Y(t) da Eq. (2). comeijamos supondo que Y(t) = Ae“. No entanto.como 
&, te' c fV s3o todas soluqoes da equaqao homogenea. precisamos multiplicar nossa escolha inicial por t\ Assim, 
nossa hipdtese final e supor que Y(t) = /UV, onde A e um coeficiente indeterminado. Para encontrar o valor 
corrclo de A, diferenciamos Y(t) tres vezes, usamos esses resultados para substiluir y e suas derivadas na Eq. 
(2) e juntamos os termos correspondentes na equaqao resultante. Dessa mancira, obtemos 

6 Ae' = V. 

Portanto ,A = jea soluqaoparticulare 

Elf) = |fV. (4) 

A solugao geral da Eq. (2) e a soma de y,.(f) da Eq. (3) e Y(t) da Eq. (4).ou seja 

y = c\e' + c : te' + tyV + jfV. 


EXEMPLO 

2 


Encontre uma solugao particular da equa^ao 

y MI -I- 2y" + y = 3 sen / — 5 cos t. (5) 

Vimos, no Excmplo 3 da Se?ao 4.2, que a solugao geral da equaijao homogenea e 

y c (t) = C| cost + c;senf -(- cjtcost + c.jfsent, (6) 

correspondendo 3s raizes r = /. -/ da equa<jao caracteristica. Nossa hipdtese inicial para uma solu?3o parti¬ 

cular € Y(t) = A sen t + B cos t, mas precisamos multiplicar essa escolha por t 2 para torna-la diferente de todas 


‘Tambem conhecido como metodo dos coeficientes a detenninar. (N.T.) 


CapItulo Quatro 


as solugoes da equagao homogenea. Nossa hipotese final 6, ent3o, 

Y(i) = At 2 sen r + Bt 2 cost. 

A seguir, diferenciamos Y(t) quatro vezes, substituimos na cquagio diferencial (4) e juntamos os termos cor- 
respondentes, obtendo, finalmente, 

-8A sen I - 8 B cos t = 3 sen t — 5 cos t. 

Assim, A = — | ,B = |,ea solugSo particular da Eq. (4) e 

y(0 = -|» J sen r + |f 2 cost. (7) 


Se g(r) for uma soma de diversas parcelas. e mais facil, muitas vezes, calcular separadamente a solugao 
particular correspondente a cada parcela que compoe g(f). Como para equates de segunda ordem. a 
solugao particular do problema completo 6 a soma das solugoes particulares dos problemas componentes. 
Isso cstii ilustrado no exemplo a seguir. 


EXEMPLO 

3 


i 


Encontre uma solugao particular de 

y m - 4 y = t + 3 cos i + e -2 \ (8) 

Vamos resolver primeiro a equagao homogenea. A equagao caracterfstica <5 r’ - 4r = 0 e as raizes sao 0. ±2; 
portanto, 

MO = ci +c 2 e 21 +c 3 e' 2 '. 

Podemos escrevcr uma solugao particular da Eq. (8) como uma soma das solugoes particulares das equagoes 
difercnciais 


y" -4 y' = t. y" — Ay' = 2 cos t, y'" — Ay — e v . 

Nossa escolha inicial para uma solugao particular /,(/) da primeira equagao £ Aj + A„ mas como uma constan- 
te 6 solugao da equagao homogenea, multiplicamos por t. Assim, 


y,(f) = MoM-i 4 l ). 

Para a segunda equagao cscolhemos 

y 2 (r) = B cos i + C sen r, 

e nao hd ncccssidade de modificar essa escolha inicial, jd que cos f e sen t n3o sSo solugoes da equagao homogd- 
nea. Finalmente. para a terceira equagao, como r' J 6 uma solugao da equagao homogenea, supomos que 

y 3 (r) = Ere- 2 '. 

As constantes s3o determinadas substituindo-se as escolhas nas equagoes diferenciais individuals; elas sao A 0 = 
— g,/4,=0, fl=0, C= — |e£ = jj. Portanto, uma solugao particular da Eq. (8) <5 

y (0 = - I/ 2 - |senr + ire -2 '. (9) 


Voce deve ter em mente que a quanlidade de Algebra necessdria para se calcular os coeficientes pode 
ser bem grande para equagoes de ordem mais alta.especialmente se o termo niio homogeneo for compli- 
cado, ainda que moderadamente. Urn sistema de algebra computacional pode ser extremamente util na 
execugao desses cdlculos algdbricos. 

O mdtodo de coeficientes indeterminados pode ser usado sempre que for possivel inferir a forma 
correta de Y(t). No entanto, isso 6 impossivel, em geral, para equagoes diferenciais que nao tfim coefi¬ 
cientes constantes ou que contSm termos nao homogeneos diferentes dos descritos anteriormente. Para 
problemas mais complicados podemos usar o mdtodo de variagdo dos parametros, que ser3 disculido na 
prdxima seg3o. 
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problemas 


IAS Em cada um dos Problemas de 1 a 8 determine a solugao geral da equagao diferencial dada. 

1. y'" -y" -y' + y = 2e~' + 3 2. y' 4 ’ - y = 3r + cos t 

3. /" + y" + y' + y = e~' + 4f 4. y'" — y' = 2 sen 1 

5. y 4> - Ay' = v 7 + e* 6. y ,4> + 2y” + y = 3 + cos2/ 

7. y lh| + y"' = i 8. y (4) + y" = sen 2t 

Em cada um dos Problemas de 9 a 12 encontre a solugao do problema de valor inicial dado. Depois faga um 
grafico da solugao. 

4jri 9. y'" + 4y' = r, y(0) = y (0) = 0. y"(0) = I 

4fl 10. y ,4) + 2y" + y = 3/ + 4; y(0) = y'(0) = 0, y"(0) = y"'(0) = 1 

4fl 11. y"'-3y" + 2y' = f + e'; y(0) = 1. y'(0) = y"(0) = -| 

4ft.- 12. y ,4> + 2y"' +y" + 8y — 12v = 12 sent — e~‘\ y( 0) = 3, y'(0)=0, y"(0) = -1, y"'(0) = 2 

Em cada um dos Problemas de 13 a 18 determine uma forma adequada para Y(i) se for utilizado o metodo dos 
coeficientes indeterminados. Nao calcule as constantes. 


13. y'" - 2 y" + y' = t } +2e' 

15. y ,4) - 2y" +y = e 1 +senr 

17. y (4 ’ - y'" - y" + y' = t 1 + 4 + t sen t 


14. y'" — y' = te + 2 cos t 

16. y 141 + 4y" = sen 2r + te 1 + 4 

18. y' 4 ’ + 2.v"’ + 2y" = 3e* + 2 te' 1 + e~‘ sen 1 


19. Considere a equagao diferencial linear nao homogenea de ordem n 

floy'*’ + o.y'-" + ■ • • + a„y = g(r). (i) 

onde «„. <i„ sao constantes. Verilique que se g(t) liver a forma 

«•“'( b u r+ - + b m ). 

enlao a suhstituigaoy = t-i'(r) reduz a Eq. (i) a forma 

*bv'"' +*iv'" '' + ••• + fc ( |Vs= but" + --- + b m , (ii) 

onde k t . k„ s3o constantes. Determine k„ e k„ em fungao dos a, e de a. Assim, o problema de determinar 

uma solugao particular da equagao original £ reduzido ao problema mais simples de determinar uma so- 
lugao particular de uma equagao com coeficientes constantes e contendo um polinomio como termo nao 
homogeneo. 

O Metodo dos Aniquiladorcs. Nos Problemas de 20 a 22 consideramos outra maneira de chegar a uma forma 
adequada para Y(l) para usar no metodo dos coeficientes indeterminados. O procedimento baseia-se na obser- 
vagao de que as fungoes exponenciais, polinomiais ou senoidais (ou somas e produtos de tais fungoes) podem 
ser consideradas como solugoes de certas equagoes diferenciais lineares homogeneas com coeficientes cons¬ 
tantes. E convenienle usar o simbolo D para cllilt. Entao. por exemplo,e ' e uma solugao de (D + l)y = 0; diz-se 
que o operador diferencial D t 1 aniquila, ou e um aniquilador de, tr*. Analogamente, D : + A 6 um aniquilador 
de sen 2 1 ou cos 2 i.(D- 3) : = IT - bD + 9 e um aniquilador de e' 1 ou te*. e assim por diante. 

20. Mostre que os operadores diferenciais lineares com coeficientes constantes comutam. Ou seja, mostre 
que 

(D - a)(D - h)f = {D- b)(D - a)f 

quaisquer que sejam a fungao duas vezes diferenciavel /e as constantes a e b. O resultado pode ser ime- 
diatamente cstendido a qualquer numero finito de fatores. 

21. Considere o problema de encontrar a forma da solugao particular Y(f) de 

(P — 2) J (D + l)y = 3«r' — te~\ (i) 

onde a expressao 3 esquerda do sinal de igualdade na equagao estri escrita de uma forma que corresponde 
3 fatoragao do polinomio caracteristico. 

(a) Mostre que /) - 2 e (D + 1)-’ sao aniquiladores. respectivamente, das parcelas 3 direita do sinal de 

igualdade na Eq. (i) c que o operador composto (D - 2)(D + 1) : aniquila ambas as parcelas simulta- 
neamente. 

(b) Aplique o operador ( D - 2)(D + l) 2 3 Eq. (i) e use o resultado do Problema 20 para obler 

(D-2) 4 (D+ l) 3 !' =0. (ii) 
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Logo, Y e uma soluqao da equa<;ao homoggnea (ii). Resolvendo a Eq. (ii), mostre que 

Y(t ) = cie 21 + citr' + cyrr 1 + c 4 f 3 e 2 ' + c s e~' + c b te ' + c 7 f 2 <?~', (iii) 

onde c„ ..., c- s3o constantes. ainda indeterminadas. 

(c) Note que e *. te 1 '. /->- e e ' sao soluqoes da equaqao homogenea associada a Eq. (i): portanto, essas ex- 
pressoes nao servem para resolver a equa^ao nao homogenea. Escolha, entSo, c,. c 2 , c, c c, como zero 
na Eq. (iii). de modo que 

Y(t) = c 4 fV' + c b ie~' + c 7 re~'. (iv) 

Essa e a forma da solu?ao particular Y da Eq. (i). Os valores dos coeficientes c 4 . c„ e c, podem ser encon- 

trados usando-se a Eq. (iv) na equaqSo diferencial (i). 

Resumo. Suponha que 

L{D)y = g(t), (v) 

onde L(D) e um operador diferencial linear com coeficientes constantes e g(r) e uma soma ou produto de 
fun^des exponenciais, polinomiais ou senoidais. Para encontrar a forma da solu<;ao particular da Eq. (v), voce 
pode proceder da seguinte maneira: 

(a) Encontre um operador diferencial //(D) com coeficientes constantes que aniquila g(/). ou seja. um opera- 
dor tal que H(D)gU) = 0. 

(b) Aplique //(D) 3 Eq. (v).obtendo 

H{D)L(D)y = 0. (vi) 

que tS uma equaqao homogfinea de ordem maior. 

(c) Rcsolva a Eq. (vi). 

(d) Elimine da soluqao encontrada em (c) os termos que tambem aparecem na soluijao de L(D)y = 0. Os ter- 
mos restantes constituem a forma correta da so!u?ao particular para a Eq. (v). 

22. Use o metodo dos aniquiladorcs para encontrar a forma de uma solugao particular >'( t) para cada uma das 
equates nos Problemas de 13 a 18. Nao calcule os coeficientes. 


4.4 0 Metodo de Variagao dos Parametros 

O metodo de varia^ao dos parametros para determinar uma solufao particular de uma cquaqao diferen¬ 
cial linear nao homogenea de ordem n 

L[y] = y (n) + pi(0y (n ' l> + • • • + p„-\U)y + p„(t)y = g(t) (1) 

e uma extensfio direta do metodo para cquaqoes diferenciais de segunda ordem (veja a Seqao 3.6). Como 
antes, para se usar o metodo de varia^ao de parSmetros e necessfirio, primeiro, resolver a equaqao di¬ 
ferencial homogenea associada. Isso pode ser diffcil, em geral, a menos que os coeficientes sejam cons¬ 
tants. No entanto, o metodo de variaqao dos parametros e mais geral do que o metodo de coeficientes 
indeterminados, pois nos leva a uma expressSo para a soluijao particular para qualquer funtjao continua 
g, enquanto o ntdtodo dos coeficientes indeterminados fica restrito, na pratica, a uma classe limitada de 
fum;oes g. 

Suponha, entao, que conhecemos um conjunto fundamental de solutes y,,j/ 2 . y n da equa;3o homo- 

gdnea. Entao, a soluqao geral da equaqfio homogenea <5 

>-<■(0 = ciyi(r) + c 2 y 2 (0 + ■■• + c„y„(t). (2) 

O mdtodo de variatjao dos parametros para determinar uma solu<;ao particular da Eq. (1) depende da 
possibilidadc de se determinar n funfdes u„ i/ : . u„ tais que Y(t) seja da forma 

Y(t) = ui(OyiU) + u 2 (t)yiU) + ■•• + u„(t)y n U). (3) 

Como precisamos determinar n fun<;6es. teremos que especificar n condiqoes. Ii claro que uma dcssas 6 
que Y satisfaija a Eq. (1). As outras ;i - 1 condiqoes s3o cscolhidas de modo a tornar os calculos os mais 
simples possfvel. Como nao podemos esperar uma simplifica<;3o na determina<;3o de Y se tivermos que 

resolver equates diferenciais de ordem alta para it, . u„, £ natural intpor condi^oes que suprimam as 

parcelas contendo as derivadas de ordem mais alta de «„ Da Eq. (3),obtemos 
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r = («,/, + u 2 y' 2 + • • • + u„y'„) + (u',y, + u ' 2 y 2 + ■.. + u'„y n ), (4) 

onde omitimos a varicivel independente f.da qual dependem todas as funsoes na Eq. (4). Entao.a primei- 
ra condiijao que impomos e quo 


u\yi + u 2 y 2 + • • • + u' n y„ = 0 . 

Continuando esse processo dc maneira semelhante ate a derivada n - 1 de Y, obtemos 

Y m = uiy[ m) + u 2 y[ m) + • • • + u n y ( n m \ m = 0 , 1,2 . n - 1 , 

e as n - 1 condiqoes seguintes sobre as funqdes //,..... u„: 

“ lA'l +“ 2>2 ^- + “ n y n = "l = 1,2 .« — 1 . 

A /j-dsima derivada de Y 6 


(5) 

(6) 
(7) 


Y' n) = Uny[ n) + • • • + + Ui\y'r" + • • • + ( 8 ) 

Finalmente, impomos a condisao que Y tern que ser solu?ao da Eq. (1). Usando as derivadas de Y 
dadas pelas Eqs. (6) e (8),juntando termos semelhantes e usando o fato de que JL[y ( ] = 0 para i- 1,2, 

«, obtemos 


u\yr l) +w 2 yr"+ 


4- U V 

“ft.* /1 


‘ l> = 8 ■ 


(9) 


A Eq. (9), junto com as n - 1 Eqs. (7), nos da n equates algebricas lineares n3o homogeneas simultaneas 
para u,\ 


yi«i +- ry„u' n = 0, 

>'l«i +yz«2 + "* + /X =0, 

y'[u\ + y 2 u 2 + • • • + yX = ( 1 °) 


>i 


«;+-+yr'’ 


= g- 


O sistema (10) tl urn sistema algebrico linear para as quantidades desconhecidas it /,..., Resolven- 
do esse sistema e integrando as expressoes resultantes. \oce pode obter os coeficientes u„ .... tt„. Uma 
condi^ao suficiente para a existencia de uma solugao do sistema de Eqs. (10) 6 que o determinante dos 
coeficientes nao seja nulo para cada valor de t. No entanto.o determinante dos coeficientes 6 exatamente 

W(y|, y 2 .y„), que nunca se anula, ja que ... formam urn conjunto fundamental dc solu^des da 

cquaguo homogenea. Portanto. £ possfvel determinar t/,’.Usando a regra de Cramer’, podemos 

escrever a soluqao do sistema de Eqs. (10) na forma 


«') 


gU)W, n (t) 

W(D 


m = 1,2,... ,n. 


( 11 ) 


Aqui, VV'(f) = VP(y,.y,.y„)(f) e W m 6 o determinante obtido de W substituindo-se a »i-£sima coluna pela 

coluna (0,0, ...,0,1). Com essa nota^ao, uma soluqao particular da Eq. (1) e dada por 


Y(t) = 


±r»m f 

m= 1 J ‘ u 


gUll^U) 

IV'(i) 


ds. 


( 12 ) 


onde l„ e arbitrario. Embora o procedimento seja bastante direto, os calculos envolvidos na determinatjao 
de Y(l) pela Eq. (12) se tornam cada vez mais complicados quando n aumenta. Em alguns casos,os c&lcu- 
los podem ser um pouco simplificados usando-se a identidade de Abel (Problcma 20 da Sc<;ao 4.1) 


VP(/) s IV(y,.y„)(() = cexp 



A constante c pode ser determinada calculando-se VP em algum ponto conveniente. 


’O crddito da regra de Cramer 6 dado a Gabriel Cramer (1704-1752), professor na Academia de Calvin em Genebra, que 
publicou a regra em uma forma geral (mas sem demonstracao) em 1750. Parasistemas pequenos,o resultado jS eraconhecido 
antes. 
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EXEMPLO 


Sabcndo que y,(t) = e‘,y 1 (t) = te" e y } (t) = e~" sao solugoes da equagao homogenea associada a 

y'" - y" - y'+ y = 8(1), 

determine uma solugilo particular da Eq. (13) como uma integral. 

Usaremos a Eq. (12). Em primeiro lugar, temos 

te" e-' 

W{i) = W(e',/e', e~')(t) = e" (/ + De 1 -e~‘ . 

e 1 (t + 2)e" e~‘ 

Fatorando e" das duas primeiras colunas e e~" da terceira coluna, obtemos I n 


W(t) = tf 1 / +1 -1 . 

1 t + 2 1 

Subtraindo. entao, a primeira linha da segunda e da terceira, temos 

1 t 1 

W(t ) = e* 0 1 -2 . 

0 2 0 

Finalmente, calculando este ultimo determinante expandindo em relagao it primeira coluna. vemos que 

W(r) = V. 


A seguir. 


VV,(/) = 0 (r + l)e* -e~‘ . 

1 (i + 2)e* e~' 


Expandindo em relagao a primeira coluna, obtemos 


Dc maneira analoga, 


te" e~' 

W,(r)= = -It -1. 

(r+iy -e" 


e" 0 e~‘ 

e' e ' 

W 2 (t) = e" 0 = - =2. 

e -e~' 

e" 1 e-< 


* u> ° 

W 3 (t) = tf (l + l)e" 0 = ' 

e" (l + l)e" 

e 1 (t + 2)e 1 


Substituindo esses resultados na Eq. (12). temos 

fg(s)(-l-2s) 


r g(sH 2) 


r g(i)( -x-7s) ds+le ,r g Mi ds + 

K 4el K ** 

= \ f [^-1-1+2(1-s)] + } g( 5 ) ds. 


f g(s)e* 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6 use o mdtodo de variagiio dos parametros para determinar a solugilo geral 
——da equagilo diferencial dada. 


1. /" + / = tan r, 0 < t < it 
3. /"-2y"-/ + 2y = e*‘ 

5. /" - y" + / — y = e~‘ sen t 


2. f' -/ = i 

4. y + / = sec r, -it/2 < t < it/2 

6. y ,4) + 2f + y — sen t 
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Em cada um dos Problemas 7 e 8 encontre a solugao geral da equagao diferencial dada. Deixe sua resposta em 
fungSo dc uma ou mais integrals. 

7. y"' — y" -f y — y = sec t, -n/2 < I < tt/2 

8. y’" — y' — esc/, 0 <t<n 

Em cada um dos Problemas de 9 a 12 enconlre a solugao do problema de valor inicial dado. Depois faga um 
grafico da solugao. 

4fl 9. y m +/ = seer; y(0) = 2. y'(0) = 1. y"(0) = -2 

jfl, 10. y 1,1 '+ 2y"+y =senf; y(0) = 2. y'(0) = 0, y"(0) = —1. y'"(0) = 1 

jfl, 11. y'"-y"+y'— y = seer; y(0) = 2. y'(0) = — 1. y"(0i = 1 

0L 12. y'“ - y' = eser; y(n/2) = 2. y'ln/2) = 1, y“(;r/2) = -l 

13. Dado quo x,x 2 e 1/x sao solugoes da equagao homogenea associada a 

jt 3 y"' + .v 2 y” - Zry' + 2y = 2v J . x > 0, 
determine uma solugao particular. 

14. Encontre uma formula envolvendo integrals para uma solugao particular da equagao diferencial 

y" — y" + y' — y = git). 

15. Encontre uma formula envolvendo integrals para uma solugao particular da equagao diferencial 

y 4 ’ -y = j?(M. 

Sugestdo: as fungoes sen f.cos r.senh t e cosh r formnm um conjunto fundamental dc solugoes para a equa¬ 
gao homogenea. 

16. Encontre uma formula envolvendo integrals para uma solugao particular da equagao diferencial 

y " - 3 y” + 3 y - y = g(t). 

Se g(l) = rV, determine V(f). 

17. Encontre uma formula envolvendo integrals para uma solugao particular da equag&o diferencial 

x 5 y"' - 3.v : y" + 6jcy* - 6y = yi.t), x > 0. 

Sugestdo: verifique que x,x : e x } sao solugoes da equagao homogenea. 


REFERENCIAS Coddington, E. A.. An Introduction to Ordinary Differential Equations (Englewood Cliffs. NJ: Prentice-Hall, 1961; 
Now York: Dover. 1989). 

Ince. E. L., Ordinary Differential Equations (London: Longmans. Green. 1927; NewYork: Dover, 1953). 



a CAPITULO E 

5 


Solugoes em Sene para 
Equagoes Lineares de 
Segunda Ordem 


Encontrar a soluqSo geral dc uma equaqao diferencial linear depende da determinaijao de um conjunto 
fundamental de soluqdes da equate homogenea. Ate agora so vimos um procedimento sistenuitico para 
a const ruqao de soluqoes fundamentals no caso de coeficicntes constantes. P ara tratar a classe muito 
major de euuaedes com coelkicnies variaveis 6 ncccssario estender nossa procura de solueocs alem das 
fumjoes e lementares usuais do Ciilculo. A ferramenta principal de que precisamos e a representaqao de 
uma lumpio dada em serie de potencias. A ideia basica e semelhante ao miflodo dos coeficicntes indeter- 
minados: supomos que a solu^iio de uma equaijao diferencial dada tern expansao em sdrie de potencias e, 
depois. tentamos determinar os coeficicntes de modo a satisfazer a equaijao diferencial. 


5.1 Revisao de Series de Potencias 


Neste capitulo vamos discutir a utili/aqao de series de potencias para construir conjuntos fundamentals 
de solu^des para equaqocs diferenciais lineares de segunda ordem cujos coeficicntes sao fumjOcs da va- 
riavel independente. Come^amos resumindo. muito rapidamente. os resultados pertinentes sobre series 
de potencias que precisaremos. Os Icitores familiarizados com series de potencias podem ir diretamente 
para a Seqao 5.2. Os que precisarem de mais dctalhcs do que os contidos aqui devem consultar um livro 
de Ciilculo. 

90 

1. Uma serie de potencias a„(x — jco)" converge em um ponto x se 

"”° m 

lim Y a„(x — .to)" 

m —9c ^—* 
fiaO 

existc para esse x. A serie certamente converge em x = ar u :pode convergircm lodo.r ou pode convergir para 
alguns valores de .t e nao convergir para outros. 

OU , • 

2. A serie a„(x - Jto)" converge absolutamente em um ponto x se a serie 

n=0 oc 

y MX - JC 0 )"I = y Ml* - x °l" 

nuO "- 0 

converge. Pode-se mostrar que se a si^rie converge absolutamente, entiio ela converge; no entanto. a reef- 
proca n3o 6 necessariamente verdadeira. 

3. Um dos testes mais liteis para a convergencia absoluta de uma sdrie de potencias e o teste da raz3o. Se a„ 
st 0 e se, para um valor fixo de ,r, 
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EXEMPLO 


a n+] (x- Xo)" +1 . . .. a n+ 1 . 

lim -;-nr— = |v — -v 0 | lim - = |.v - x»\L. 

«-x a „( x-x 0 ) n a„ 

entao a s£rie de potencias converge absolulamente naquele valor de .r se Lr - .r 0 IZ. < 1 e diverge se 
Lr ~.r 0 IL > 1. Se Lr-.r 0 l = l/L,o teste niio 6 conclusivo. 


Para quais valores de x a s^rie de potencias 


^ (—l)" +l n(x — 2)" 


converge? 

Vamos usar o teste da razao para testar a convergence.Temos 

(-l)" +2 (/j + l)(x — 2) n+l 

lim --—;--- = .r - 2 

(—l)" +, /i(x — 2)" 


_ n + 1 

= |.t - 2| lim -= |jc - 21. 

«—* n 


De acordo com o item 3. a sdrie converge absolutamente para Lr - 21 < 1, ou 1 < .t < 3. e diverge para l.r - 21 > 1. 
Os valores de .r para os quais Lr - 21 = 1 sao .r = 1 e .r = 3. A serie diverge para cada uni desses valores de .r, jit 
que o /i-esimo termo da s<5ric nao tende a zero quando 


4. Se a serie de potencias X! a ”( x — Vo)' 1 converge em.r = .r,.ent«1o ela converge absolutamente para l.r-.r„l < 

Lr, - .t„l; e se ela diverge em r = .t,. entao diverge para Lr - .r„l > Lr, - *„!. ^ 

5. Existe um numero niio negativo p.chamado de rain de convergence, tal que V n„(.r - ,r„)" converge abso- 

n -0 

lulamente para l.r-.r„l < pe diverge para Lr-.r„l > p. Para uma serie que converge apenas em.r„,definimos 
p como zero; para uma serie que converge em todo x. dizemos que p 6 inlinito. Se p > 0,o intervalo Lr -.r„! < 
pe chamado de intervalo de convergence: £ indicado pelo trecho hachurado na Figura 5.1.1. A stirie pode 
convergir ou divergir quando Lr - ,r u l = p. 


A s6rie _ 
diverge 


A s£rie 

— converge — 
absolutamente 


A serie 
diverge 


x 0 -p x 0 x 0 + p x 

\ A s6rie pode / 
convergir ou divergir 

FIGURA 5.1.1 O intervalo de convergence de uma serie de potencias. 


EXEMPLO 


Determine o raio de convergence da serie de potencias 


Vamos aplicar o teste da razao: 


(.r + l)"* 1 n2 n 
-t™ («+ 1)2" +1 (.r + 1)" 


\x +1| n |.r+l| 

—-— lim -- = —-—. 

2 n—5c n + 1 2 


Assim. a s6rie converge absolutamente para Lr + II < 2, ou -3 < .r < 1. e diverge para Lr + II > 2.0 raio de con¬ 
vergence da si3rie de potencias e p = 2. Finalmente, vamos verificar os extremos do intervalo de convergence. 
Em .r = I, a sdrie 6 a serie harmonica 


que diverge. Em x = -3. temos 


.jvi.or r * i u -j 

; 4 * 


(-3+ 1)" _ 

2—i rt2 n “ n 
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quc converge, mas nao converge absolulamente. Di/cmos que a serie converge condicionalmente em x = -3. 
Para resumir. a serie de potencias dada converge para -3 < .r < 1 e diverge caso contrario. Ela converge abso- 
lutamente em -3 < .r < 1 e tern raio de convergence 2. 


X X 

Suponha que 51 a„(x — *o)" e 51 b„(x — .to)" convergem para f[x) e g(x), respeciivamente, para Lr 
-x„\< p,p> 0. n=0 ' l=0 


6. 


7. 


As series podem ser somadas ou sublraidas termo a termo c 

IX 

f(x)±g(x) = ± b„)ix - jr,,)"; 

it»0 


a s^rie resultante converge pelo menos para Lr - ,r„l < p. 
As series podem ser multiplicadas formalmenle e 


/(.r)g(.r) = 


X 

£fl„(.r-.r 0 )" 

LnHI 


b„(x - .v 0 ) n 


J Ln=n 


= c„(.r - *„)" 


onde c„ = + a,b „, + ...+ a„b„. A serie resullanle converge para pelo menos Iv - .v„l < />. Alem disso.se 

g(.r„) * 0, as series podem ser formalmenle divididas e 


/(f) 

gW 


X 

= £(J„(x-x u )". 

n-II 


Na maioria dos casos. os coeficientes tl„ podem ser obtidos mais facilmente igualando-sc os coclkientcs 
correspondenies na relagao cquivalenle 


^«„<f - .r,,)" 

flsO 



No caso da divisao. o raio de convergence da serie de potencias resultante pode ser rnenor do que p. 

X. A fungiio/e continua e tern derivadas de todas as ordens para Lr - .r„l < p. Alem disso,/'./",... podem ser 
calculadas derivando-se a serie termo a termo. ou seja. 

/'(.r) = fli + 2rt;(.r - .to) H - h na„{x - to)"' 1 H - 


= £ na„(x - tu)"' 1 , 

na| 

/"(.r) = 2fli + 6«j(f - to) +-1- n(n - l)fl„(f — .r 0 )" * H- 


9. 


= n(n - l)a„(x - fo)" 2 . 

n=3 

e assini por diante, e cada uma dessas series converge absolutamente no intervalo Lr - .r„ < p. 
O valor de a„ d dado por 

/ ,nl (f o) 


A sdrie e chamada de serie de Taylor 1 para a fungao /em tomo de r - t„. 

10. Se 52 fluff — fu)" = 51 b n (x — f u ) n para todo .r em algum intervalo centrado cm ,r 0 . entao a„ = b„ para n = 

n=0 

0,1.2.3.... Em particular.se £ a n (x - f«) n = 0 para todo x . entao a„ = fl, = ... = a. =... = 0. 

nmO 


'Brook Taylor (1685-1731) foi o matcmalico ingles mais importante da geragao seguinte a de Newton. Em 1715, publicou 
uma vers3o geral do teorema de expansSo que leva seu nome, um resultado fundamental cm todos os ramos da andlise. Foi. 
tambdm. um dos fundadorcs do calculo de diferengas tinitas c o primeiro a reconhecer a existdneia de solugocs singulares de 
equagftes diferenciais. 
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EXEMPLO 

3 


EXEMPLO 

4 


EXEMPLO 

5 


Uma fungao /que tem uma expansao cm sdrie de Taylor em torno dc .v = x 0 


00 f(n)i 


\ / C^o) . ft 


«=0 


com raio dc convergencia p > 0 c dita unnlftica cm .v = .v„.Todas as fungbes usuais do Calculo sao analfticas, 
talvez com a excegao de alguns pontos facilmenlc reconhecfvcis. Por exemplo, sen v e e' sao analfticas eni 
todos os pontos. 1 /jc d anali'tica exccto em x = 0 e tan x 6 anali'tica exccto cm multiples fmpares de jt/2. Dc 
acordo com as afirmagoes 6 e 7, se /e g forem analfticas em .v„. entao f±g,f-ge fig [desde que g(x {) ) * 
0] tambem serao analfticas cm x = jc u . 


Deslocamento do Indice de Somatorio. O indice dc somatorio em uma serie infinite e uma variavel muda, 
da niesma forma que a varidvel de integragao cm uma integral definida e uma variavel muda. Logo, nSo 
importa a letra usada para o fndice dc urn somatorio. Por exemplo. 


OC 


E 


2 V 
n ! 


V — 
£-> /! ' 

/=o ' 


Da mesma forma que podemos mudar a varidvel dc integragao em uma integral definida, e convenien- 
te fazer mudangas no fndice dc somatorio ao se calcular solugbes em serie para equagcics diferenciais. 
Vamos ilustrar atraves de diversos exemplos como mudar o fndice de somalbrio. 




Escreva £ a » x ” como uma serie cujo primeiro termo corresponde a n - O.em vez dc n = 2. 

r ' 

Seja hi =n- 2; entao /i = »« + 2en = 2 corresponde a in = 0. Logo. 

f> nJC " = (I) 

m«() 

Escrevendo alguns termos iniciais dc cada uma dessas series podc-se verificar que elas content precisamente 
os mesmos termos. Finalmente. na scrie a dircita do sinal de igualdade na Eq. (I) podemos suhstituir a variavel 
muda m por n, obtendo 

no X 

E"-*" = (2) 

n-2 «»0 

Dc fato. dcslocamos o fndice de 2 para cinia e compensamos comegando a contar 2 niveis mais baixos do que 
originalmente. 


Escreva a serie 

+ 2)(n + 1 )<j„(.v-. tu)" : (3) 

n» 2 

como uma scrie cujo termo geral envolvc (.v - .v,,)". em vez dc (,v - .v„)" ’. 

Novamente. deslocamos o fndice dc somatdrio por 2. de modo que n e substitufdo por n + 2 e comcgamos a 
contar de 2 unidadcs abaixo. Obtemos 

OC 

y> -f 4)(w + 3 )a„+2(x - jcq)". (4) 

n —0 

Voce pode verificar facilmente que os termos nas series (3) e (4) sao exatamente os mesmos. 


Escreva a expressao 

30 

.r (r + n)a„x r+n 1 

ii=0 


como uma serie cujo termo geral envolve x r ‘". 

Coloque, primeiro, x 2 denlro do somatdrio, obtendo 

00 


n-0 
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EXEMPLO 


A seguir, mude o fndicc do somatorio por 1 e comecc a contar 1 acima. Assim, 

ao 00 

£V + = £> + «- 1 (7) 

n=0 «=| 

Novamenie, voce pode verificar que as duas series na Eq. (7) sflo idcnticas e quo ambas sao exatamente iguais 
a expressao em (5). 


Suponha que 


= £fl B x" 


para todo x, e determine o que isso implica sobre os eoeficientes «„. 

Oueremos usar a afirmaqao If) para igualar os eoeficientes correspondentes nas duas senes Para fa/.er isso 
precisamos, primeiro. escrever a Eq. (8) de modo que as duas series tenham a mesma potencia dc x cm seus 
termos gerais. Por exemplo, podemos substituir n por n + 1 na s£rie ft esquerda do sinal de igualdadc na Eq (K) 
e eomegar a contar de 1 a memos. Assim. a Eq. (8) fica 

00 90 

^ f/i + 1 )a„ + ,x" = £ u tl x n . (9) 

n=0 HnO 

De a cor do com a afirmagao 10. podemos concluir que 

(n+= a„. n = 0.1,2,3,... 


n = 0,1.2.3. (10) 

n -t-1 

Logo, escolhendo valores sucessivos de n na Eq (10). temos 

t/l flu fl; flu 

«i=flu. « 2 =J = J . (,>=- = -, 

e assim por diante. Em geral. 

a,, = n =1.2.3. (11) 

n\ 

Portanto, a relagao (8) determina todos os eoeficientes a seguir cm fungao de a„. Fmalmente. usando os coefi- 
cientes dados pcla Eq. (II). oblemos 

* ” ft 

onde seguimos a convengao usual de que 0! = 1. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de I a 8, determine o raio de convergencia da serie de potencies dada. 


Ql!(.v-3)" 

n-0 


. ~ dr+1 r 

_■> 

n = I « 

~ (-l)"n J (x + 2)" 

' h 3 n 


2. v — x ” 

2" 

ft) t 2"*" 

\y n=o 

, (x-x,,)” 

6 2 -— 


nix" 
8 £ TT 


Em cada um dos Problemas de 9 a 16. determine a serie de Taylor da fungao dada em torno do ponto x„. Deter¬ 
mine, tambem.o raio de convergencia da serie. 

9. senx, x 0 = 0 e 1 , x« = 0 

(Tl) x, Xu = 1 12. = _1 

13. Inx, x„ =1 14. r—. -*u = 0 




Xo =0 


0>rb- 


xo = 2 
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17. Dado que y = 52 ,LX "< calcule y' e y" e escreva os qualro primciros tcrmos de cada uma das series, assirn 

0 

cotno o coeficiente de x" no lermo geral. 

OC 

18. Dado que y = 52 ti„x", calcule y’ e y" e escreva os qualro primciros tcrmos de cada uma das series, assirn 

n^K) 

como o coeficiente de x" no lermo geral. Mostre que se y" = y, entao os cocficientes n„ e a, sao arbitrarios; 

determine e a, em fungSo de «„ e rr,. Mostre que a„. ; - uj(n + 2)(/i + 1 ).n = U. 1.2,3 . 

Em cada uni dos Problemas 19 e 20. verifique a cquagao dada. 

19. £ a„(x — l)' ,fI = £: - 1)” 

flsU ««l 

fl*+|.r* + Y. "( V 1 ' 1 = «, J- 5j";i +u t .|).v‘ 

i-n t=i 

Fim cada uni dos Problemas de 21 a 27. escreva a expressao dada como uma serie cujo lermo geral envolve v". 

^ f>(/» - 1 J 



23. .v 52 na„x" ' 4- 52 a k x‘ 


4=0 


(I - x 7 ) £ nUi - l)rt„.v , '- : 


25. 52 w(w - 1 1 26. 52 nn " x " 1 + .v 12 a « x " 


*.-i 


«=1 


v //or - 


)«„ V" 


28. Determine </,, de modo que a equagao 


1 +2^a n .v" =0 


/13 l fi»0 

seja satisfeita.TerUc idcntiticar a fun^ao representada pcla serie Y. 

n=1l 


5.2 Solucoes em Serie Perto de urn Ponto Ordinario, Parte I 


No Capitulo 3 descrevenios metodos para resolver equndoes diferenciais lineares de segunda ordem com 
cocficientes constanles. Vamos considerar. agora, metodos para resolver equates lineares de segunda or¬ 
dem quando os cocficientes sao funqdes da variavel independente. Neste capitulo denotaremos a variavel 
independente por.r. Basta considerar a equaqao homogenea 


<2 j 

P(x) ( -~ + Q(x) + R(x)v = 0, 
dx 2 ax 


( 1 ) 


ja que o procedimento para a equaqao nao homogenea associada e semclhante. 

Muitos problemas em ffsica matemdtica levarn a equates da forma (I) corn coeficientes polinomiais; 
exemplos incluem a equaqao de Bessel 

x 2 y" 4- xy' + (.r 2 - v 2 )y = 0, 
onde v e uma constante, e a equaqiio de Legendre, 

(1 - .v 2 ) v" - lyv' + or (a + 1 )y = 0. 

onde a e constante. Por essa razao, assirn como para simplificar os cdlculos algehricos, vamos considerar 
principalmente o caso em que as fumades /’. Q e R sao polindmios. No entanto. como veremos, o metodo 
de solugao lambent e aplicdvel quando /’. Q e R sao fungdes analiticas genericas. 

Por enquanto, entao, vamos supor que /’. Q e R sao polindmios e que nao tern fatores comuns. Supo- 
nha, tamhdm, que quere nios re solver a F .q. (1) e m uma vi/inhang a dje urn pont o .v„. A solug&o da Eq. (I) 
em umTntcrvalo conlendo v„ est.i intimamente associada ao comporlaniento de P nesse intervalo. 

Urn ponto ,v 0 no qual P(x„) * 0 e chamado de ponto ordinario. Como P 6 continuo, segue que existe 
uni intervalo cm torno de .r„ no qual P(x) nunca se anula. Nesse intervalo, podemos dividir a Eq. (1) por 
P(x) para obter 
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y" + p(x)y' + ci(x)y = 0, (2) 

onde p(x) = Q(x)IP(x ) e q(x) - R(x)lP(x) sao fun^oes contfnuas. Logo. peloTcorema 3.2.1 de existencia 
e unicidade exisle uma unica soluqao da Eq. (1) nesse intervalo que lambent satisfaz as condi?6es iniciais 
v(a'o) = y ( |.y (.v„) = y u para valores arbitrarios de y„ e y,\. Nesta e na prdxima se^'Ao vamos discutir solutoes 
da Eq. (I) na vizinhanta de urn ponto ordinario. 

For outro lado, se /’(.r,,) = 0. cntao ,v„ e chamado de ponto singular da Eq. (1). Nesse caxo. pelo menos 
um entre (?(.t 0 ) e /?(*„) e diferenle de zero. Em consequencia, pelo menos urn dos coeticientes p e q na Eq. 
(2) torna-se ilimitado quando x — .v„ e. portanto. oTeorema 3.2.1 nao se aplica nesse caso. As Setoes de 
5.4 a 5.7 tratam do problema de encontrar solutes da Eq. (I) na vizinhanta de um ponto singular. 

Vamos come?ar o problema de resolver a Eq. (1) em uma vizinhanta de um ponto ordinario .v„. Pro- 
curamos solutoes da forma 

y = flo -f u i (x — A'u) 4-+ o„(x — *u)” 4— • = ^ — .V,,)" (3) 

n=n 

e supomos que a serie converge no intervalo Lv .v„l < p para algum p > 0. Enquanto. it primeira vista, 
pode nao parecer atraente procurar uma solutao em forma de serie de potencias. essa e. de fato, uma 
forma conveniente e util para uma solutao. Dentro de seu intervalo de convergencia. series de potencias 
se comporlam de maneira muito semelhante a polindmios e sao facets de manipular tanto anah'tica quan¬ 
to numericamente. De fato. mesmo se obtivermos uma solutao em termos de funqdcs elemenlares, tais 
como funqoes exponenciais ou trigonometricas, precisaremos. provavelniente.de uma serie de potencias 
ou expressao cquivalente se quisermos calcula-la numericamente ou desenhar seu gtalico. 

O modo mais pratico de determinar os coeticientes a„ e suhstituir a serie (3) e suas derivadas por y,y‘ 
e y" na Eq. (1). Os exemplos a seguir ilustram esse processo. As operatives envolvidas nos procedimentos, 
como a diferencinfiio. sao justilicaveis desde que permanetamos no intervalo de convergencia As equa¬ 
tes dilerenciais nesses exemplos tambtbn tern uma importancia considered por si mesniav 


EXEMPLO 

1 


Encontre uma solutao em serie para a equatao 

y" 4- y = It, -oo < x < oo. (4) 

Como sal'emos, um coiijimto fundamental de so lutoes para essa equafiioe composto por sen v e cos i . de inodo 
que os mctodos de espan sao etn serie nao sao necess.irios para resolver essa equatin'. No entanto. esse exemplo 
ilustra o uso de series de potencias em uin caso relativamente simples. Para a Eq. (4). /’(.\) = 1. (>(v) = 0e 
ft(.v) 1, logo todo ponto c ; um ponto ordinario. 

Vamos procurar uma solutao cm forma de serie de potencias em torno de .v„ = 0 

w: 

y = ,»„ + u, i + ii..v : + • • • + a„x" + • • • = (5) 

n=0 

e supor quo a serie converge em algum intervalo l.vl < />. Difcrcnciando a Eq. (5) tcmio a termo,ubtemos 

y' = a, + 2it : .v -I- • ■ • + na„x" 1 + • • ■ = na„x" '. (6) 

«=1 

OC 

y" = 2 u z + • • • + n(n - 1 )a„x n ~ 1 + - • • = £ «(« - 1 )a„x" J . (7) 

rf»2 

Suhstiluindoy e y" pelas series (5) e (7) na Eq. (4) fornece 

V 00 

Y_ //(/> - 1 )a„x" 2 + X] u.. r" = 0. 

n=: 

Para combinar as duas series precisamos reescrever pelo menos uma delas de modo que amhas tenham o mes¬ 
mo termo geral. Assim, mudamos o fndiee do somatdrio na primeira set ie substituindo n por n + 2 e cometando 
a soma em 0 em vez de 2. Obtemos 

* ^ 

01 + 2)(/l + 1 )tln+2X" + X. a " = ^ 

n<0 n =° 

OU 

•v 

Y [(« + 2)(/l + I)flnf2 + ttn]x" = 0- 

#l*rO 


r 
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Para que essa cquaqao seja satisfeita para todo x e preciso que o coeficiente dc cada potencia de x seja nulo; 
logo, podemos concluir que 

(n + 2)(n + 1)««< 2 + ‘in = 0. « = <>.1,2,3. (8) 

A Eq. (8) 6 conhecida como uma relafao de recorrencia. Os coeficientes sucessivos podem scr calculados 
uni a urn escrevendo-se a relaqao de recorrencia primeiro para n = 0, depois para n = 1 e assim por diante. 
Neste exemplo, a Eq. (8) relaciona cada coeficiente com o que estd dois antes dele. Assim. os coeficientes com 
indices pares («„. a t ,...) e os com indices fmpares (a,, a,. a„ ...) sao determinados separadamente. Para os 
pares, temos 

a n «o a i , fl o „ a u 

a - - “JTT ~ — 2 ! * iU ~ 4.3 “ + 4 ! ’ h ~ 6-5“ 61'"' 

Esses resultados sugerem que. rm geral. se n = 2k, entao 

= * = 1,2,3. (9) 


Podemos provar a Eq. (9) por induqao matemdtica. Observe, primeiro. que ela 6 vfilida para k = 1. A seguir, 
suponha que 6 vdlida para uni valor arbitr.lrio de k c considere o caso k + 1.Temos 

a M (-1)* (-1)* +1 

fl:i ~ : = - ( 2A: + 2)(2* + l) “ (2fc + 2)(2* +l)(2*)! flH_ (2* + 2)'°"' 

Portanto, a Eq. (9) tanibem e verdadeira para k + 1 c, eni consequencia. e verdadeira para lodos os inteiros 
positivos k. 

Analogamcnte, para os coeficientes com indices inipares. 

a i a i aj a i as a i 

a > — ~ Z ? = — T7’ ~ ~ <: a ~ + sT’ a ‘ ~ i a — . 


e, cm geral. se n = 2k + I. enlSo 


a,i = ay*i = 


(2A. + I)! 


k = 1.2.3. 


Substituindo esses coeficientes na Eq. (5), temos 

2 a \ 1 

v = a„ + a,.v - — * - — x 


an 4 a, s 

— x + —x 
4! 5! 


+ (—l)” n u + (-l)"ai x :„fi + 


(2/i +1)!' 


r, x 2 x* 

2, + ^ + 

r -r 5 x i 

+ r ~ 3! + 5! 


(2n)l J 


■ + - i-- 1 *'' .r' ,+ l + 

(2/i + 1)! 


A (-D" 2n 


(2/i + 1)!' 


Agora que obtivemos formalmente as duas solutes em serie da Eq. (4). podemos testd-las quanto d con- 
vergencia. Usando o teste da razao.e f.icil mostrar que cada uma das series na Eq. (II) converge nara todo a. e 
isso jusiiliea. de forma retroativa. todos os passos usados para se obter as soluyocs . De fato, reconhecemos que a 
primeira sdrie na Eq. (l I) d cxatamenle a serie de Taylor para cos x em torno de x = 0e que a segunda d a sdrie 
de Taylor para sen x em torno de x = 0. Assim, como esperado, obtivemos a soluqao _y = a„ cos ,r + //, sen v. 

Note que nao foram impostascondi<;6es sobre a„c portanto.elas sao constantesarbitrdrias. Das Eqs. (5) e 
(6) vemos que y e y’ calculadas em.t = 0 tomam os valores a„ e //„ respectivamente. Como as condiqdes iniciais 
v(0) e y’(0) podem ser cseolhidas arbitrariamente, segue que a tl e a { devem scr arbitrdrias atd que sejam dadas 
condones iniciais especfficas. 

As Figuras 5.2.1 e 5.2.2 mostram como as somas parciais das series na Eq. (11) aproximam cos .v e sen .r. 
A medida que cresce o numero de termos, o intervalo no qual a aproxima;3o d salisfatoria torna-se rnaior e. 
para cada .v nesse intervalo. a precisao da aproximaqao melhora. No entanto. voce sempre deve se lembrar de 

•’() resultado dado na Eq. (10) e outras formulas analogas nestc capitulo podem ser provadas por um argumento de indu<;ao 
semelhanle ao que acabamos de dar para a Eq. (9). Supotnos que esses resultados silo plausfveis e omilimos o argumento de 
indu^ao daqui para a (rente. 


i 
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que uma serie de potcncias truncada fornece apenas uma aproximagao local da solute cm uma vizinhanga do 
ponto inicial .r = 0: da nao pode representar adequadamente a solugao para valorcs grandcs de Ltl. 



FIGURA 5.2.1 Aproximagdes polinomiais de cos ,v. O FIGURA 5.2.2 Aproximagdes polinomiais do sen .v. O 

valor de /id o grau do polinomio na aproximagao. valor de n e o grau do polinomio na aproximagao. 


No Exemplo 1 sabtamos desde o infeio que sen v e cos.v formavam urn conjunio fundamental de solu¬ 
gdes da Eq. (4). No entanto.se nao soubessemos disso e tivessemos tentado simplesmente resolver a Eq. 
(4) usando expansao em serie ainda assim teriamos obtido a solugao (II). Em reconhecimento do fato 
de que a Eq. (4) ocorrc com frequcncia em aplicagdes, poderiamos decidir dar nomes espcciais as duas 
solugdes da Eq. (II). talvez 


C(r) = £ 

n=0 


(2/t)!' 


5(.v) = £ 

n=0 


(~D n 

( 2 «+ 1 )! 


Jln +1 


( 12 ) 


Poderiamos. entao. perguntar quais as propriedades dessas fungoes. Por exemplo. podemos ter cerleza de 
que C(.v) e S(x) formant urn eonjunto fundamental de solugdes? Segue imediatamente da expansao em 
serie que C’(0) = I e i'(0) = 0. Diferenciando as series para C(x) e S(x) termo a ternto, vemos que 


S'(x) = C(.v). C'(x) = -S(x). 


( 12 ) 


Assim. em x = 0 temos que S’(0) = I e C’(0) - 0. Em consequencia. o wronskiano de C e S em x = 0 e 


W(CS)(0) 


1 0 
0 1 


(14) 


de ntodo que essas furtgdes formam.de fato. um eonjunto fundamental de solugdes. Substituindo.r por-.v 
em cada uma das Eqs. (12). vemos que C(-.v) = C(.v) e que S(-x) = -5(.r). Alem disso. calculando a sdrie 
inlinita- podemos mostrar que as fungoes C(.v) e 5(.v) tern todas as propriedades analiticas e algebricas 
das fungoes cosseno e seno, respectivamente. 

Embora voce tenha visto. provavelmente. as fungoes seno e cosseno pela printeira vez de um modo 
ntais elementar em termos de triangulos retangulos. e interessante que essas fungoes podem ser defini- 
das como solugdes de certas equagdes diferenciais lineares de segunda ordcm simples. Para ser preciso, 
a fungao sen .r pode ser delinida co mo a unica solugao do problema de valor inicial y~ + y = 0. v(0) =_Q, 
v'(0) - l ;a nalogamente. cos.v pode ser detimdo como a umca solugao do problem a de valor inicial y" + y = 
O.y(O) = !./(()) = 0, Muitas oulras fungoes importantes em ffsica matemdtica tambdm sao definidas como 
solugdes de deterntinados problemas de valor inicial. Para a maioria dessas fungoes n3o existe maneira 
mais simples ou ntais elementar de se estuda-las. 


EXEMPLO 

2 


Encontre uma solugao em stirie de potcncias de x para a equagao de Airy 1 

y"-xy = 0. -oo<x<oo. ( 15 ) 


Tal analise <5 feila na ScgSo 24 do livro de K Knopp. Theory on,I Application of Infinite Series (Nova York: Hafner. 1951). 
'Sir George Biddell Airy (1801-1892). astronomo e matem.itico ingles, foi dirctor do Obscrvatdno de Greenwich de 1835 a 
1881. Uma das razdes pelns quais a equagao de Airy 6 interessante t que as solugdes s3o oscilatdrias para x negative), seme- 
lhante its fungOes trigonom^tricas, e mondtonas para x positivo, semclhanle 3s (ungdes hiperbdlicas Vocd pode explicar por 
que i razo4vel esperar um tal comportamento? 


CAPiTUlO CllfCO 


Para essa equagao, P(x) = 1 , Q(x) = 0 e R(x) = - x , logo todo ponto 6 um ponto ordinario. Vamos supor que 

X 

y = Y, a ” xn (16 > 

<1=0 

e que a s6rie converge em algum intervalo Lrl < p. A rie para y" £ dada pela Eq. (7): como explicado no exem- 
plo precedente, podemos reescreve-la como 

X 

y n = £(« +2)(n + DUn+jX". (17) 

«=0 

Substituindoy e y m na Eq. (15) pelas series (16) e (17).obtemos 

00 oo oo 

^(n + 2)(n + - .r^n n .r" = ^a„jr" +l . (18) 

ns 0 n=0 n«(l 

A seguir, mudamos o indice da ultima s^rie a direita na Eq. (18) substituindo n por «-le comeyando a somar 
a partir de 1 em vez de zero.Temos, entao, 

X PC 

2 • la. + +2)(n + l)a„+ 2 .r" = Y 0 "- 

n=l n=I 

Novamente, para que essa equagao seja satisfeita para todo.v e preciso que os coeficientes das potencias iguais 
de .v sejam iguais; portanto, a, = 0, e obtemos a relag3o de recorrencia 

(n+2)(/i + l)n M +: = «<i-i para n = 1,2,3. (19) 

Como a,,., 6 dado em fungaode a„ ,.os coeficientes sao determinados de tres em tres. Assim. a„ determina a,, 
que por sua vez determina determina a 4 . que determina a,.e a, determina a,, que determina a K .... 

Como a, = 0. conclufmos imediatamente que a, = a, = a„ = ... = 0. 

Para a sequencia a,„a,, a,, .fazemos n = 1,4,7.10,... na relagao de recorrencia: 


5-6 2-3-5-6 


8-9 2•3■5■6•8•9' 


Esses resultados sugerem a formula geral 


* 2•3•5 • 6 - •• (3/i - l)(3n)’ 

Para a sequencia a,,a 4 .a 7 ,a,.fazemos « = 2.5.8.11.... na rclayao de recorrencia: 


6-7 3-4-6-7' 


9 10 3 • 4 • 6 • 7 • 9 ■ 10’ 


Em geral, temos 


«3n+l = 



3-4-6 7 {3/0(3/14-1)’ 


Assim, a solugSo geral da equagao de Airy 6 

T x } .v fc .r 3 " ] 

y = a °[ I + r3 + 2-3-5 -6 + " + 2 -3---(3/i-l)(3/i) + " J 

+ fll [ JC+ 3^4 + 3-4-6-7 + "‘ + 3 -4-- -(3 /i)(3/i4-1) + ’] ‘ (20) 

Tendo obtido essas duas solugoes em sdrie, podemos investigar agora sua convcrgSncia. Devido ao cresci- 
mento rapido dos denominadores dos termos na s£rie (20). poderiamos esperar que essas series tivessem um 
raio de convergence grande. De fato.c facil usar o teste da raziio para mostrar que ambas as series convergem 
para todo ar; veja o Problema 20. 

Supondo,por um instante.que as series convergem para todo.v.sejam y, e y 2 as fungoes definidas pelas expres- 
soes no primeiro c no segundo par de colchetes, respectivamente, na Eq. (20). Entao, escolhendo nrimeiro </„ = 1 . 
a, = 0 e depois a„ = 0. a, = 1. segue que y, e y, sao solugoes da Eq. (15). Note que y, satisfaz as condiydes iniciais 
>■,(()) = 1. >’[(()) = 0, e que y> satisfaz as condiyoes iniciais y 2 (0) = 0,yj((J) = 1. Portanto, W(y„y 2 )(0) =1 4 Oe.cm 
consequencia.y, e y 2 formam um conjunto fundamental de solugoes. Logo, a solugao geral da equagao de Airy e 


y = au.Vi(-v) + Ui.V;(v). 


—00 < x < 00 . 


As Rguras 5.2.3 e 5.2.4 mostram os graficos das solugfies y, e y 2 , respectivamente. da equagao de Airy, assim 
como os grdficos de diversas somas parciais das duas series na Eq. (20). Novamente, as somas parciais forne- 
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EXEMPLO 

3 


cem aproximaijoes locnis para as solutes cm uma vizinhanija da origcm. Embora a qualidadc da aproximaijao 
melhore a mcdida que aumcnta o niimero de tcrmos, nenhum polinomio podc rcprcscniar dc modo adcquado 
. v i c P ara valores grandcs de Lv!. l ni modo pratico de estimar o intcrvalo no qual uma soma parcial dada ^ 
razoavclmente precisa e comparar os grdficos daquela soma parcial e da proxima. obtida incluindo-se mais um 
lermo. Assim quo sc pudcr notar a separa<,'3o dos graficos, podc-se ter ccrtcza dc que a soma parcial original 
n3o c prccisa. Por exemplo. na Figura 5.2.3 os graficos para n = 24 c n = 27 comeqam a sc separar cm torno dc 
,t = -9/2. Portanto. alem dessc ponto a soma parcial dc grau 24 nao serve como uma aproximaqao da solu^ao. 

Observe que ambas as fum;6cs y, e y. sao nionotonas para x > 0 e oscilatdrias para x < 0. VocO tambem podc 
ver das figuras que as oscila?oes nao sao uniformes, mas dccaem cm amplitude c aumentam cm frequencia 
quando aumcnta a distfincia da origem. Em contraste com o Exemplo 1. as soluqocs y, e y. da equaqao dc Airy 
nflo sao fumjocs elementares que voce ja encontrou em Cdlculo. No enlanto. pela sua importancia em nlgumas 
aplicagdcs Hsicas essas funqoes tern sido estudadas extensamente, e suas propriedadcs sao bem conhccidas 
entre matematicos aplicados e cicntislas. 



FIGURA 5.2.3 Aproximayoes polinoniiais da soluijSoy,(.v) da equayao dc Airy. O valor dc it e o grau do 

polinomio na aproximaqao. 



FIGURA 5.2.4 Aproximaqocs polinomiais da solui,ao y 2 (x) da equay-ao de Airy. O valor dc n e o grau do 

polinomio na aproxima?ao. 


Encontre uma solu<;3o da equagao dc Airy em potencias de x 1. 

O ponto r = 1 * um ponto ordindrio da Eq. (15) e. portanto. procuramos por uma solu^o da forma 

n-0 

onde supomos que a sdrie converge em algum intcrvalo \x -\\< p- Entao 



202 CAPfruio Cinco 


y' = Y^na„(x - l)"' 1 = + DfWiU - 1)", 


y" = £n(n - l)fl„(T - l)"' 2 = + 2)(/i + l)a„ + ;(.t - D". 


Substituindoy ey" na Eq. (15).obtemos 

00 00 

£](n + 2)(n + lK+2(* - 1)" = .t^(7„U - l)' 1 . (21) 

ntsO n —0 

Para igualar os coeficientes das potencias iguais de (ar -1) precisamos escrever .v, o cocficiente de y na Eq. (15), 
cm potencias de (x - l);ou seja, escrevemos .v = 1 + (x - 1). Note que essa d precisamente a serie de Taylor de 
.v era torno de x = 1. Entao, a Eq. (21) fica 

00 X 

^(;i + 2)(n+ l)« n+ 2 (.t- 1)" = |1 +(x- l)]^n„(.r- 1)” 


= - 1)" + ]T\i„(.t - l)" 4 ’ 1 . 


Mudando o indice da ultima st‘rie a direita, obtemos 


]fW2)(n + l)«, 1+2 (.r- 1)" = £fl„(Jr - 1)" + J^a^x - 1)". 


Igualando os coeficientes das potencias iguais de .v - 1. encontramos 

2flj = do. 

(3 • 2)flj = fli + fl u . 

(4 • 3)fl4 = fl 2 + «|, 

(5 ■ 4)a 5 = flj + ih. 


A relasjao de recorrencia geral e 


(n + 2)(/i + 1)<W: = «„ + «„ -i para n > 1. 


Resolvendo para os primeiros coeficientes em fungiio de «, e a,, vemos que 


flu a i a o 

“ 1= y a ’‘i + s- 


flj a i flu a i 
rt4 = l2 + l2 = 24 + l2' 


_ flj a 2 _ flo fli 

a ' " 20 20 ~ 30 + 120' 


Portanto, 


’ = fl 0 ^1 + — 
+ fli - 


-l) 2 (x — l) 3 (.v-l) J (x — 1 ) 5 

2 + 6 + 24 30 + ' 


(.t-1) 3 (.t-1) 4 (x - 1) 5 

+ a, t*-l> + —g—+ —i2~ + -i20- + 


Em geral, quando a rela^So de recorrencia tern mais de dois termos, como na Eq. (22). a determinaqao de 
uma formula para «„ em fun<;ao de a„ e a, e bem complicada, se nao impossfvel. Neste excmplo, tal formula nao 
parece ser Weil. Sem tal fdrmula nao podemos testar a convergence das duas series na Eq. (23) por metodos 
diretos, como o teste da razao. No entanto, mesmo sem ter uma formula para «„ vamos ver na Seqao 5.3 que e 
possivel mostrar que as duas sdries na Eq. (23) convergent para todo x. Alem disso, elas delinem funijOes y, e y, 
que formant um conjunto fundamental de soluijoes da equaqSo de Airy (15). Assim. 

y = a u yj(x) + fliy 4 (.r) 

e a soluqao geral da equaijao de Airy para -oo < x < oo. 




Vale a pena enfatizar que,como vimos no Exemplo3.sc procurarntos uma soluqao da Eq. (1) da forma 
00 

y = £ a„(.x — ATo) f, » teremos, tambtfm, que expressar os coeficientes P(. t), e R(x) em potencias de 

n=0 
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(.V - a 0 ). De outro modo. podemos fazer uma mudanga de variavel x - a 0 =■ t. oblendo uma nova equagao 

diferencial para y cm fungao de t e depois procurar solugoes dessa nova equagao da forma £ Ao 
terminar os cdlculos, substitufmos t por x - a„ (veja o Problema 19). «=° 

Nos Exemplos 2 e 3 encontramos dois conjuntos de solugoes da equagao de Airy. As fungoes y, e y, 
definidas pelas series na Eq. (20) formam urn conjunto fundamental de solugoes para a Eq. (15) para toiio 
.r, o que lambem e verdade para as fungoes y, e y 4 definidas pelas series na Eq. (23). De acordo com a 
teoria geral de equagoes lineares de segunda ordem. cada uma entre as duas primeiras fungoes pode ser 
expressa como combinagao linear das duas ultimas fungoes e vice-versa — uni resullado que, certamente, 
nao e obvio examinando-se apenas as series. 

Finalmente, enfatizamos que nao e terrivelmente imporlante se nao forrnos capa/es de determinar o 
coeficiente geral a„ em fungao de a„ e fl,. como no Exemplo 3 .0 essencial e podermos determinar quantos 
coeficientes quisermos. Assim. podemos encontrar quantos termos quisermos nas duas solugoes em serie, 
mesmo sem conhecer o termo geral. Embora a tarefa de calcular diversos coelicienles em uma solugao 
em serie de potencias nao seja dificil. pode ser tediosa. Urn pacote de manipulagao simbdlica pode aiudar 
aqui; alguns sao capazes de encontrar urn ntimero de termos especificado ent uma solugao em serie de po¬ 
tencias em resposta a urn unico comando. Com urn pacote gralico apropriado pode-sc. lambent, produzir 
graficos como os que aparecem nas figuras desta secao. 


PROBLEMAS 


Em cada urn dos Problemas de 1 a 14: 

(a) Procure solugoes em series de potencias da equagao diferencial dada em lorno do ponto dado ay.eneontre 
a relagao de recorrencia. 

(b) Eneontre os quatro primeiros termos em cada uma das duas solugoes v, e y, (a menus que a se ; rio termine 
antes). 


(e) Calculando o wronskiano VV'(v l ,y- J )(.v,,). mostre que y, e y, formam um conjunto fundamental de solugoes. 
(d) Se possivel, eneontre o termo geral cm cada solugao 


0 y" - y = 0 . .Vo = 0 
3. y" - xy' - y = 0, ,v u = 1 
5. (1 — a)v" + y = 0, An = 0 

(7) y xy * 4 - 2y — 0, .Vu — 0 

9. (1 + x 2 )y" - 4.ry’ + 6y = 0, .v 0 = 0 

11. (3 — .v 2 )y" - 3.ry' — y = 0, .vq = 0 
13. 2y" + .vy' -f 3y = 0, Ao = 0 


- y = 0 , Ao = 0 
)y" + k 2 x : y = 0. Ao = 0, 
x) (2 + x : )y" - av' + 4y = 0. 



k constante 
A 0 = 0 


8 . av” + y' + Ay = 0. Ao = 1 
Kp (4 - x 2 )y" + 2y = 0. .v 0 = 0 

$2. (1 -A)y"+Ay'-y = 0. a u = 0 
14. 2 y f (a I )y' a- 3y — 0 , Ao = 2 



Em cada um dos Problemas de 15 a 18: 

(a) Eneontre os cinco primeiros termos nao nulos na solugao do problema de valor inicial dado. 

(b) Faga gralicos das aproximagbes da solugao com quatro e cinco termos no mesmo conjunto de eixos. 

(c) Estime. a partir dos gralicos no item (b).o intervalo no qual a aproximagao com quatro termos c razoavel- 
j mente precisa. 

(jfy y" - Ay' - y = 0, y(0) = 2, y'(0) = I; Veja o Problema 2 
16. (2 + a 2 )y” - Ay’ + 4y = 0, y(0) = -1, y'(0) = 3; Veja o Problema 6 

y" + xy' + 2y = (), y(0) = 4. y'(0) = -1; Veja 0 Problema 7 

(1 — A)y" -f Ay' — y = 0, y(0) =-3. y'(0) = 2; Veja o Problema 12 

19. (a) Fazendo a mudanga de variavel a - a () = t e supondo que y tern uma serie de Taylor em potencias de t, 
eneontre duas solugoes de 

y" + (A- 1 ) 2 y' + (a 2 - l)y = 0 


em series de potencias de a - 1. 

(b) Mostre que voce obtem o mesmo resullado diretamente supondo que y e dado por uma serie de Iaylor 
em potencias de a - 1 e expressando o coeficiente a 2 - 1 cm potencias de a - 1 . 

20. Mostre diretamente, usando o teste da ra/.ao. que as duas solugoes em s 6 ric em torno do ponto a = 0 da 
equagao de Airy convergent para todo a; veja a Eq. (20) do texto. 

21. A Equagao de Herinite. A equagao 

y" - Zxy' + ky = 0, 


—00 < a < 00 , 
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(iikIc k e constante, e conhecida como a equa<pio de Hermile.' F.sla e uma cqua^ao importante na ffsica 

matematica. 

(a) Encontre os quatro primeiros icrnios cm cada uma de duas soluejoes linearmentc independentes cm 
lorno de x = 0. 

(b) Note que se k for urn inteiro par nao negativo, entao uma ou outra das solufdcs cm serie tormina 
e torna-sc um polindtnio. Encontre as solutes polinomiais para a - 0.2,4.6.8 e If). Note que cada 
polinomio e determinado a me nos de uma constante multiplicative. 

(c) O polinomio de I iermite //„(.v) e definido como a soluipio polinomial da cquayAo de Hermile com k 

- 2/i para a qual o coeficiente de .V 6 2". Encontre /7„(.v)./7,(.r). 

22. Considere o probletna de valor inicial y' = N /l — ,» -._>•(()) — 0. 

(a) Mostre que v = sen .v e a so I u<,'a o deste problema de valor inicial. 

(b) Procure uma solu;<lo do problema de valor inicial em forma de serie de potencies cm torno de x = 0. 
Encontre os coelicientes dessa serie ate o termo contendo v‘. 


Em cada um dos Problemas de 23 a 28. faqa o gratico de diversas somas parciais da soluyAo em serie do pro¬ 
blema de valor inicial dado cm torno de x = 0. obtendo. assirn. grdficos analogos aos ilustrados nas Figuras 5.2.1 
aid 5.2.4. 


23. y" - xy' - y = 0. y<0) = 1. y (0) = 0: Veja o Problema 2 

£•1 24. (2 -t- x-)y" - xy' + 4y = 0. y(0) = 1. y (0) = 0: Veja o Problema 6 

& y ' + x y + ^. v = **• y(0) = 0. y (0) = 1: Veja o Problema 7 

<>*' (4 - r )y' 4- 2y = 0. v(0) = 0. y (0) - I: Veja o Problema 10 

q' 27. y" -t-.rv = 0. y(0) = 1. y’(0) = 0; Veja o Problema4 

28. (I -,r)y" + ,ty’-2v = 0. y(0) = 0. y’(0) = l 


5.3 Solugoes em Serie Perto de um Ponto Ordinario, Parte II 

Consideramos. na serjao precedente. o problema de encontrar solu^oes de 

P(x)y" + C?(v)y' + R(x)y = 0, (1) 

ondc P.Q e R sao polinomios.na vi/inltam,'a de um ponto ordinario.v„.Supondo que a I iq. (I) tem.de fato, 
uma solutjao v = <i>(x) e que <p tern uma serie de Taylor 

y = r/„(.v - .v,,)' 1 , (2) 

n=0 

que converge para Lv-.v„l < p.onde /> > 0. \imos que t/„ pode ser determinado substituindo-se.diretamen- 
te.y na Eq. (1) pela serie (2). 

Vantos considerar, agora, como justilicar a alirmacao de que se .v,, e um ponto ordinario da Eq. (I), 
entao existent sulugoes da forma (2) . Vamos considerar. lambent, a questao do raio de convergencia de tal 
serie. Ao fazer isso. sereinos levados a uma gencralizaqao da deliniyao de ponto ordinario. 

Suponha. entao. que exisle uma soluyao da Eq. (1) da forma (2). Diferenciando a Eq. (2) m vezes e 
fazendo .v igual a .t,„ segue que 

m\a,„ = </>'" n (xo). 

Logo, para calcular a„ na serie (2) precisamos ntostrar que podemos determinar <jt‘%x 0 ) para n = 0 . 1 . 2 .... 
a partir da equaqao diferencial (I). 

Suponha que v = <p(x) 6 uma solu^ao da Eq. (1) satisfazendo as conduces iniciais y(.v„) = y,,.y'(.v,,) = y,’. 
Entao, « u = y„ c n, = y, j. Se estivermos inleressados apenas em encontrar uma solu^ao da Eq. (1) sem espe- 
cilicar condiqoes iniciais. entao n„ e a, perntanecem arbitrarios. Para determinar </>""(*„) e os coelicientes 
correspondentes a„ para /t = 2.3,.... voltamos para a Eq. (1). Como tp e uma solu^-ao da Eq. (I). temos 


'Charles Hermite (1822-19011 foi urn analista e aleebrista trances influcnte. Introduziu as (unifies de Hermile cm 1864 e 
mostrou, em 1873. que <• e um niimero transcendental (ou seja. e nao c 1 rai/ de nenhuma equagao polinomial com coelicientes 
racionais). Seu nome tamWm csta associado fis niatri/es hermitianas (veja a Se<;5o 7.5), algumas de cujas propriedadcs ele 
descobriu. 
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Teorema 5.3.1 


P(x)<p"(x) 4- Q(x)tt>’(x) + R(x)fp(\) - (). 

No intervalo cm lomo dc .v„ onde /* nunca sc anula. podemos cscrcvcr essa equji,ao na totnta 

<p"(x) = -p(x)<p'(x) - </(.v)0(.v), (3) 

onde p{x) = Q(x)/P(x) e q(x) = R(x)/P( v). Fa/endo i igual a ,v„ na Fq. (3). temos 

<t>"(x o) = -p(x t i)0'(.v o ) - <y(.vo)0(.v,»). 

Portanlo,«, e dado por 

2!«i = <t> (-'•'n) = — />(.Vii)ni - qr(.vo)rt|,. ( 4 ) 

Para dctcrniinar </,. difcrcnciamos a Fq. (3) c depois fazemos.v igual a obiendo 

3!«3 = = I/></>' + (/)' + </)0' 4 <i'(P I 

4 - Vo 

= —2!/?(.Vn)fl2 - |/>'(.Vu) + q(Xa)]ai - r/'u,i)«(.S) 


A suhsliluiqao dc a. pcla expressao obtida da Eq. (4) foniece o, cm termos dc n- c i/„. ( onto /'. (J c A’ sao 
polinomiose /'(v„) 4 0.todasasdcrivadasdeper/existent ent v„. I ogo.podemosconlinuaraUiferenciar 

a Eq. (3) indefmidumenle, determinando. apds cada difereneiacao. os coclicicntcs sucessivos a,, u . 

fa/endo .v igual a ,v„. 

Note que a propriedade intporlanle que usarnos na determinaqSo de a„ c que podemos calcular uma 
inlinidade dc dcrivadas das fumades /> e q. Pode parecer ra/oavel relaxar nossa hipdlesc de que as tun- 
qdes /> e q sao quocientes de polinomios e supor. simplcsmente. que sejant inlinitamenie dilercnciavcis 
ent uma v i/inltuinja dc ,v„. Inl’clizmente, essa condiqao e niuiio fraca para garantir que podemos provar a 
convergencia da expansao cm silrie resultante para y = 4>(\ ). E ncccssario supor que as futtedes /> e q sao 
iMiiltticii'i ent \ : ou seja, que elas tent expansdes ent serie de Taylor que convergent ent.ileum intervalo 
ent torno do ponto i : 

OC 

p(.v) = p» +/>|(A - til) + • • • +/>,.(.V - Vi|)" f • • • = 7 >„U - .r u )", ( 6 ) 

n=0 


qi t) = q» + r/i (v - .v„) + • • • + q„(\ - \ ^ qjx - .v«4". (7) 

n=n 

Com essa ideia ent mettle, podemos geiterali/ar as delinicde> de ponto ordinario e ponto singular da Eq. 
(I) da xeguinte maneira sc as lunydcx /> = Q ! l‘ e q - R/P forem analilieas ent .Vn, cnlao o ponto v„ c dito 
lint pont o ordinario da cquayao dilereneial (I );easo eoitlrario. e um ponto singular 

Vamos agora considerar n problenta do intervalo de com ergencia da soluijao ent serie. Lima posxibili- 
dade e calcular.explicitantente, a solu^ao cm serie para cada problenta e usat um d»ts testes de convergen¬ 
cia de unta serie inlinita para delerminar seu raio de convergencia. Infclizmenie. esses testes requerem 
que oltlenhamos uma expressao para o coeficienle geral u„ cm lum,ao de n, unta tarefa muiio dificil. se 
nao intpossivel. com Irequencia; lentbre o Exempli) 3 na Sei;ao 5.2. No entaitto. essa questao pode ser 
respondida imediatamente para uma classe ampla de problemas pelo teorema a seguir. 


Se .V|, for um ponto ordinario da equavao dilereneial (1) 


P(x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0, 

ou seja.se p = QIP e q = R/P forent analiticas cm .v u , entao a solug2o geral da Eq. (1) sera 

OC 

y = ^ a n( x - X " ] " ~ a ° yi {X) + ( 8 ) 

M=0 

onde a„ e <t, sao arbitrdrios, e y, e y> sao duas solu(,"des em series de potencias que sao analiticas cm Xq. 
As solu(dcs y t e y 2 formant uni conjunto fundamental de solu<;6es. Alem disso, o raio de convergencia 
de cada uma das soluijoes ent s£rie y, e y 2 e pelo mcnos tao grande quanto o minimo dos raios de con- 
vergdneia das sdries para p e q. 
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EXEMPLO 

1 


EXEMPLO 

2 


EXEMPLO 

3 


Para ver que >', e y, formant um conjunto fundamental de solutes, note que eles tem a forma y,(.t) = 1 
+ h,(x-x a y + ... cy,(.r) = (.v-.r,,) + c,(.v-.r 0 ) : + ....onde h : + c 2 = a 2 . Logo, v, satisfaz as condi(;ocs iniciais 
v,(.t 0 ) = 1,y,'(.r„) = 6 e y : satisfaz as cond^oes iniciais y 2 (.r„) = 0, v 2 (r„) = 1. Logo, VP(y,.y : )(.v„) - I. 

Note lambern que embora o crilculo dos coeficientes atraves de diferenciatjoes sucessivas da equa^ao 
difcrencial seja excelente do ponto de vista tedrico. nao <?. em gcral. um procedimento computacional 
pratico. Em vez disso, e melhor substituir y na Eq. (1) pela serie (2) e deterniinar os coeficientes de modo 
que a equa<;ao diferencial seja satisfeita.como nos exemplos da seqao precedente. 

Nao demonstraremos esse tcorema que. em uma forma ligeiramente rnais gcral, e devido a Fuchs. 6 O 
que importa para nossos propdsitos e que existe uma solu;3o em sdrie da forma (2) e que o raio de con- 
vergencia dessa solu^ao em serie nao pode ser menor do que o nienor entre os raios de convergence das 
series para p e r/; logo, precisamos apenas deterniinar esses raios. 

Isso pode ser feito de duas maneiras. Novamente, uma possibilidade e calcular as series de potencias 
para p e q e depois determinar seus raios de convergencia usando um dos testes de convergence para 
series iniinitas. No entanto, existe um modo mais fdcil quando P, Q e R sao polinomios. Na teoria de 
fundoes de uma varidvel complexa mostra-se que a razao de dois polinomios, digamos QIP. tem uma 
expansao cm stSrie de potencias que converge em tomo de um ponto ,v„ se /’(.r u ) * 0. Alem disso.supondo 
que todos os fatores comuns entre Q c P foram cancelados. o raio de convergencia da serie de potencias 
para QIP cm torno do ponto ,v 0 6 exatamente a distancia de x 0 a raiz mais preixima de P. Ao determinar 
essa distancia. precisamos lembrar que P(x) = 0 pode ter raizes complexas, e elas tambem tem que ser 
levadas em consideraijao. 


Qual e o raio de convergencia da serie de Taylor para (1 + a ) 1 em torno de x 0? 

Um modo de procedcr e encontrar a s£rie de Taylor em questao. a saber, 

' = ! - .r 2 + .r 4 - .r 6 + • • • + (-1 )"x 2n + • ■ •. 

1 + .r 2 

Pode-se verificar.entao. pelo teste da razao,que p = I. Outra abordagem c notar que os zeros de 1 + a’ sao x = 
±i. Como a distancia de 0 a i ou a no piano complexo 6 1. o raio de convergencia da serie de potencias em 
torno de .v = 0 <5 l. 


Qual 6 o raio de convergencia da serie de Taylor para (v : - 2v + 2) 1 cm torno de x = 07 I em torno de v I? 
Em primeiro lugar. note que 

x 2 - lx + 2 = 0 

tem solui;6es x = 1 ± /. A distancia de x = 0 a x = 1 + / ou a .t = I -1 no piano complexo <5 •/!, logo, o raio de 

30 

convergencia da expansao em s^rie de Taylor XI a « x " em torno de x = 0 e -Jl. 

n=() 

A distancia no piano complexo de .v = 1 a x = 1 + i ou a x = 1 - / e 1; logo o raio de convergencia da expansao 

OO 

em s£rie de Taylor XI b H (x - 1)" em torno de .r = 1 6 1. 

n-0 

De acordo com oTeorema 5.3.1, as solu^oes em serie da equaqao de Airy nos Exemplos 2 e 3 da se?ao 
precedente convergem para todos os valores de ,v,ja que.em cada um dos problemas. P(x) - I e, portanto, 
nunca se anula. 

Uma solutjao em sdrie pode convergir para outros valores de .v, alem dos indicados noTeorema 5.3.1, 
de modo que o teorema fornece, de fato, apenas uma cota inferior para o raio de convergencia da soluqao 
em sdrie. Isso e ilustrado pelos polindniios de Legendre, que satisfazem a equa?ao de Legendre dada no 
prdximo exemplo. 

Determine uma cota inferior para o raio de convergencia das soluijoes em s£rie em torno de x = 0 da equayao 
de Legendre 


"Immanuel Lazarus Fuchs (1833-1902) foi estudanle e. mais tardc. professor na University of Berlim. Provou o resultado 
do Tcorema 5.3.1 em 1866. Sua pesquisa mais importante foi sobre pontos singulares de equates diferenciais lineares. Ele 
reeonheceu a importancia dos pontos singulares regulares (Se<;ao 5.4). e as equates cujas unicas singularidadcs. incluindo o 
ponto no infmito. s3o pontos singulares regulares: s5o conhecidas como equayocs de Fuchs. 


1 


r i rn*fif?»i 
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EXEMPLO 

4 


3 

_ EXEMPLO 

5 


PROBLEMAS 


(1 - x 2 )y" - 2xy' + a (a + 1 )y = 0. 

onde u e constante. 

Note que P(x) = 1 - x-. Q(x) = -2x e R(x) = a(a + 1) sao polindmios e que os zeros de /’. a saber, .r = ± 1. 
distam 1 de x = 0. Logo, uma solu^ao cm serie da forma ]T a„x" converge pelo menus para Lvl < 1 e, possivel- 

menie. para valores maiores de x. De fato. pode-se moslrar quc se or e um inteiro positivo. uma das solu<;6es 
cm serie lermina apds um numero tinilo de termos e. portanto, converge para todo x e nao apenas para Lvl < 1 ■ 
Por exemplo.se or = 1.a soluqao polinomial e y = x. Veja os Problemas 22 ate 29. ao final desta sc<;ao. para uma 
discussao mais completa da equaqao de Legendre. 


Determine uma cota inferior para o raio de convergencia da soluyao em serie da equatpio diferencia! 

(1 4-.v 2 )v" + Ixy' + 4x 2 y = 0 (9) 

em torno do ponto .v = 0 e em torno do ponto.v = — j. 

Novamente. Q.Pe R sao polindmios c P tern raizes x = ±i. A distancia no piano coniplexo de 0 a ±i e 1 e a 
distanciade-*a±f£ 1 + \ = >/5/2. Assim. no primeiro caso. a sdrie £ a„x" converge pelo menus para Lvl < 

x r=0 

1 e, no segundo caso. a serie £ bn (.v + j)” converge pelo menus para |.v + 11 < «/5/2. 

n=l) 

Uma observaqao interessante que podemos fazersobre a Eq. (9) segue dosTeoremas 3.2.1 e 5.3.1. Suponha 
que sAo dadas as condi^oes iniciais y(0) = y„ e y’(0) = y,'. Como 1 + .r *■ 0 para todo ,v. sabemos. do Teorema 
3.2.1. que o problema de valor inicial tern uma unica soluqao em -oc < x < «o. Por outro lado. o Teorema 5.3.1 

X 

garante apenas uma soluqao em serie da forma Y. a„x M (com a„ = y,„ a, = ) para -1 < x < I. A soluyiio unica no 

ns <> 

intcrvalo -oc < .v < oc pode nao ter uma expansao em serie de potencias em torno de v = 0 que convirja para 
todo x. 


Podemos determinar uma soluijao em sdrie em torno de .v = 0 para a equa^ao diferencial 

y" + (senv)y' + (1 + .v 2 )y = 0. 
e. se for o caso, qual o raio de convergencia? 

Para esta cquaqao diferencial. p[x) = sen v e q(x) = 1 + x : . Lembre-se do Calculo que sen x tern uma expan¬ 
sao em serie de Taylor em torno de .v = 0 que converge para todo .t. Alem disso, q tambdm tern uma expansao 
em serie de Taylor em torno de .t = 0. a saber. q(x) - 1 + .v\ que converge para todo r. Portanto. a equaqao tem 

uma soluqad em serie da forma y = £ a„x", com e a, arbitrarios. e a serie converge para todo .t. 

n=n 


Em cada um dos Problemas de I a 4. determine 0"(.v„). <t>'"(x tl ) e 0 lJ, (.v o ) para o ponto dado .v„. se y = 0(.r„) e uma 
solui^o do problema de valor inicial dado. 


1. y" + xy' + y = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0 

(2^ y" + (sen.t)/ + (cos.v)y = 0; y( 0) = 0, y'(0) = 1 

Gj ,t ! y" + (l+x)y' + 3(ln x)v = 0; y< 1) = 2. y'( 1) = 0 

4. y" + x 2 y‘ + (senr)y = 0; y(0) = a,>. y'(0) = a 1 


Em cada um dos Problemas de 5 a 8. determine uma cota inferior para o raio de convergencia da solugao em 
serie da equaijao diferencial dada em torno de cada ponto x„ dado. 

(5) y" + 4y' + 6.vy = 0: .r n = 0. x« = 4 

6. (.v 2 — lx - 3)y" + xy' + 4y = 0; -to = 4, Xo = -4. *0 = 0 
^7) (1 -f- x 3 )y" + 4xy' + y = 0; .t 0 = 0. .to = 2 

8. xy" + y = 0; x Q = 1 

9. Determine uma cota inferior para o raio de convergencia da soluqao em serie em torno de x 0 dado para 
cada uma das cqua<;6cs diferenciais dadas nos Problemas de 1 a 14 da Se^ao 5—. 
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10. A Equayao de Chebyshev. A equayao diferencial de Chebyshev’ e 

(1 - x 2 )y" — xy' 4- a 2 y = 0. 


onde a e constantc. 

(a) Determine duas soluyoes em series de potencias de .v para Lvl < 1 e mostre qtie elas formam um con- 
junto fundamental de soluyoes. 

(b) Mostre que, se a for um inteiro nao negativo n. entao existe uma soluyao polinomial de grau n. Esses 
polinomios, quando normalizados adequadamente. sao chamados de polinomios de Chebyshev. Eles 
sao muito liteis em problemas que necessitam de uma aproximayao polinomial para uma funyao defi- 
nida em -1 < x < 1 . 

(c) Encontre uma soluyao polinomial para cada um dos casos a = n = 0,1.2 e 3. 

Para cada uma das equayocs diferenciais nos Problemas de 11 a 14, encontre os quatro primciros termos nao 
nulos em cada uma de duas soluyoes em sdrie em torno da origem. Qual o valor que voce espera que lenha o 
raio de convergencia de cada soluyao? 

11. >•" + (seav)y = 0 12. e'y" 4- xy = 0 

13. (cos x)y" + xy' — 2y = 0 14. e~ x y" 4- ln( 1 + x)y' — xy = 0 

^5^ Sejam .r e ,v : soluyoes da equayao diferencial P(x)y' - Q(x)y’ + R(x)y = 0. Voce pode dizer se o ponto x = 

0 e um ponto ordinario ou singular? Prove sua resposta. 


Equaybes de Primeira Ordem. Os metodos de expansao em series discutidos nesta seyao sao diretamente 
aplicaveis ft equayao diferencial linear de primeira ordem P(x)y' + Q(x)y = 0 em um ponto x,„ se a funyao p = 
QIP tiver uma expansao em serie de Taylor em torno desse ponto. Tal ponto e chamado de ponto ordin<1rio e, 

alem disso. o raio de convergencia da serie y = Y. a n( x ~ Xo) n & P<-'l 0 menos tao grande quanto o raio de con- 

;i=l) 

vergencia da serie para QIP. Em cada um dos Problemas de 16 a 21. resolva a equa?ao diferencial dada por uma 
serie de potencias em x e verifique que a,, e arbitrario em cada caso. Os Problemas 20 e 21 envolvem equaqoes 
diferenciais nao homogeneas para as quais os metodos de expansao em series podem ser estendidos facilmente. 
Sempre que possfvel, compare a soluqao em serie com a obtida pelos metodos do Capftulo 2. 

16. / — y = 0 17. y' — xy = 0 

18. y' = e* 2 y, so ires termos 19. (1 — .v).\ = y 

20. y' - y = x 2 21. y + xy = 1 + x 

A Equayao de Legendre. Os Problemas de 22 a 29 tratam da equayao de Legendre' 1 

(1 -x 2 )y" - 2xy -f a (a + 1)y = 0. 

Como indicado no Exemplo 3, o ponto .v = 0 e um ponto ordinario dessa equayao, e a distancia da origem ao 
zero mais prdximo de P(x) = 1 - .r e 1. Logo, o raio de convergencia da soluyao em serie em torno de .v = 0 e 
pelo menos 1. Note, tambdm.que basta considerar a > -l.pois.se a < -1,entao a substituiyao a = -( 1 + gj.onde 
y > 0. leva a equayao de Legendre (I - .v : )v” - 2vv' + yiy-r 1 )y = 0. 

22. Mostre que duas soluyoes da equayao de Legendre para Lvl < 1 sao 

or(ar + l) t a(a — 2)(ct + \)(a + 3) 4 
y\ (x) = 1-^-.r +-r--t 


2 ! 

+ £(-i>" 


4! 


(or — 2m 4- 2)(a + 1) • 


(2m)! 


(or 4-2m - 1) , 
- x 




(a-l)(«4 2) , (a — l)(a — 3)(a 4- 2)(ar 4- 4) , 
= x ---,r 4--—- x 


+ Y"( I'm ~ !) • ■ • (« ~ 2m + 4- 2) • ■ • (Of 4- 2m) ?J „ +| 

^ (2m 4- 1)! 

m-y 


7 Pafnuty L. Chebyshev (1821-1894), professor da Petersburg University durante 35 anos e o matematico russo mais inlluente 
do sdculo XIX, fundou a chamada escola de Sao Petcrsburgo. que produziu uma longa linhagem de matcmaticos importantes. 
Seus estudos sobre os polinomios de Chebyshev comeyaram em torno de 1854, como parte de uma investigayao de aproxima- 
yao de funyoes por polinomios. Chebyshev tambdm 6 conhecido por scu trabalho em teoria dos mimeros e probahilidade. 
"Adrien-Marie Legendre (1752-1833) teve varias posiyoes na Academic- des Sciences francesa a partir de 1783. Seus trabalhos 
principals foram nos campos de funyoes elfticas e teoria dos mimeros. As funyoes de Legendre, soluyoes da equayao de Le¬ 
gendre, apareceram pela primeira vez cm 1784 em seu estudo sobre a atraySo de esferoides. 
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23. Mostre quo se or for zero ou um inteiro positivo par 2n, a solugao cm ric v, sc rcduz a um polinomio 
de grau 2n contendo apenas potencias pares de .v. Encontre os polindmios correspondcnles a a = l), 2 e 4. 
Mostre que.se or for um inteiro positivo fmpar 2n + l.entao a sotugSocm serie y, se redu/ a um polinomio 
de grau 2/i + 1 contendo apenas potencias fntparcs de .v. Encontre os polindmios correspondcnles a a = 1. 
3 e 5. 

O' '• 24. ° polinomio de Legendre P„(.t) e definido como a solugao polinomial da cquagSo de Legendre com a = n 
que satisfaz. tambem. a condigao P„( 1) = 1. 

(a) Usando os resultados do Problema 23. encontre os polindmios de Legendre /’„( \) l\(x ). 

(b) Faga os graficos de PJx) . t\(x) para -1 < ,v < 1. 

(c) Encontre os zeros de P u (x ).P<(.v). 

23. Pode-se mostrar que a formula geral para P„(.r) e 

Pw - 1 .y i-VQ"-2kv , 

* 2" t^k'.{n-k)\(n-2k)' ' 

onde L/t/2j denota o maior inteiro menor ou igual a n/2. Observando a forma de P„(.v ) para 11 par e fmpar. 
mostre que P„( 1) = (-1)". 

26. Os polindmios de Legendre lent um papel importante em ffsica matemalica. Por c.xemplo, ao se resolver a 
cqungao de Laplace (equagao do potencial) em coordenadas esfericas. encontrantos a equagao 

d 2 F(<p) dF(<p) , _ 

——— -t-cotg>—:—+«(n 4- l)F(v) = 0. 0 < w < it. 

(lip- dip 

onde 11 6 um inteiro positivo. Mostre que a mudanga de variavel v = cos <p leva a uma equagao de Legendre 
com a = n para y = f(x) = F (arccos v). 

f 21) Mostre que. para 11 = 0.1.2,3, o polinomio de Legendre correspondent 6 dado por 

I il" 

PM = -rzfx 1 - 1 )". 

2"n\ ilx n 

Esta formula, conhecida como formula de Rodrigues.' 1 6 valida para todos os inteiros positivos n. 

28. Mostre que a equagao de Legendre tambem pode ser escrita como 

|( 1 - .v 2 )>•'I = -ur(or + l).v. 

Segue, entao. que 

III -.r)P„<*)]' = -«(« + l)Pn(v) e ((1 -.r)P m U))' = -m(« 1 + 1)P„,U). 

Multiplicando a primeira equagao por P m (.v).a segunda por P„(.v). integrando por partes e depois subtrain- 
do uma equagao da outra. mostre que 


I P„{x)P m (x) dx = 0 


se n in. 


Esta propriedade dos polindmios de Legendre e conhecida como a propriedade de ortogonalidade. Se 
m = 11 . pode-se mostrar que o valor desta integral £ 2I(2n + 1). 

Dado um polinomio/de grau 1 i.e possfvel expressar/como uma combinagao linear de P t , P ; .P 

fix) = ]T«*P*(.t). 

A-0 

Usando o rcsuliado do Problema 28. mostre que 

a k = f fWHWd*- 


Equates de Euler; Pontos Singulares Regulares 

Ncsta segao vamos comegar considerando conto resolver equagdes da forma 

P(x)y" + Q(x)y + R(x)y = 0 (1) 

*Olinde Rodrigues (1794-1851) publicou cste resullado como parte de sua lese de doutorado na Prole Norn,ale cm Paris em 
1816. Mais tarde tornou-se banqueiro e reforntador social. 
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na vizinhanqa de um ponto singular x 0 . Lembre-se de quc sc as fun^'oes P.Q e R sao polindmios sem fa- 
lores comuns. os pontos singularcs da Eq. (1) sao os pontos nos quais P(x) = 0. 

Equates de Euler. Uma equaqao diferencial relativamente simples que tem um ponto singular e a equu- 
qao de Euler" 1 

L[y] = x 2 y" + axy' + fiy = 0, (2) 

onde a e beta sao constantes reais. Neste caso P(x) = .r 2 , de modo que x = 0 e o tinico ponto singular re¬ 
gular da Eq. (2): todos os outros sao pontos ordimlrios. Por conveniencia. vamos considerar, primciro, o 
intervalo .v > 0; mais tarde estenderemos nossos resultados para o intervalo x < 0. 

Note que (,r r )' = rx' 1 e (*')’’ = r(r- 1 )x r2 . Logo.se supusermos que a Eq. (2) tem uma solu^ao da for¬ 
ma 

y-*' * (3) 

obtemos 

L[x r ] = x 2 (x r )" + ax(.x r )' + f$x r 

= x r [r(r-l) + otr + P). (4) 

Se r e raiz da equa?ao de segundo grau 

F(r) = r(r - 1) -f ar+ ft = 0. (5) 

entao L[.v ] e zero e y = r' e uma solu^ao da Eq. (2). As rafzes da Eq. (5) sao 

-(a —1)±>/<« —l) 2 —4/* 

ri,r 2 = - 2 -• ( 6 ) 

e F(r) = (r - r,)(r - r : ). Como para equates diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes 
constantes, 6 necessdrio considerar separadamente os casos nos quais as rafzes sao reais e diferentes. reais 
e iguais, e complexas conjugadas. De fato, a discussilo inteira sobre equates de Euler e semelhante ao 
tratnmento de equates diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes no Capftulo 
3, com e r> substitufdo por .v'. 

Raizes Reais e Distintas. Se F(r) = 0 tem rafzes reais r, e r. com r, * r : . entao y,(.v) = .v' 1 e y.(.v) = .v f sao 
solu<;6es da Eq. (2). Como 

= ( r 2 - ri).r ,,+r; - 1 

nao se anula se r, =£ r, e .v > 0. segue que a solu^iio geral da Eq. (2) e 

y = c\x r ' + .r > 0. (7) 

Note que, se r nao for racional, entao .v' e definida por x' = e''" r . 


EXEMPLO 

1 


Resolva 


Ix'y" + 3:xy - y = 0, x > 0. 


Substituindoy =x r na Eq. (8). obtemos 

x'[2r(r — 1) + 3r — 1] = x'(2r +r - l) = .t'(2 r- l)(r+l) = 0. 
Logo r, = f e r 2 = -1, de modo que a soluijao geral da Eq. (8) (5 

y = c 1 .r 1/2 -t-c 2 .C 1 , x > 0. 


( 8 ) 


(9) 


Raizes Iguais. Se as rafzes r, e r : sao iguais, obtemos apenas uma solu^ao y,(.r) = x' da forma proposta. 
Pode-se obter uma segunda soluqao pelo metodo de redu^ao de ordem, mas vamos considerar, para nossa 
discussao futura, um metodo alternativo. Como r, = r 2 , F(r ) = (r - r,) 2 . Assim, nesse caso, aldm de F(r,) = 


'"Esta equagao e chamada algumas vezes de equagdo de Cauchy-Euler ou equagao equidimensional. Ela foi estudada por 
Euler cm ccrca de 1740, mas sua solutptn j.i era conhccida por Johann Bernoulli antes de 1700. 
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EXEMPLO 

2 


0, tcmos, tamWm, F(r,) = 0. Isso sugere a diferenciaqao da Eq. (4) cm relaqao are. depois. a atribuicSo r 
igual a r,. Diferenciando a Eq. (4) cm relagao a r. temos 

Substituindo /-’(r), trocando as ordens de integral cm relaqao a ,r e cm rela<,'ao a r. e notando quc 
i)(x r )/<)/■ = x' In r, obtemos 

Hx' In x] = (r - r,) V In a: + 2(r - r, )x r . (10) 

A expressao 3 direita do sinal de igualdade na Eq. (1U) 0 para r - r, ; portanto. 

y 2 (*) = x r ' ln.r, .t > 0 ( 11 ) 

6 uma segunda soluqao da Eq. (2). Calculando o wronskiano, vemos quo 

W(x?',x r ' In jc) = x 2r, ~ l . 

Logo, at' 1 e a' 1 In x formam um conjunto fundamental de solufdes para x > O.e a solu^ao eeral da Eq. (2) 
€ 

y = (c t + ci In .r).v r| . .r > 0. (12) 


Resolva 


.vV' + 5,yv' + 4y = 0. x > 0. 


Subsliluindo y = .r' na Eq. (13). obtemos 

Ar'|r(r - 1) + 5r + 4| = x'ir + 4r + 4) = 0. 


Portanto. r, = r, = -2 c 

e a solus’ilo geral da Eq. (13). 


y = x J (C| +C 2 In a:). x > 0 


(13) 


(14) 


Raizes Complexas. Finalmenle.suponhaque as raizes r, e r 2 s3ocomplexasconjugadas.digamos,r, - >. + i/i c 
r, = X - i/t ,com // 0. Precisamos explicar agora o signilicado de x r quando r 6 complexo. Lembrando que 

x r = e r ' nx (15) 

quando v > 0 ere real, podemos usar essa equat;3o para definir.x r quando r ti complexo. Entao, usando a 
formula de Euler para e“‘ obtemos 

V ;.+IM __ t ,(A+iVitln.t _ g Aln.tgi> ln.t _ X k g iix\nx 

= jc*[cos(/i Inx) +/sen(M ln.r)l. .t > 0. (16) 

Com essa defini^ao de .t' para valores complexos de r. pode-se verificar que as regras usuais da algebra e 
o calculo difcrcncial continuum validos, logo .t' 1 e x' : sao. de fato, soluqdes da Eq. (2). A solut^ao geral da 
Eq. (2) £ 

y — Cix^' 11 + cix y ~ i>L . (17) 

A desvantagem dessa expressao £ que as fun^oes x k ' ll ‘ e x x ~ il ‘ tomam valores complexos. Lembre-se de 
que ti vemos uma situai^ao semelhante no estudo de equai,'6es diferenciais lincares de segunda ordem com 
coelicicntes constantes quando as raizes eram complexas. Da mesma forma que fizemos anteriormente, 
podemos observar que as partes real e imaginaria de .r 1 "**. a saber. 

.r* cos(/z In at) c x x sen(n\nx) (18) 

tambem sao solu<;6es da Eq. (2). Um calculo direto moslra que 

WlA^cosf/A lnAf),A: x sen(/A ln.x)] = nx 2 * '. 

Portanto, essas solu<;des formam um conjunto fundamental de solu<;6es para .t > 0, e a soluqao geral da 

Eq. (2) 6 

y = C\X^ cos(n ln.v) + cix y sen(/x ln.r). 


(19) 
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y = jt' 1M cos(5 lm) 


y=x' a 


y=x *2 


y = x In x. 


FIGUR A 5.4.3 Solu^ao dc unia equa^ao 
dc Euler; raizes complexas com parte real 
positiva. 


F1GURA 5.4.4 Segundas soluqoes tipicas 
de uma equa^io de Euler com raizes 
iguais. 


A extensSo das solu^dcs da Eq. (2) para o inlervalo a < 0 pode ser feila dc modo relalivamentc dire to. 
A dificuldade esta em compreendero signilicado de a' quandore ncgalivo e nan e inteiro ;analogamenlc. 
In x nao esta delinido para x < 0. As solugoes da equayao de Euler que eiiconlramos para ,v > 0 s3o vdlidas 
para x < 0 mas sao, em geral, complexas. Assim, no Exemplo 1, a solu^ao v' e imaginaria para x < 0. 
Sempre 6 possivel obter stiluses reais da equa?ao de Euler (2) no intervalo x < 0 fazendo a ntudan^a 


Vamos considerar, agora, o comportanienlo qualitative das solucoes da Eq. (21 petto do ponto singu¬ 
lar .v = 0. Isso depende inteiramente da natureza dos expoentes r, e r : . Em primeiro lugar. se r lor real e 
posit ivo..v' —► 0 quando ,v lende a zero assumindo apenas va lores positives. For outro lado. se / for real e 
negativo. entao a' tornar-se-a ilimitado. Einalmenlc, se r =T). v' =_l. Essas possibilidades estao ilustradas 
na Figura 5.4.1 para dtversos valores de r . Se r for complex o. uma solu^ao tipica sera v cos(/< In v) Essa 
funcao lorna-se ilintitada ou tende a zero s e X for, respeclivamc nte. negalivo mi posit ive, e, t amhem.osct- 
la cada vez mais rapidamente quando a —► 0. Esses comportamentos estao nustrados nasFiguras 5.4.2 e 
5.4.3 para valores selecionados de k e de /t. Se k = 0. a oscila^ao tern amplitude constante . Finalmente. se 
as raizes sao repelidas, entao uma das solucoes lent a forma a ' In v. que tende a zero se r > 0 e e ilimitada 
se r < 0. Urn exemplo de cada case aparece na Figura 5.4.4. 


EXEMPLO 

3 


Resolva 

x 2 )’" + xy' + y = 0. 

Substituindo y = .r' na Eq. (20), obtemos 

.v'lrfr - 1) + r + 1] = x'(r 2 + 1) = 0. 

Logo, r=±tea soluqao geral £ 

y = C| cos(ln x) 4- c 2 sen (In x), x > 0. 

O fator.v* nao parece explicitamente na Eq. (21) porque, neste exemplo, k = 0 e v - I 



de variAvel a seguir. Seja x = onde $ > 0, e seja y - «(£).Temos. entao. 
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- __ <n__ d ( ilu\ d$ d l u 

dx rff dx </f' dx 2' ,/£ { d$) dx ~ dt ;'-' 

Assim,para .v < 0, a Eq. (2) lica na forma 


( 22 ) 


r/ : t< d/< 


041 


lexos 


$ > 0. (23) 

Mas. exceto pelos Homes das \ arid veis.esta e exatamente igual a Eq. (2); das Eqs. (7). (12) e (19) tcmos 

C\t; r '+C 2 $ r ‘ 

t/(f) = (ci + c 2 lnf)f r ' 

tif ; cos(/i Inf) + f 2 ? , scn(/t Inf). 

dependendo do os zeros do / ir) = r(r 1 ) + ar + p serom roais e diforontes. roais o iguais ou compl 
conjugados. Para obter it em funqao do .v.substituimos f por .v nas Eqs. (24). 

Podemosconibinaros resultadospara.v>0e.v<0 lembrandoque l.vl = .r quando.t >()o l.\l = -.vquando 
a < 0. Logo, procisamos apcnas substituir.v por l.vl nas Eqs. (7). (12) o (19) para obior solutes roais validas 
em qualquor inlorvalo quo mio content a oriaem. 

Porlanio. a soluyiio geral da cquayao do Eulor (2) 

x V' + axy + Py = 0 

em qualquor inlorvalo quo ndo conlom a origem o detorminada pelas raizes r , o r, da cquay'.io 

F(r) — r(r — 1) + ur + p = 0 
como segue. So as raizes forem roais e diferentes, entiio 

v = ci |.v| M -fc 2 |.t| rj . ( 25 ) 

So as raizes forem iguais.cnt.1o 

y = (ci +C 2 ln|x|)|jr| ri . (26) 

So as raizes forem complcxas. entao 

y — |.v| [ciCos(//ln|.r|) + Qsen(/iln|.r|)], (27) 


ondo r,. r» = ). ± i/i. 

As soliujoos do lima equaydo do Eulor da forma 

(,v - ,t u ) 2 v" + «(.r - .v u )y' + Py = 0 (28) 

saosemolhantos. So procurarmos soluyoes da forma y - (v -.v„)\entao a soluqao geral d dada por uma das 
Eqs. (25). (26) ou (27) com (\ - .r„) no lugar de x. Do outro modo,podcmos roduzir a Eq. (28) a forma da 
Eq. (2) fazendo uma niudan^a da variavel independonte t = x-x„. 


Pontos Singulares Regulares. Agora vantos voltar a considorar a equaqao geral 

P(x)y" + Q(x)y + R(x)y = 0 

ondo .v,i o um ponto singular. Isso signitica quo /’(v u ) = 0 e quo pclo monos um cntro Q e li nao se anula 
em -t g . 

Infelizmonte. so lentarmos usar os metodos das duas settles precedontes para resolver a Eq. (1) na 
\ i/inlian^a do um ponto singular .v„, doscobriromos que esses metodos n3o funcionam. Isso so deve ao 
fato do quo froquontemente as solutes da Eq. (I) nflo sao analiticas em .r 0 e. portanto, nao podem ser 
representadas por uma serio do Taylor cm potfineias do .v - .r». Os Exemplos 1. 2 e 3 anteriores ilustram 
esse fato; em cada um dosses oxomplos a soluy'ao nao lent uma expansao em series do polcneias em torno 
do ponto singular x = 0. Portanto, para tor algunta chance de resolver a Eq. (I) na vizinhanfa de um ponto 
singular preeisamos usar um tipo de expansao em serie mais geral. 

Como uma oquayao diforencial fern, cm geral, poucos pontos singulares. poderiamos especular se eles 
nao podcriam ser simplosmonte ignorados. uma vez. que jd sabemos como construir soluQbcs em torno de 
pontos ordinarios. No entanto. isso nao i5 possivol porque os pontos singulares dcterminam as caracteris- 
ticas principals das soluyoes do forma muito mais profunda do que poderiamos suspcitar d primeira vista. 
Em uma vi/inlianya do um ponto singular a solueao torna-se, muitas vo/os, muilo grande c m mddulo ou 
experimonta mudanyas rapidas em seu modulo. Assim. o comportamento do um sistema fisico modela- 
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do por uma equa?ao diferencial e, com frequencia, mais interessante cm uma vizinhanga dc urn ponto 
singular. Muitas vezes, singularidades geometricas em uni problema ffsico, como bicos ou arestas, geram 
pontos singulares na equaqao diferencial correspondente. Entao, embora queiramos inicialmente evitar 
os poucos ponlos onde uma equa^ao diferencial e singular, 6 precisamente nesses pontos que e necessario 
esludar a equayao com mais cuidado. 

Como alternativa aos mdtodos analfticos poderia ser considerada a utilizayao de nietodos numericos, 
que serao discutidos no Capftulo 8. Entretanto, esses nietodos nao sao adequados para o estudo de solu- 
qoes na proximidade de um ponto singular. Dessa forma, mesmo adotando uma abordagem numerica £ 
vantajoso combind-la com os nietodos analfticos deste capftulo para que se possa examinar o comporta- 
mento das solu^oes na proximidade de um ponto singular. 

Se m qualquer inforinai;ao adicional sobre o c omportamento de ()IPc RIP na vizinhamja do ponto sin- 
gular~i impossfvel descrever o comporlamento das solugoes^a Ec^.nTperto de.v = .t . Pode acontecer de 
existirem duas solugdes distintas da bq. (I) que permanecem lumladas quando .v —(como no Excmplo 
3): ou uma delas pode permanecer limitada enquanto a outra se torna ilimitada quando x —» .t„ (como 
no Exemplo l);ou anibas podem tomar-se ilimitadas quando .v -► x u (como no Exemplo 2). Se a Eq. (1) 
tern solu^des que se tornam ilimitadas quando at -* jc 0 , niuitas vezes 6 importante determinar como essas 
solu^oes se coniportam quando .v —► ,r 0 . Por exemplo,}' —* oc do mesmo modo que (.v - x 0 ) ou como (x 
~.v n )ou de alguma outra maneira? 

Nosso objetivo <5 estender o metod o ja desenvolvid o para resolver a Eq. (1) perto de um ponto or dinA - 
rio de modo que cle possa tamhcm ser aplica do na vizinhan(;a de um ponto singular .v„. Para fazer isso de 
“fnodo la/uaieliiiente simples e necessario nos restringirmos a casos onde as singularidades das funqdes 
QIPe RIPe m * = ,t 0 n AosSo muitoseveras-ou seja.o que poderfamos chamar de "singularidades fracas”. 
Neste ponto nAo e claro o que seria exatamente uma singularidade aceitavel. No entanto. ao desenvolver- 
mos o metodo de soluqAo voce vera que as condi^oes apropriadas (veja tambem o Problema 21 na Sc sao 
5.6) para distinguirnios "singularidades fracas” sao 

lim (,t - Xo) „ ~ ~ £ finito (29) 


/’(-v) 


lim(.t-.co) —— 

v-.to P(x) 


e finito. 


(30) 


Isso significa que a singularidade em Q!P nao pode ser pior do que (v - v„) 1 e a singularidade em RIP nao 
pode ser pior do que (.1 .r„) ATal ponto e chaniado de pont o singul ar regular da Eq. ( I ). j Para equates 

com coeficicntcs mais gerais do que polinomios,.v u e um ponto singular regular da Eq. (1) se for um ponio 
singular e se anibas as fungous" 


(x -x 0 ) 


Q( x) 

Pi r) 


, . 2 R(x) 

(x ~ xa) w> 


(31) 


Determine os pontos singulares da equaijao de Legendre 

(1 -x 2 )f - Ixy + a (or + 1)} = 0 


EXEMPLO 

4 

e determine se eles sAo regulares ou irregulares. 


tiverem series de Taylor convergentes em torno de .v„ - ou seja, se as funqoes na Eq. (31) forem analf- 
ticas em .v = ,v„. As Eqs. (29) c (30) implicam que isso sera verdade quando /*, O c R forem oolinomi os. 
Oualquer ponto singular da Eq. (1) que nao seja um ponto singular regular e chamado de ponto singular 
irregular da Eq. (1). 

Note que as condiqbes nas Eqs. (29) e (30) sao salisfeitas pela equaqao de Euler (28). Logo, a singula¬ 
ridade em uma equa^Ao de Euler £ um ponto singular regular. De fato, veremos que todas as equaf&es da 
forma (1) se comportam de modo muito parecido coni as equagoes de Euler perto de um ponto singular 
regular. Ou seja.soluyoes perto de um ponto singular regular podem incluir potencias de x com expoentes 
negativos ou que nao sejam inteiros, logaritmos ou senos ou cossenos coni argumentos logarftmicos. 

Nas se 9 oes a seguir discutiremos como resolver a Eq. (1) na vizinham;a de um ponto singular regular. 
Unia discussAo de solutes de equa^ocs diferenciais na vizinhamja de pontos singulares irregulares <5 mais 
complicada e pode ser encontrada em livros mais avanyados. 


(32) 


"As funijoes dadas na Eq. (31) podem nao estar definidas em ,t„; nesse caso, sSo alribufdos seus valores em r 0 como sous 
limites quando x -* x„. 
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EXEMPLO 
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EXEMPLO 

6 


Neste caso P(x) = I - x 3 . de modo que os pontos singulars sao x = I c x = -1. Observe que quando dividimos 
a Eq. (32) por 1 - x 3 os coeficientes de y' e de v ficam iguais a -2 x/( 1 - x 3 ) c a(a + 1)/(I - x 3 ). respectivamente. 
Vamos considerar printeiro o ponlo x = 1. Entao, das Eqs. (29) e (30) calculamos 

-2* (x-l)(-2x) lx 

— am —-:-= lim t-= 1 


lim(x-l), , 

<~l 1 — X 2 


•1 (1 -X)(l + X) i-l 1 -f x 


e 


lim(x - lr 
*-•1 


a(a + 1) 
1 -r 2 


lim ~ + 1) 

—I (l-x)(l + x) 


(x- l)(-a)(tt + I) 

lim- 

*-*i 1 + x 


= 0 . 


Como esses limites sao finitos. o ponto x = 1 e urn ponto singular regular. Pode-sc mostrar. de mancira seme- 
lhante. que x = -1 lambent i um ponto singular regular. 


Determine os pontos singulares da equa^ao diferencial 

2x(x - 2 ) 2 y" + 3x/ + (x - 2)y = 0 

e classifique-os como regulares ou irregulares. 

Dividindo a equayao diferencial por 2x(x - 2) : . ternos 

..3,1 

V + -- + - -— V = 0, 

2(x-2)- 2r(x-2)' 

de modo que p(x) = Q(x)iP(x) = 3/2(x - 2) 3 e </(x) = R( x)IP(x) = l/2x(x - 2). Os pontos singulares silo v = 0 e 
v = 2. Considere x = 0. Tenuis 


limxp(.v) = limx-— — 

, .ii .-o 2(x - 2) J 


= 0, 


lim .v’« 7 (.v) = limx 2 —-— =0. 

i-o ,»-u 2x(x - 2) 

Como esses limites sao linitos. x = 0 e um ponto singular regular. Para x = 2. temos 

limfx - 2)p(x) = lim(x - 2)^-^ = «» 

de modo que o liniile nao existe: portanto.x = 2 e um ponto singular irregular. 


Determine tis pontos singulares de 


(x-|) y" + (cosx)y' + (sen.r)y = 0 


e classifique-os como regulares ou irregulares. 

O unico ponto singular e x = nil. Para estuda-lo, vamos considerar as fumades 

/ rr \ , / n\ Gtf) _ cosx 

V ~ 2/ P ^ X) — ' 2 ' P(x) x-jr/2 


, / n\* R(x) 

(, ) ,(x)=(x- I ) ^=sen 


A partir da serie dc Taylor para cos x em torno de x - ir/2 encontramos 


cosx . (x - tr/2) 2 _ (x - ?r/2) 4 
.7^72 = - 1 + 3? 5! 


que converge para todo x. Analogamente. sen x 6 analitica em x = n!2. Portanto.concluimos que tr/2 e um ponto 
singular regular para esta equaqao. 



PROBLEMAS cat * a um ^ os P ro * 1 ' cmas 1 a *-• determine a solutjao geral da equaqao difcrencial dada, valida cm qual¬ 
ms— _ quer intervalo que niio inclui o ponto singular. 

fi\,v 2 y" + 4.ty' + 2y = 0 2. (.t + 1 ) 2 y"+ 3(.t + 1 )y'+ 0,75y = 0 

m x 2 /' - 3.t/ + 4y = 0 4. x*y" + 3.ry' + 5y = 0 

n j x 2 y" -xy'+y — O Q (x-\ ) 2 y" + 8(.v - 1 )y' + 12y = 0 

V x 2 y" + 6.t y' - y = 0 8. Zr 2 y" - 4.ry’ + 6y = 0 

9. x 2 y" - 5.ty' + 9y = 0 10. (.v - 2) 2 y" + 5(.v - 2)y' + 8y = 0 

11. .r 2 y" + Zry' + 4y = 0 12. .r 2 y" - 4.ty’ + 4y = 0 

Em cada um dos Problemas de 13 a 16. encontre a soluijao do problema de valor inicial dado. Faqa o gnllico da 
soluqito e descreva como ela se comporta quando x -* 0. 

13. Zt 2 y" + -ty' - 3y = 0. y(l) = 1. y'(l) = 4 
4 x 2 y" + 8xy‘ + 17y = 0, y(l) = 2. v'(l) = -3 
$•2(73) x 2 y" - 3xy- + 4y = 0. y(-1) = 2. v'(-1) = 3 

16. .r 2 y" + 3 xy' + 5 y = 0. y(l) = 1. y'(l) = -1 

Em cada um dos Problemas de 17 a 34. encontre lodos os pontos singulares da equa?ao dada e determine se 
cada um deles 6 regular ou irregular. 

17. xy" + (1 - .r)y' + xy = 0 ^ Jr (1 - .r) 2 y" + Zry' + 4y = 0 

(j2) ,r(l - ,r)y" + (.r - 2)y' - 3.v.v = 0 20. ,r(l - x 2 )y" + (2/x)y' + 4y = 0 

21 . (1 - Jt 2 ) 2 y"+*(l-.v)y' +(1+.t)y = 0 

.r 2 y” + xy' + (a 2 - v 2 )y - 0. equaqao dc Bessel 

(2^ (.t + 3)y" - Zry' + (I - jr)y = 0 

24. x( 1 - .v 2 )V' + (l - r) 2 y' + 2(1+ .t)y = 0 

25. (.r + 2 ) 2 (jc - 1 )y" + 3(.r - 1 )y‘ - 2(.r + 2)y = 0 

26. ,r(3 - .t)y" + (.t + 1 )y’ - 2y = 0 


27. (.r 2 + x - 2)y" + (.r + l)y' + 2y = 0 
29. y" + (In |jr|)y' + 3.ty = 0 
/^3j) x 1 ?' “ 3(seiu)y' + (1 + x 2 )y = 0 

33. (senvly" + xy' + 4y = 0 


28. .tv" + e'y' + (3cos.r)y = 0 
30. x : y" + 2(e' - 1 )y' + (e' costly - 0 
32. .rv" + y’ + (cot x)y = 0 

34. (rsen.t)y" + 3y’ + .ty = 0 


35. Encontre todos os valores de a para os quais todas as solutes de .ty" + an' + (5/2)y = 0 lendem a zero 
quando x —*• 0. 

Encontre todos os valores de fi para os quais todas as solu«,6es de .ry* + fiy = 0 lendem a zero quando Jt —> 0. 

37. Encontre yde modo que a soluijAo do problema de valor inicial t y"-2y = 0,y(l) = l.y’(l) = y permane?a 
limitada quandot -♦ 0. 

38. Encontre todos os valores de a para os quais todas as solu^oes de .ty' + axy' + (5/2)_v = 0 tendem a zero 
quando .V —► 00 . 

39. Considere a equa<j3o de Euler .r ! y” + ary’ + f)y = 0. Encontre condi<;6es sobre u e fi para que: 

(a) Todas as solutjoes tendam a zero quando x -► 0. 

(b) Todas as soluqoes permaneqam limitadas quando .t —► 0. 

(c) Todas as solutes tendam a zero quando t -* oc. 

(d) Todas as solu^oes permane<,am limitadas quando .t -* oc. 

(e) Todas as soluqftes permane^am limitadas quando .r -» 0 e quando .v -» 00 . 

4U. Usando o m6todo de reduqao de ordem, mostre que se r, 6 unta raiz repetida de 

r(r - 1) + ar + fl =0. 

entao x r[ e .r' 1 In x sao solu^des de ary" + ary' + fly = 0 para x > 0. 

Em cada um dos Problemas 41 e 42, mostre que o ponto x = 0 <S um ponto singular regular. Tente, em cada 

X 

problema, encontrar solu^oes da forma Y. Mostre que (exceto por ntulliplos constantes) exisle apenas 

ItsO 

uma solu^ao nao nula dessa forma para o Problema 41 e que nao existem solutes nao nulas dessa forma para 
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o Problema 42. Assim. cm nenhum dos casos a soluyao gcrai pode ser cncontrada dessc modo. Isso c ttpico dc 
equayoes com ponlos singulares. 

41. 2xy" + 3y + xy = 0 

4z) lx 2 y" + 3xy‘ - (1 + x)y = 0 

43. Singularidades no Inlinito. As detiniyoes dc ponto ordinario e ponto singular regular d.idus nas seyOes 
precedcntcs s6 se aplicam se o ponto .r„ 6 linito. Em trabalhos mais asanyaJos dc equayoes difcrcnciais c 
necessario, muitas vezes. discutir o ponto no inlinito. Isso <i feito at raves da mudanya dc variavcl £ = l/.t c 
estudando-se a equayao resultante cm £ = 0. Mostre que, para a equayao dilcrcncial 


P(x)y" + Q(x)y’ + R(x)y = 0. 


o ponto no inlinito e urn ponto ordimirio se 

1 pm/t) .. R( l/£) 

P(l/() [ { J £ 4 P(l/£) 

tern expansdes cm s^rie dc Taylor cm torno de £ = 0. Mostre, tambem, que o ponto no inlinito c um ponto 
singular regular se pelo menos uma dessas funyoes nao tern expansao cm scrie dc lay lor. mas ambus as 
funyoes 

£ pP(l/£) gtl/£) ~| c /?tl/£) 

pa/£) I e J ppa/t) 

tern tais expansdes. 


Em cada um dos Problemas dc 44 a 49. use os resultados do Problema 43 para determinar sc o ponto no inlinito 
cjim ponto ordinario. singular regular ou singular irregular da equayao dilcrcncial dada. 

/§V + .V = 0 

45. a’v" 4- ay’ - 4y = 0 

46. (1 - .r ) v” — 2 x/ + a [a -t-1 )y = 0, Equayao de Legendre 

47. ary" + xy' + ( x 2 — i> J )y = 0. Equayao dc Bessel 
y" - 2ry' + Xy = 0. Equayao dc Hermite 

49. y" — xy = 0, Equayao de Airy 


5.5 Solugoes em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte I 


Vamos considerar, agora, o problema de resolver a equayao geral linear de segunda ordem 

P{x)y" + Q(x)y' + R(x)y = 0 (I) 

em uma vi/inhanya de um ponto singular regular* = *„. Vamos supor.por convcnicncia.que .v„ = 0 Sex,, * 
0. podemos transformar a equayao .em uma equayao para a qual o ponto singular regular esta na origem 
igualando .v - .v„ a t. 

O fato de que .v = (J e um ponto singular regular da Eq. (1) significa que xQ(x)/l\x) = xp(x) e x R(x)l 
P(x) - .v : r/(.v) tern limiles tinitos quando x —>► 0e sao analfticas cm .v = 0. Logo, tern expansao em series de 
potencias convergentcs da forma 

OC 00 

xp(x) = ^ P'<x n ■ x 2 q(x) — Y^. (2) 

#i=0 n=0 

em algum intervalo Irl < p em torno da origem. onde p > 0. Para fazer com que as funyoes vp(.v) e x-q(x) 
apareyam na Eq. (1), € conveniente dividi-la por P(x) e depois mulliplica-la por .v, obtendo 

x 2 y" + x[xp(x)]y' + [x 2 q (*)ly = 0, (3) 


ou 


x 2 y" + x(po + p\x H- + P»x* 4 )y 

+ (go + gi* + —*■ 4—Xv = 

Se lodos os coeficientes p„ e q„ forem nulos, com a posstvel exceyao dc 


(4) 
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.. xQ(x) x 2 R(x) 

Po = lim - 777 - 7 - c <70 = lim 

i-(i P(.r) 


( 5)1 


t—n P(x) 

entao a Eq. (4) sc reduz ii equaqao de Euler 

x 2 y” + poxy + q n y = 0, (6) 

quc foi discutida na setjao precedente. E claro quo, cm gcral, alg uns dos p„ c q„. n > 1 nao sao nulos. En- 
trclanto .o ca rater csscncial das solugoes da Eq. (~4 ) c idcntic o ao da s solugocs da cquagao de Euler (6). A 
presen qa dos ter mos p v x + ... + p, r x" + ... e < 7 1 .v + ... + q, r x" + ... s6 complica os cdlculos. 

Vamos restringir nossa dTscussao principalmente ao intervalo x > 0.0 intervalo x < (1 podc ser tratado, 
conio para a equaqao de Euler, pela mudanga de varidvel .v = £ e posterior resoluqSo da equaqao resul- 
tante para £> 0. 

Como os coeficientes da Eq. (4) sao "coeficientcs de Euler" multiplicados por sdrie de potencias. d 
natural procurar solitudes da forma “solu^oes de Euler" niultiplicadas por serie de potencias. Supomos. 
entao, que 

DC OC 

y = x r (a 0 + aix + ■ ■ ■ + a,,.*'’ + • • •) = x r a " x " = 5Z ( 7 ) 

«=0 n =0 

onde a 0 ^ 0. Em outras palavras. /• 6 o expoente do primeiro termo da serie e u„ e seu coeficiente. Como 
parte da soluqao, temos que determinar: 

1. Os valores de r para os quais a Eq. (1) tern uma soluqao da forma (7). 

2. A relaqao de recorrcncia para os coeficientes a„. 

06 

3. O raio de convergence da serie £ a " x "• 

# 1=0 

A teoria geral e devida a Frobenius. 1 -’ e e razoavelmcnte complicada. Em vez dc tenlar apresentar essa 
teoria vamos supor, simplesmcnte, nesta e nas duas prdximas seqoes. que existe uma solu^ao da forma es- 
pecificada. Em particular, vamos supor que qualquer serie de potencias em uma e.xpressao para a solui;ao 
tern raio de convergence nao nulo e vamos nos concentrar em mostrar como determinar os coeficientes 
em tal serie. Para ilustrar o metodo de Frobenius, vamos considerar primeiro uni exentplo. 


Resolva a cqua^ao difcrencial 

^ Iry" - xy' + (1 + .t)y = 0. (8) 

E facil mostrar que x = 0 c urn p onto singular regular da Eq. (8). Alem disso,.r/>(.v) —1/2 c v’</(v) = (l +.v)/2. 
Assim./>„ = -1/2. </„ = 1/2■ />/, = 1/2E todos os outros coeficientes p„ e </„ sao nulos. Entao. da Eq. (6). a equat;ao 
de Euler correspondente aTTq. (8) <5 

2j ry" - xy' + y = 0. (9) | 

Para resolver a Eq. (8), vamos supor que existe uma solu<;ao da forma (7). Logo,)' e v" sao dados por 

X 

y' = Y,an(r + n)x r ^-' (10) 


y" = a " ir + n)(r + " “ 1 (ID 

# 1=0 

Substituindo as expressdes para y,y‘ e y" na Eq. (8). obtemos 

<X X PC 00 

2x 2 y" -xy’ + (1 +x)y = £2a«(r + n)(r + n - 1).t' + '' - £\i„(r 4 - «).t r+n + y 'a„x' +n + (12) 

# 1=0 # 1*0 # 1=0 # 1=0 

00 

O ultimo termo na Eq. (12) pode scr escrito como £ a„.\x de modo que, combinando os termos na Eq. 
(12), obtemos *”* 

2x 2 y" - xy' + (1 + .r)_v = a u \2r{r - 1) - r + l].r' 

X 

+ ^ j[2(r + n)(r + n - 1) - (r + n) + ljfl„ + «„_,} x' th = 0. 


(13) 


# 1=1 


i: Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) foi (como Fuchs) estudantc e depois professor na University of Berlim. Mostrou 
como construir soluciVs em sdrie em torno de pontos singulares regulares em 1874. Seu trabalho mais importante, no entanto. 
foi em algebra, onde foi um dos expoentes entre os primeiros a desenvolver a teoria dos grupos. 
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Como a Eq. (13) tem que ser satisfeita para todo x, o coeficiente de cada potencia de.v na Eq. (13) tem que ser 
zero. Como a„ + 0. obtemos do coeficiente de x' 

2r(r — 1) - r + 1 = 2r J -3r+ 1 =■ (p - 1 )(2r - 1) = 0. (14) 

A Eq. (14) 6 chamada de equafio indicial para a Eq. (8). Note que cla e exatamente a equaqao polinomial que 
obteriamos para a equagao de Euler (9) associada 5 Eq. (8). As raizes da equaqao indicial sao 

n=l. r 2 = 1/2. (15) 

Esses valores de r sao chamados de expoentes na singularidade para o ponto singular regular x = 0. Eles deter- 
minam o comportamento qualitative da soluqao (7) na vizinhamja do ponto singular. 

Vamos voltar, agora, para a Eq. (13) e igualar o coeficiente de x'" a zero. Isso nos fornece a relaqSo 

[2(r + /i|(r4n-l)-(r + ii)+l]a n -f(i„.|=0, n > 1. (16) 


ou 


«n = - 


_ -I _ 

2 (r + n) 2 - 3(r + n) + 1 
fl*-1 


n > 1. 


(17) 


l(r -Mi) - l|[2(r + /t) - 1|’ 

Para cada raizr, e r, da equa<;5o indicial. usamos a relaqao de recorrencia (17) para determinar uni conjunto de 
coeficientesrt|,«.,... Para r= r, - l.a Eq. (17) fica 


Logo. 


flu : 


1 

n 

> 1. 


(2// + 

1 )n' 




flo 




rtl 

3 • r 




«: 

«i 


flu 


5-2 

= (F 

5X1 • 

2)’ 


fl: 


flo 



1 

^ 1 
Ui 1 

1 

1 

(3-5 

7)(1 

~2~ 


Em geral, temos 


«„ = 


(- 1 )" 


,« 0 . 


n > 4. 


(13) 


|3-5-7 (2/i + 1 )|/i! 

Multiplicando o numcrador e o denominador da expressao a direita do sinal de igualdadc na Eq. (18) por 2 ■ 4 
• 6 ... 2 n = 2"/i!, podemos reeserever a„ coma 


(- 1 )" 2 " 

fl« = —- —ao. 


n > 1. 


( 2/1 + 1 )! 

Portanlo, se omilirmos a constantc multiplicativa a„. uma soluqao da Eq. (8) 6 


Vi(.r) = x 


1+ f<^.r” 

^ (2/1+ 1)! 


n«! 


x > 0. 


(19) 


Para determinar o raio de convergence da serie na Eq. (19). usamos o teste da razao: 

2|.r| 


lim 




flu*" 


= lim 


n—(2/i + 2)(2/i + 3) 


= 0 


para todo x. Logo, a serie converge para todo *. 

Vamos proceder de modo analogo para a segunda raiz r = r, = j. Da Eq. (17), temos 

flu—l fl »-> 


a„ = — 


2/i (n-\) /i(2/i - 1) 


n > 1. 


. - 




a, = 


«0 

i r 


a, flu 

° 2 ~ 2V3 ~ (1 • 2)0 • 3)’ 


flt_ «0 

a, = ~ : Ts~ (12 3)(1 3-5)* 


Porlanto, 
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e.em geral, 


"■ - .;||.3.5-(2.-l)l *- " - *■ 


Como no caso da primcira raiz r„multiplicamos o numerador e o denominador por 2-4 -6... 2 n - 2'Vil.Temod 


(- 1 )" 2 " 

“■ _ n -' 

Omitindo novamente a consiante multiplicativa n„. obtemos a scgunda soluqao 


1X1 ( _ I 

»(.r)=.r ,/J 1 + E^)T A " • A 
«—1 


Como anteriormcntc. podcmos mostrar quo a serie na Hq. (21) converge para todo a. Como v, c y : se compur^ 
tam como .v e x' 1 -, respectivamente. perto dc x = 0.estas funqdes formam um co njunto fundamental de soluqo es. 2 
Logo, a soluqao geral da Eq. (8) d 

y = C|Vi(.v) + C 2 .v 2 (.t), x > 0. 


O exemplo precedcnte ilustra o fato de que se .v = 0 for um ponto singular regular.entao algumas vezes 
existirao duas soluqoes da forma (7) em uma vizinhanqa desse ponlo. Analogamente. se existir um ponto 
singular regular em x = x„. poderao existir duas soluqoes da forma 

V = (a - ]T “” {x ~ • Vo) " (22) 

n=(l 

que sao validas perto de x - x„. No entanto, assirn como uma equaqao de Euler pode nao ter duas soluqoes 
da forma y = x r , uma equaqao mais geral com um ponto singular regular pode nao ter duas soluqoes da 
forma (7) ou (22). Em particular, vamos mostrar na prdxima seqao que se as raizes r, e r, da equaqao in- 
dicial forem iguais ou diferirem por um inteiro,entao a scgunda soluqao tera normalmente uma estrutura 
mais complicada. Em todos os casos, no entanto, e possfvel encontrar pelo menus uma soluqao da forma 
(7) ou (22); se r, c r, diferirem por um inteiro. essa soluqao correspondent ao maior valor de r. Se existir 
apenas uma dessas solutes, entao a segunda soluqao envolvera um termo logaritmico, como na equaqao 
de Euler quando as raizes da equaqao caracleristica sao iguais. O metodo de reduqao de ordem ou algum 
outro procedimento pode ser usado para se determinar a scgunda soluqao nesse caso. Isso sera diseutido 
nas Seqdes 5.6 e 5.7. 

Se as raizes da equaqao indicia! forem complexas. entao elas nao poderao ser iguais nem diferir por 
um inteiro.de modo que sempre existir.io duas soluqdes da forma (7) ou (22). E clart) que essas soluqoes 
sao funqdes complexas de x. No entanto, como para a equaqao de Euler, e possfvel obter soluqoes reais 
tomando-se as partes real e imaginaria das soluqoes complexas. 

Finalmente. vamos mencionar uma questao pratiea. Se /’. Q e R forem polindmios. sera bent melhor, 
muitas vezes, trabalhar dirctamente com a Eq. (1) do que com a Eq. (3). Isso evita a neeessidade de ex- 
pandir xQ(x)IR(x) c x'-R(x)IP(x ) em series de potencias. Por exemplo. e mais conveniente considerar a 
equaqao 


do que escreve-la na forma 


a(1 -E x)y" + 2/ + Ay = 0 


A 2 y" + Y—y‘ + = 0. 

1+A 1+A 


o que implicaria expandir 2xl( 1 + a) e a 2 /( I + a) em series de potencias. 


PROBLEMAS Em cada um dos l>r °b |e mas de 1 a 10: 

———■— (a) Mostre que a equaqao diferencial dada tent um ponto singular regular em x = 0. 

(b) Determine a equaqao indicia!, a relaqao de recorrencia e as raizes da equaqao indicia!. 

(c) Encontre a soluqao em serie (a > 0) correspondenle a maior raiz. 

(d) Se as raizes forem diferentes e nao diferirem por um inteiro, encontre. tambem. a soluqao em serie corres- 
pondente it menor raiz. 
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Ivy" + y' + .ry = 0 
.ry" + y =s 0 
3.r 2 y" 4- 2.ry' + .r 2 y = 0 
xy" + (1 - ,v)y' - y = 0 
x 2 y" - x(x + 3)y' + (.v + 3)y = 0 
A equayao de Legendre de ordem it c 


(l)x : y" + xy + (x 2 - i ) y — 0 
4. xy" + / - y = () 

6. X 2 y" + .ry' + (,t _ 2)y = 0 
8. 2rV + 3.ry' + (2r 2 - |)y = 0 
10. ,tV+ (.r + i)y = 0 


(1 - jr)y" - 2ty' + t*(cv + l)y = 0. 

A soluyao desta equayflo perlo do ponto ordinario .r = II foi discutida nos Problema* 22 c 23 da Seyao 5.3. 
O Exemplo 4 da Seyao 5.4 moslrou que x - ±1 sSo pontos singulares rcgulares. 

(a) Determine a equayao indicial e snas raizes para o ponto v = I 

(b) Encontre until soluyao em serie de potencias de v - 1 para x - I > 0. 

Stigesnlo: escreva I + x = 2 + (.r - I) e x = I + (x - 1). Outra maneira e fazer a mudanya de variiivcl r - I - 
/ e detenninar until soluyao em serie de potencias de i. 

12. A equayiio de Chebyshev (5 

(l-.tr ).v” - xy' + a 2 y = 0. 
ondc u e constante: veja o Problema 10 da Seyao 5.3. 

(a) Mostre que v lev- I sao pontos singulares regulares e encontre os expoentes em eada lima dessas 
singularidadcs. 

(b) Encontre dims soluyoes em torno de x = I. 
f l.y A equayao difercncial de Laguerre'' e 

.ry" + (I - ,r)y' + Xy = 0. 

(a) Mostre que .v = II e tint ponto singular regular. 

(b) Determine a equayao indicial. suits raizes e a rclayao de recorrencia. 

(c) Encontre limit soluyao ( v > 0). Mostre que se X = m for um inteiro positivo. essa soluyao se redu/ira a 
uut polinomio. (Junitdo norimtli/ado apropriadamenle. esse polinontio if conhecidocomo o polinOmio 
de Laguerre. v). 

14. A equayao vie Bessel de ordem zero e 

.ry” + .ry' + .r 2 y = 0. 

(a) Mostre que r - 0 e unt ponto singular regular. 

(b) Mostre que as rafzes da equayao indicial sao r, = r, = 0. 

(c) Mostre que lima soluyao para .v > 0 e 

^ (-l)"* 2 " 

Mx) = 1 + E v^r- 

nal 

(d) Mostre que a serie para /„(.v) converge para todo v. A funyiio J„ e conhecida como a funyiio de Bessel 
de primeira especie de ordem zero. 

15. Com referenda ao Problema 14, use o metodo de reduyao de ordem para mostrar que a segunda soluyao 
da equayiio de Bessel de ordem zero content um ternio logarftmico. 

Sugestao: se y : (.v) = J u (x)v(x). entao 


y 2 (.r) - Mx) / 4 y o(t)]2 • 


Encontre o printeiro ternio na expansao em serie de l/.r(/„(.t)|-. 

16. A equayiio de Bessel de ordem um 6 

.tV+.ty' + (.t J -1 )y = 0- 

(a) Mostre que .r = 0 e um ponto singular regular. 

(b) Mostre que as rafzes da equayao indicial sao r, = I er 2 = -l. 


■'Edmond Nicolas Laguerre (1834 
torno de 1879. 


-1886) um gedmetra e analista francos, cstudou os polindmios que levant seu nomc em 
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(c) Mosire que uma soluqao para x > 0 c 

■ Xy, (~l)V- n 

|W 2 ^ (/j+ 

n-0 _ 

(d) Mostre que a s6rie converge para J t (x) para todo x. A funi^o 7, d conhecida comu a fun^Jo de Bessel 1 
dc primeira especie de ordem um. 

(e) Mostre que 6 impossfvel determinar uma segunda soluqao da forma 

JC>0. 


5.6 Soluqoes em Serie Perto de um Ponto Singular Regular, Parte II 

Vamos considerar. agora, o problems geral de determinar uma solu^So da equa<;ao 

L\y\ = x 2 y" +x[xp(x)]y' + [.rr/OOly = 0, 


xp(x) = '^2p n x n , x 2 q(x) = '^TqnX", (2) 

n =0 n=0 

e ambas as series convergem em um intervalo l.rl < p para algum p > 0.0 ponto .v = 0 £ um ponto singular 
regular, e a equa^ao de Euler correspondente 6 

x 2 y" 4- poxy’ + qoy = 0. (3) 

Procuramos uma soluqao da Eq. (I) para x > 0 e supomos que ela tem a forma 

00 ou 

y = <p(r,x) = x r ^2 An*" = XI fl »- vr+ "’ ( 4 ) -, 

n=0 n =0 

onde u„ + 0, e escrevemos y = tp(r.x) para cnl’atizar que <f> depende tanto de r quanto de x. Segue que 

OO OO 

/ = XZ (r + ,l '> a 'i x ' +n ~'' y" = XI (r + n ^ r + n - 1 )(lnX r+n ~ 2 . (5) 

n=0 n=0 

Entao, substituindo as Eqs. (2). (4) e (5) na Eq. (1), obtemos 

a 0 r(r - l)x r 4- <Ji(r 4- 1 )rx r+l 4-l-a n (r 4- n)(r + n — l).i' + " 4- 

+ (Po +PlX -I-+ Pr,X n + ■ ■ •) 

x lao''-V r + fli(r + l)j^ +1 H-1- a n (r 4- n)x r+n + ■ ■ ■] 

+ (q o + q\ x + • • • 4- q„x n + ■ ■ •) 

x ( aox r + aix r+i 4- • • • + a„x r¥n + •••) = 0. 

Multiplicando as series intinitas e depois juntando os termos semelhantes, temos 
a 0 F(r)x r + + 1) +a u (Pi'’ 4- <7i)]-*' +l 

4- [a 2 F(r + 2) + a {) (p 2 r + q 2 ) + a\\p\(r + 1) 4- q\ 1} x r+2 
4- ••• 4- [a„F(r + n) + 0 {)(p„r 4* q n ) + a\[p n -\(r+ 1) + r/ n _,) 

+ • • • 4- a„-\\p\(r + n — 1) 4- r/i)} v r 4- • • • = 0, 

ou, em forma niais compacta, 

oo n-1 

L[<(>](r,x) = a u F(r)x r + ^ F(r 4- n)a„ + ]Ta*[(r + *)/>„-* + q n -k\ x r+n = 0 , (6) > 

n=l k—0 1 
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F(r) = r(r - 1) + Por + qo . (7) 

I lira que a liq. ( 6 ) seja satisfeila para todo .v > 0 , o coeficiente dt’ cada potencia do .t tem t|uc ser igual a 
zero. 

Como a u * 0. o termo envolvendo .t' leva a equa ? ao F(r) = 0. Esta cquaqao chamada dc equut«> 
indicial: note que e exatamente a equaqao que obterfamos procurando por soluqoes da forma y = x da 
equaqao do Euler (3). Vamos denotar as raizes da equacao indicial p o r r, c r., com r, > r, se ns raizes forem 
Jgais.Sc as raizes forem complexas,n3oimporta suadesigna?ao.Sdpodemoscsperar encontrarsolu^VcT 
da Eq. (1) da forma (4) para esses valores de r. As raizes r, e r, sao chamadas de expmntes na singulari- 
dade.elas determinant a natureza qualitativa das solu?oes ent uma vizinhanqa do ponlo singular. 
Igualando a zero o coeficiente de x"" na Eq. ( 6 ), oblemos a rela^au de recorrcncia 

n—1 

h(r + n)a„ -I- ^ «*[(/" + A:)/>„_* -f = 0, n > 1. (8) 

k=0 


A Eq. (8) mostra que. ent geral, a„ dep en de do val or de r e de todos os co elicientes anteriores . a..,. 

Ela mostra.tambem.que pode moscalcular s uc essivamente os valores de a x ,u . a,„ ... ent funqaode </ u e 

dos coeficientes das series para xp(x) e para .vx/(.v) desde que F(r + 1), F(r +~2)..... F(r + it).... nao sejant 
n ulos. ,Os unices valores de r para os quais F(r) = 0 sao r = r, e r = r,: conior, > r„ segue que r, + n ndoc 
? igual a r, nem a r. se n > I. Em consequencia. F(r x + //) * 0 para n > 1. Logo,scmprc podemos determinar 
uma soluijao da Eq. (1) da forma (4). a saber. 


jVi(jc) = 


oc 

1 + ^fl n (ri).v" 

n=\ 


x > 0. 


(9) 


Introduzimos a nota<;ao <i„(r,) para indicar que n„ foi detemtinado da Eq. (8) com r = r { . Para cspecilicar 
a constante arbitraria na soluijao, escolhemos n„ conto 1. 

Se r, nao for igual a r, e se r, - r. nao for um inteiro positivo, entao r 1 + n sera diferente de r, para todo 
valor de n > 1; portanto, F(r : + n) * 0 e sentpre podemos obter uma segunda solu<;ao 


yi(x) 


x - 


AC 

1 + ^ ti„(rz)x n 

/l=l 


* > 0. 


( 10 ) 


Da mcsrna forma que para as soluqoes ent serie ent torno de um ponto ordinario, discutidas na 
Seqao 5.3. as series nas Eqs, (9) c (10) convergent p elo me nos no intervalo I xl < p onde amhas as se¬ 
r ies para .vpl.t) e -vty.vl convergent . Dentro de seus raios ue convergencia, as series de polencias 

— X <X> 

1 + X On( r l)x” e 1 + X On(f‘ 2 )x n delinem fun?0cs analiticas cm .v = 0. Assim, o comportamento sin - 

n= 1 n=l 

gular das fundoes y, e v., se existi r, sera devido aos falores x' c x' que mulliplicam essas duas func5es 
analiticas, A seguir. para obter solufttes rcais para x < U podemos lazer a substituted 0 x = -£ com (; > 0. 
Como poderiantos csperar da nossa discussao sobre a equaqao de Euler, basta substiluir .tr ' 1 na Eq. (9) c 
v' na Eq. (10) por Lvl r * e Lvl'-. respectivamenle. Finalmente, note que se r, c r, forem numeros complcxos, 
entao serao necessariamente complexos conjugados e r 2 # r, + N para qualquer inteiro positivo A'. Assim. 
nesse caso sentpre podemos encontrar duas solu^ocs em serie da forma (4); no entanlo, elas sao funqoes 
complexas de a. Solu^des rcais podem ser obtidas lontando-se as paries real e imagindria das solu 5 oes 
complexas. Os casos excepcionais cm que r, = r : ou r, - r 2 = N, onde N e uni inteiro positivo. necessitam 
de uma discussao maior c serao considerados mais tarde, nesta seqao. 

E importante contpreender que r, e r 2 . os expoentes no ponto singular, sao fdeeis de encontrar e que 
eles determinam o comportamento qualitative das solu^oes. Para calcular r, e r 3 , basta resolver a equa<;ao 
indicial dc segundo grau 

r(r — 1) + po* - + <7o = 0. (H) 


cujos coeficientes sao dados por 

/>o = lintAp(A), r/o = lint-v'qU). (12) 

jr—»0 x ~*" 

Note que esses sao exatamente os limites que precisam ser calculados para se classilicar o ponto singu¬ 
lar como ponto singular regular; assim. em geral eles ja foram determinados cm um estdgio anterior da 
investigate. 

Al£m disso, se x = 0 (5 uni ponto singular regular da equa?ao 


P(x)y" + Q(x)y + R{x)y = 0 . 


( 13 ) 
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ondc as fungous P. Q e R sao polinomios, entao xp(x) = xQ(x)IP(x ) e x : q(x) = x 2 R(x)/P(x). Entao, 

Q(x) 


po = lim x 


2 R(x) 

qo = l'^Wv 


( 14 ) 


■*-♦0 P(x)’ 

Finalmente, os raios de convergCncia das series nas Eqs. (9) e (10) sao. pelo menos. iguais 3 distancia da 
origcm ao zero mais pr6ximo de P(x) diferente do prdprio x = 0. 


EXEMPLO 

1 


Discuta a natureza das solugoes da equagao 

lt(l + x)y" + (3 4- x)y‘ - xy = 0 


perto dos pontos singulares. 

Esta equag3od da forma (13) com P(x) = lr(l + .t). (?(.t) =3 + .v e R(x) = -t. On pontos .v = 0 e x = -1 sao os 
unicos pontos singulares. O ponto .v = 0 6 um ponto singular regular, ja que 


lim.t 

i—i) 


Q(x) 

P(x) 


= lim.t 

Jt—o 


3 4-.t 
lt(l 4-.v) 


3 
■y 1 


.. j R(x) , 

lim x —— = lim.t ^ 

Pix) *-o ltd 


-x 


jr-0 


-r) 


= 0 . 


Aldm disso.da Eq. (I4),p„ = 5 e q„ = 0. Logo, a equagao indicial e r(r 1) + |r = 0 e as raizes sao r, = 0, r, = -1. 
Como essas raizes nao s3o iguais nem diferem por um inteiro. existem duas solugoes da forma 


>t(x) = 1 4- e y 2 (*v) = |.t| 


- 1/2 


n =1 


i + £«"HK 


n=l 


para 0< Ltl < p. Uma cota inferior para o raio de convergencia de cada serie & 1.a distanci a de .v = 0 a .v = l,o 
outro zero de P(x). Note que a solugao y,(.t) permanece limitada quando x — 0, e, de t'alo, analitica ai,e”que a 
segunda solugao vs torna-se iliniitada quando x -► 0. 

O ponto ,t = -1 tanibcm e um ponto singular regular, pois 


lim (x 4- 1) 

j—-i 


Qu) 

Pix) 


lim 


(.t+DP + jt) 
ltd 4 -jo 


= -l. 


lim (.t 4- 1) 


2 R( x) 
P(x ) 


lim 

r— -1 


(,t4 l)-(-.t) 
ltd 4-.t) 


= 0. 


Nesse caso.p,, = -1 ,q a = 0.de modo que a equagSo indicial 6 r(r- l)-r = 0. As raizes da equagflo indicial sao 
r, = 2 e r 2 - 0. Correspondendo ii maior raiz exisle uma solugao da forma 


y,(.t) = (JC4-1) 2 


oc 

1 4-£a„(2)(.t4- D" 
1 


A serie converge pelo menos para It + II < 1 e y, <5 uma fungao analitica ai. Como as duas raizes diferem por um 
inteiro positivo, pode existir ou nao uma segunda solugao da forma 

30 

y 2 (x) = 1 4- £rt<i(0)(.t 4 D". 

«=1 

Nao podemos dizer mais nada sem uma analise mais profunda. 

Note que nao foram necessdrios calculos complicados para se descobrir informagoes sobre as solugoes apre- 
sentadas neste exemplo. So precisamos calcular alguns limites e resolver duas cquagoes de segundo grau. 


Vamos considerar, agora, os casos nos quais a equagao indicial tem raizes iguais ou que diferem por 
um inteiro positivo, r t -r 2 = N. Como mostramos anteriormente, sempre existe uma solugao da forma (9) 
correspondente 3 maior raiz r, da equagao indicial. Por analogia com a equagao de Euler, poderfamos 
esperar que. se r, = r 2 , entao a segunda solugao conteria um termo logaritmico. Isso tambem poderd scr 
verdade se as raizes diferirem por um inteiro positivo. 

Raizes Iguais. O mdtodo para encontrar a segunda solugao 6 essencialmente o mesmo que usamos para 
encontrar a segunda solugao da equagao de Euler (veja a Segao 5.4) quando as raizes da equagao indicial 
eram iguais. Vamos c onside rar r como uma varidvel continua e determinar a„ em fungao de r resolvendo 
a relagao de rccorr£ncia (8). Para essa escolha de a„(r) para n > 1. a Eq. (6) se reduz a 
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L[<p](r,x) — a 0 F(r)x r = a 0 (r - r i ) 2 x r , (15) 

c l ue r > 6 uma raiz re P etida de F ( r )- Fazendo r = r, na Eq. (15). encontramos que Z.M(r„.r) = 0; logo, 
como j<S sabiamos,y,(.v) dado pela Eq. (9) 6 uma solu ? ao da Eq. (1). Mas,mais important^ segue tambem 
da Eq. (15), da mesma forma que para a equa^ao de Euler, que 


r r 301 a , 

L t- (ri,x) = a 0 —[x l r (r-n) 2 ] 

Of or r—r 


= aol(r-r { fx r h\x + 2(r-r l )x r }\ = 0 . 

Portanto, uma segunda solu<;ao da Eq. (1)6 


,V2 U) = 


d<p(r,x) 


9 f r °° "ii 

= Yr X ' a o + J2 a " {r)xn 

L "=l J) /■=,-, 

00 ~ (X 

— (x n In a) «o + ^fl„(r 1 ).r n + x r ' ^a^r,).*'’ 
n=\ J n=| 

OO 

= yt(A)lnA +x r ' ^^(r,).^, a > 0, 


onde rt,'(r,) denota a derivada dajdr calculada em r = r,. 

Pode ser dificil determinar a„(r) como funqao de r a partir da rela^ao de recorrencia (8) e depois dife- 
renciar a expressao resultante em rela?ao a r. Outro maneira 6 simplesmente supor que y tern a forma da 
Eq. (17). Ou seja, suponha que 

OC 

y = y ] (x)\nx + x r 'Y^b„x n , x > 0, (18) 

n= 1 

onde V|(.v) ja foi encontrado. O s coeficien tes b r sao ca lculados. como de habito, substituindo na equagao 
diferencial, juntando os termos corresponBentes e igualando os coelicientes de cada pol6ncia de x a zeTa 
Uma terceira possibilidade 6 usar o metodo de redu^ao de ordem para encontrar v,(a) uma vez conhe- 
cidoy,(.v). 


Raizes r, e r 2 Diferindo por am Inteiro N. Nesse caso a dedu^ao da segunda soluqao 6 bem mais complica- 
da, e nao sera dada aqui. A forma dessa solu^ao 6 dada pela Eq. (24) no prdximo teorema. Os coeficientes 
c„(r 2 ) na Eq. (24) sao dados por 

c n (r 2 ) = — [(r-r 2 )fl n (r)] , n = 1,2,..., (19) 

dr r—ri 

onde «„(r) 6 determinado da relaqao de recorrencia (8) com a 0 = 1. Alem disso, o coeficiente de a na Eq. 
(24)6 

a = Y\m(r - r 2 )ax(r). ( 20 ) 

r—*r 2 v ' 

Se a s (r 2 ) for finito, entao a = 0 e y, nao tern termo logarftmico. Uma deduijao completa das formulas (19) 
e (20) pode ser enconlrada no livro de Coddington (Capftulo 4). 

Na pratica, a melhor maneira de determinar se a = 0 na segunda solu?ao 6 tentar simplesmente calcu- 
lar os a„ correspondcntes raiz r 2 e ver se 6 possivel determinar a s fr 2 ). Se for, nao hd problema. Se nao, 
precisamos usar a forma (24) com a £ 0. 

Quando r, - r 2 = N existem, novamcnte, tres maneiras de se encontrar uma segunda solu^ao. Primeiro, 
podemos calcular a e c„(r 2 ) diretamente, substituindo y pela expressao (24) na Eq. (1). Segundo, podemos 
calcular c„(r 2 ) e a da Eq.*(24) usando as formulas (19) e (20). Se esse for o procedimento planejado, ao 
calcular a solu^ao correspondente a r = r l nao se esque^a de obter a formula geral para n„(r), em vez de 
encontrar apenas <?„(/•,). A terceira maneira 6 usar o metodo de redu^ao de ordem. 




Teorema 5.6.1 



Considerc a equagfio diferencial (1), 
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onde x = 0 6 um ponto singular regular. Entao. xp(x) e x 7 q(x) sao analiticas em x = 0 com expansao em < 
series de potencias convergentes 

oc oc 

XP(X) = Y PnX ” . X 2 q(x) = Y ‘I’’*'' 

«=0 n=0 

para Lvl < p , onde p > 0 6 o mi'nimo entre os raios de convergence das series de potencias para xp(x) e 
x 2 q(.x). Sejam r, e r 2 as raizes da equa^ao indicia! 

F(r) = r(r - 1) + p 0 r + qo = 0, 

com r, > r 2 , se r, e r 2 forem reais. Entao, em um dos intervalos -p < x < 0 ou 0 < x < p, existc uma solu<,ao 
da forma 


y, (x) = |x| r * l + , (21) 

n=l J 

onde os a„(r,) sao dados pela rela^ao de recorrencia (8) com a 0 = 1 e r = r,. 

Se r, - r : nao e zero nem um inteiro positivo, entao em um dos intervalos -p < .t < 0 ou 0 < x < p existe 
uma segunda soluqao da forma 


yi(x) = |x|' 


00 

1 + Y an( ' r ^ x " ■ 

n =1 


Os a„(r 2 ) tambem sao determinados pela relagao de recorrencia (8), com a 0 = 1 e r = r 2 . As series dc 
potencias nas Eqs. (21) e (22) convergem pelo menos para Ixl < p. 

Se r, = r 2 , entao a segunda solu?ao 6 

00 

y 2 (x) = y \(*) In \x\ + \x\ r ' Y M'l )x "• (23) 


Se r, - r 2 = N , um inteiro positivo, entao 


oc 

Y c ”( r 2)x n . 

n=l 


y 2 (x) = flyi (x) In |x| + |xp 1 + 


Os cocficientcs «„(/•,), b„(r { ), c„(r 2 ) c a constants a podem ser determinados substituindo-se a forma da 
solu^ao cm s6rie y na Eq. (1). A constante a pode ser nula, caso em que a solutjao (24) nao tern termo 
logaritmico. Cada uma das series nas Eqs. (23) e (24) converge pelo menos para lx! < p e define uma 
fun<;ao analitica em alguma vizinhanqa de x = 0. 

Em todos os tres casos as duas soluijoes y,(x) e y 2 (x) formam um conjunto fundamental de soluqoes 
para a cqua?ao diferencial dada. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12: 

—- (a) Encontre todos os pontos singulares regulares da equa<;ao diferencial dada. 

(b) Determine a equatjao indicial e os expoentes na singularidade para cada ponto singular regular. 

1. xy" + lx/ + 6 e'y = 0 0)x 2 y” - x(2 + x)y* + (2 + x 2 )y = 0 

3. x(x - 1 )y" + dry' + 3y = 0 + 4xy' + 6 y = 0 

5. x 2 y" + 3(senx)y' - 2y = 0 6. 2x(x + 2)y" + y' - xy = 0 

7. x 2 y" + i(x + senx)y' + y = 0 8. (x + l) 2 y” + 3(x 2 - l)y' + 3y = 0 

9. x 2 (l - x)y" - (1 + x)/ + 2xy = 0 (^)(x - 2) 2 (x + 2)y" + 2xy' + 3(x - 2)y = 0 

11. (4 - x J )y" + 2xy' + 3y = 0 12. x(x + 3) 2 y" - 2(x + 3)y' - xy = 0 

Em cada um dos Problemas de 13 a 17: 

(a) Moslre que x = 0 6 um ponto singular regular da equaqao diferencial dada. 

(b) Encontre os expoentes no ponto singular x = 0. 

(c) Encontre os tres primeiros termos nao nulos em cada uma das duas soluqoes (que nao sao multiplas uma 
da outra) em torno de x = 0. 
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13. xy"+y'-y = 0 

U4 xy" + Ixy' + 6 e'y = 0: Veja o Problema 1 
\5) .r (a — l)y" + 6 a 2 / + 3y — 0; Veja o Problema 3 

16. xy" + y = 0 

17. x 2 y” + (sen.v)y' — (cos.v)y = 0 

18. (a) Mostre que 

(In x)y" + jy' +y = 0 

tem um ponto singular regular em .v = 1. 

(b) Determine as raizes da equagao indicial em .v = 1. 

(c) Determine os tres primeiros lerrnos nao nulos na serie £ a„(x — l) r+ '' correspondenle it raiz maior 

Tome .r - 1 > U. ,,=u 

(d) Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergence da serie? 

{Em diversos problemas em ftsica matematica e necessario estudar a equagao diferencial 

a( 1 - A)y" + [y - (1 +a + P)x\y' - otfiy = 0. (jj 

onde it. ft e y sao constantes. Essa equagao e conhecida corno equagao hipergcnmetrica. 

(a) Mostre que v = 0 e um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial sao 0 e I - y. 

(b) Mostre que v = 1 e um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial sao Ocy-a-fi. 

(c) Supondo que 1 - y nao e um inteiro posilivo. mostre que uma solugao da Eq. (i) em uma vizinhanga 
de a = 0 e 

ctfi ct{ot + \)P(P + 1) ■> 

\ ] (a) = 1 H-r a 4- - — . —a H-. 

Y • l! y(y + 1)2! 

Qual o valor que voce esperaria para o raio de convergence desta serie? 

(d) Supondo que I - y nao e inteiro, mostre que uma segunda solugao para 0 < a < 1 <5 

,_„r. . (u-y + lK/3-y + 1) , <a-y + l)(«-y+2)(/J-y + l)(0-y+2) , 1 

>'2 A = A 1 y I + ---—-A + - - - — -—- X 2 + • • • . 

(2 — y)l! (2 — y)(3 — y)2! 

(e) Mostre que o ponto no inlinito e um ponto singular regular e que as raizes da equagao indicial sao a 
e p. Veja o Problema 43 da Segiio 5.4. 

20. Considere a equagao diferencial 

A J y" 4- uf.vy' + fly = 0, 

onde or e p sao constantes reais 

(a) Mostre que x = 0 e um ponto singular irregular. 

(b) Ao tentar encontrar uma solugao da forma ]T rt„A r+ ", mostre que a equagao indicial para r e linear e, 

«=0 

portanlo, existe apenas uma solugao formal dessa forma suposta. 

(c) Mostre que se plat = -1.0.1,2.entao a solugao formal em serie termina e 6. portanto, uma solugao 

de fato. Para os outros valores de plat mostre que a solugao formal em s6rie tem raio de convergencia 
nulo, logo nao representa uma solugao de fato em nenhum intervalo. 

21. Considere a equagao diferencial 

a , ft „ 

y' + -y + -y = 0, (i) 

onde a ^ Oe ^ 0 sao numeros reais c set sao inteiros positivos, arbitrSrios por enquanto. 

(a) Mostre que, se s > 1 ou t > 2, entao o ponto a = 0 e um ponto singular irregular. 

(b) Tente encontrar uma solugao da Eq. (i) da forma 

y = x>0. (ii) 

Mostre que se s = 2 e I = 2, entao existe apenas um valor possivel para r para o qual existe uma solugao 
formal da Eq. (i) da forma (ii). 

(c) Mostre que se 5 = 1 e / = 3, entao nao existem solugoes da Eq. (t) da forma (it). 

(d) Mostre que os valores maximos de s e de r para os quais a equagao indicial 6 de segundo grau em r [e, 
portanto, podemos esperar encontrar duas solugoes da forma (n)] sao s = 1 e t = 2. Estas sao prccisa- 
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mente as condi?oes que distinguem uma "singularidade fraca", ou uni ponto singular regular, de um &! 
ponto singular irregular, como definimos na Seqao 5.4. 

Como aviso, deveri'amos esclarecer que embora seja possfvel, algumas vczes, obter uma soluqao for-■ 
mal em sdrie da forma (ii) em um ponto singular irregular, a serie pode nao ter raio de convergence» 
positivo. Veja o Problema 20 para um exemplo. 


5.7 Equagao de Bessel 


Nesta se$ao vamos ilustrar a discussao na Se$ao 5.6 considerando tres casos especiais da equagao de 
Bessel, 14 

x 2 y" + xy' + (x 7 - v 2 )y = 0 , ( 1 ) 

onde v 6 uma constante. E fdcil mostrar que x = 0 e um ponto singular regular da Eq. (1 ).Temos 

.. Q(x) .. l - 

'’ 0= i!T r m=i?o x ; = 1 - 

q„ = Um* 2 ^ = 

' *-0 P(X) x-+0 X 2 

Logo, a equaqao indicial e 

F(r) = r(r - 1) + p 0 r + q 0 = r(r - \) + r - v 2 = r 2 - i> 2 = 0, 
com raizes r = ±v. Consideraremos os tres casos u = 0, v = |eu=l para o intervalo x > 0. 

Equagao de Bessel de Ordem Zero. Neste caso v = 0, de modo que a Eq. (1) fica reduzida a 

L[y]= x 2 y" + xy' + x 2 y = 0 , ( 2 ) 

e as raizes da equaijao indicial sao iguais. Substituindo 


y = </>(r,x) = a 0 x r + ^fl n .r r+n , 


na Eq. (2), obtemos 


L[<f>](r,x) = ^n„[(r + /z)(r + n - 1) + (r + n)].v r+ " + a„x r+n+2 

n= 0 n=0 

= ao[r(r - 1) + r]x r + a\[(r + l)r + (r + l)].v r+l 

OO 

+ ]T + " )(r + n - 1) + (r + n)] + x r+, ‘ = 0. (4) 

n=2 

Como ja observamos, as raizes da equa?ao indicial F(r) = r(r - 1) + r = 0 sao r, = 0 e r 1 - 0, logo temos o 
caso de raizes iguais. A rela?ao de recorrencia e 

, . a n - 2 (r) fln- 2 (r) 


a n (r) = - 


(r + «)(r+ rt - 1) + (r + n) (r + /i) 2 


Para determinar y,(;r) fazemos r igual a 0. Entao, da Eq. (4) segue que, para que o coeficiente de .v’" 4 
seja zero, temos que escolher a, = 0. Portanto, da Eq. (5), a 3 - a s = a y = ... = 0. Alem disso. 


«/«(0) = -a„_2(0)//t 2 , n = 2,4,6,8. 


ou, fazendo n = 2m, obtemos 


‘'Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) comegou uma carreira em negdeios quando jovem.mas se inleressou logo por astro- 
nomia e matemdtica. Foi designado diretor do observatdrio em Kdnigsbcrg em 1810 e manteve essa posii;3o atd sua morte. 
Seu estudo de perturbaijocs planetdrias levou-o, em 1824, a fazer a primeira analise sistematica das solutes da Eq. (1), 
conhecidas como fun^des de Bessel. E famoso, tambem, por fazer o primeiro calculo preciso da distancia da Terra a uma 
estrela em 1838. 
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a 2m( P) = -a 2 m- 2 ( 0 )/( 2 rn) 2 , rn = 1,2,3. 


Assim, 

= -p, 



e, em geral, 


(-D m flo 



2 2m (w!) 2 ’ m ~ 1,2,3 . 

(6) 

Portanto, 





Vi (-V) - «0 


00 

« + E 


m=1 


(-l) m .v 2m 

2 2 m ( m !) 2 


.r > 0. 


(7) 


A fungao entre colchetes e conhecida como a funqao de Bessel de primeira especie de ordem zero , e e 
denolada por7„(jr). Segue doTeorema 5.6.1 que a sdrie converge para todo .v e que J 0 6 analitica em .v = 
0. Algumas das propriedades importantes de J a estao discutidas nos problemas. A Figura 5.7.1 mostra os 
grdficos de y = 7„(.v) e de algumas das somas parciais da serie (7). 



FIGURA 5.7.1 Aproximajdes polinomiais de y„(.v). O valor de n £ o grau do polinomio na aproxima?3o. 


Para dcterminar Vj(.v). vamos calcular a'„ (0).' 5 Primeiro, note que devido ao coeficiente de .x" ' na Eq. 
(4) (r + 1 Yu^r) = 0. Logo. </,(/-) = 0 para todo r proximo de r = 0. Entao, nao so a,(0) = 0. mas lamnom n ,(0) = u. 
Da rela^ao dcTccorrencia (M segue que a y (U) = a\ (0) = ... = a',„. t (0) = ... =0; logo,prccisamos apenas 
calcular (0), nt = 1,2,3.Da Eq. (5). temos 

a 2m (r) = —a2 m -2(r)/(r + 2m) 2 , m = 1,2,3,- 

Resolvendo esta rela^ao de recorrencia, obtemos 

«o . . «o 

ai(r) = “frW’ " (r + 2) 2 (r + 4) 2 ' 


e, em geral, 

(-l) m a 0 

a 2 m(r) - ( r + 2)2... (r + 2m) 2 ’ 

Podemos cfetuar os calculos de a ^ (r) de maneira mais convcniente notando que.se 

fix) = (x - ai) Pl (x - a 2 ) pl (x - 

e se x for diferente de a,,o 2 , entao 

fix) _ Pi + + ... + 

f(x) x — or i x - az x-a„ 


( 8 ) 


,! 0 Problema 10 esquematiza um procedimento altcrnativo no qual simplesmcnte substituunos a fdrmula (23) da Se?So 5.6 
na Eq. (2) e depois determinamos os />„. 
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Aplicando este resultado a a^r) na Eq. (8), vcmos que 


a 2m^ 


ai,n(r) 




+ ——: + • 


+ 2 r + 4 


e fazendo r igual a 0, obtemos 


Substituindo u,„,(0) dado pela Eq. (6) e fazendo 


1 1 


Hm = 1 + r + X + 


obtemos. finalniente. 


— —Hr 


2 ' 3 

(-ir«o 


i 

m 

m = 1.2.3. 



1 


1 

1 \ 


r + 2m ) ' 


fl 2 m(0)- 









(9) I 


2^ (ml) 2 ' 

A segunda soluqdo da equaijao de Bessel de ordem zero d encontrada fazendo-se <?„ = 1 e substituindo-se. 
na Eq. (23) da Se?ao 5.6.y,(x) e b : ,„( 0) = fl>„(0). Obtemos 


y 2 (-t) = Mx) In.r+X] x > 0 


m=l 


2 hn (m\)- 


00 ) 


Em vez de y 2 . a segunda solu;ao considerada, em geral. e uma determinada combinaqao linear de J n 
e ,v 2 . Ela 6 conhecida como a funt;ao de Bessel de segunda especie de ordem zero, e e denotada por V n . 
Seguindo Copson (Capflulo 12).defmimos"’ 


Y 0 (x) = -[y 2 (x) + (y - In2)7 0 (x)]. 


( 11 ) 


Aqui, y& uma constante, conhecida como a constante de Euler-Mascheroni: 1 ' ela e delinida pela equa^ao 


y = lint (//„ — In /i) = 0.5772, 


Substituindo y,(.v) na Eq. (11), obtemos 


Vo(Jf) = - 

7T 


l I -*\ , , , , ( — 1' H m a 

(r + ln-)/„(*)+ E 22w( - !>2 x 


m=l 


2 -"'(// l !) 2 


x > 0. 


( 12 ) 


(13) 


A soluijao geral da equaqao de Bessel de ordem zero para x > 0 6 

y = Ci7o(x) + CiYq(x). 

Note que 7„(x) I quando t-*0c que V^f-v) tern uma singularidade logarftmica em v = 0, ou seja. 
y 0 (,t) se comporta como (2/7r)ln .v quando x -* 0 por valores positivos. Entao.se estivermos interessados 
em soluqOes da equa<;ao de Bessel de ordem zero que sejam fin it as na origem.o que ocorre muitas vezes, 
temos que descartar Vo. Os graficos das fun?6es 7 0 (.r) e V^.t) estao ilustrados na Figura 5.7.2. 



F1GURA 5.7.2 As fun$5es de Bessel 7„ c Y„. 


’'’Outros autores usam outras definiijoes de Vo- Esta escolha para V,, tamWm 6 conhecida como funfdo de Weber, em home- 
nagem a Heinrich Weber (1842-1913),que ensinou em diversas universidades alcmas. 

’'Lorenzo Mdscheroni (1750-1800) era urn padre italianoque foi professor na University of Pavia. Ele calculou corretamcnte 
as 19 primeiras casas decimals y em 1790. 
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E interessante observar na Figura 5.7.2 que para .v grande, ambas as funqoes /„(*) e y o (jc) oscilam. Po- 
deriamos ter antecipado tal comportamento a partir da equaijao original; de fato, isso e verdade para as 
soluc^oes da cquaqao de Bessel de ordem v. Dividindo a Eq. ( 1 ) por ,v 3 , obtemos 

Para.v muito grande e razoavel suspeitarque os termos (llx)y' e (r7.v : )_y sao pequenos e.portanto.podem 
ser desprezados. Se isso for verdade, enlao a cquagao de Bessel de ordem i* pode ser aproximada por 

y"+y = 0. 


As solutes desta equagao sao sen ,v c cos .v; poderfamos, entao, anteeipar que as solutes d a eouacao de 
Bessel para valores grandes de .v sao semelhantes a comhinagdes lineares d e sen v e cos ,v. Isso esla corre- 
To no sentido em que as fumades de Bessel sao oscilatorias; no entanto, esla apenas parcialmente correto. 
Para x grande, as fumjoes /„ e Y ft tambem decaem quando x aumenta; assim. a equaqao v" + v = 0 nao 
fornece uma aproximagao adequada para a equagao de Bessel para valores grandes de .v, e e necessario 
uma analise mais delicada. De fato, e possfvel mostrar que 



quando X —* oc. 


( 14 ) 


e que 


Vu(.v) 



quando .v —* oc. 


(15) 


Essas aproximagoes assintdticas. quando x —* oc, sao. de fato. muito boas. Por cxemplo, a Figura 5.7.3 
mostra que a aproximagao assintotica (14) para J„(x) 6 razoavelmente precisa para todo x > I Assim, 
para aproximar ./,,(.*) em todo o intervalo de zero a infinite podemos usar dois ou tres termos da serie (7) 
para x < I e a aproximagao assintotica (14) para x > 1. 


Equagao de Bessel de Ordem ftleio. Este caso ilustra a situagao na qual as raizes da equagao indicial dife- 
rem por urn inleiro positivo. mas a segunda solugao nao tern termo logaritmico. Fazendo v = i na Eq. (1), 
obtemos 

L\y) =x 2 y"+xy' + (x 2 - ±).y = 0. (16) 

Substiluindo v = </>(r..v) pela serif (3), obtemos 

DC 00 

L[<(>\{r,x) = [(r + n)(r + n - 1) + (r + n) - + ^a n x'’ +n+2 

«=o «=o 

= (r 2 - i) a 0 v r + [(r + l ) 2 - 5 ] a { x r + ] 

+1 [ (r+ " )2 - 3 ] a "+ an ~ 2 1 - vr+ " = °- (l7) 

n=2 



FIGURA 5.7.3 Aproximagao assintotica de J„(x). 
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As raizes da equaqao indicial sao r, = 1 e r 2 = - logo, as raizes diferem por um inteiro. A relagSo de re- 
correncia 6 

[(r + /i) 2 - j]fl„ = -a„- 2 , n > 2. (18) 

Correspondendo h raiz maior r, = 1. pelo coeficiente de .r" 1 na Eq. (17) vemos que a, = 0. Logo, da Eq. (18), | 
a, = = ... = a ^ = ... = 0. Aldrn disso. para r = 1, 

a, t-2 

a„ = — 


ou, fazendo n = 2m, obtemos 


H 2 m — 


n(n + 1)’ 


02m-2 

2m(2m +1) ’ 


n = 2,4,6..., 


m = 1,2,3,.... 


Resolvendo a relaqao de recorrencia, encontramos 


0o 

° 2 ~ 3!' 


e, em geral. 


@2m — 


(- l ) m «0 

(2/71+1)!’ 


a o 

fl4= 5 !’- 


m = 1,2,3. 


Portanto, fazendo a a = 1, obtemos 


yi(*) =x 


_ J/2 


>+e: 


»i=i 


(-\) m x 2m 
(2/zi + l)! 


°° / i \m *.2//i+l 

_ -1/2 y X 

(2m + 1)! 

m=0 


r > 0. 


(19) 


A segunda serie de potencias na Eq. (19) 6 precisamente a serie de Taylor p ara sen v: logo, uma soluqao 
para a equaqiio de Bessel de ordem meio e x 1,2 sen x. A funqao de Bessel de primeira espdcie de ordcm 
meio,7 w ,e definida como (2ln)' ri y ] . Assim. 

/ 2 \ l/2 

■/ 1 / 2 W = ( — J sen*, -t > 0. (20) 

Correspondendo it raiz r = -A, e possivel que encontremos dificuldade ein calcular //„ j;S que N = 
r [ -r 1 = 1. No entanto.da Eq. (17) para r = - os coeficienles de x' e de v' 1 sao amhos nul os, independente 
da escolha de «„ c a,. Portanto, a ( , e a , podem ser escolhidos arbitrariamente. Da relaqao de recorrencia 
(18) obtemos um conjunto de coeticienies com indices pares correspondendo a e um conjunto de coe- 
ficientes com indices impares correspondendo a a,. Entao nao 6 neccssilrio um termo logaritmico para se 
obter uma segunda soluqao nesse caso. Deixamos como exercicio mostrar que, para r = -1, 

(—l)"ao (-l)"fli 

02/i+t 


02« = 


(2/i)! 


(2/i + l)!’ 


n = 1 , 2 ,... 


Logo, 


>’2 (Jr) = .r 1/2 


~ (_1)»^ ^ (-l) n JC 2n+1 

(2/,)! +fl1 ^ (2/i+ 1)! 

L n=0 n=0 


cos.r 


= 00- 


- 1/2 


+ 01 - 


(2/i)! 
sen.v 


. 1/2 ’ 


a: > 0. 


( 21 ) 


A constante a, simplesmcnte introduz. um multiplo de A segunda soluqao da equaqao dc Bessel de 
ordem meio 6 escolhida, cm geral, como a soluqao para a qual a u = (2/tt) 1? e «, = 0. Ela e denotada por 
J. n . Entao 


/ 2 \ 1/2 

; -i/2 (x)= lw ) C ° SJC ’ Jt>0 ‘ 


( 22 ) 


A soluqao geral da Eq. (16) 6 y = c t J m (x) + Cjl.m^x)- 

Comparando as Eqs. (20) e (22) com as Eqs. (14) e (15), vemos que, exceto por um deslocamento de 
fase de tt/ 4, as funqries J_ m c 7 1/2 se pareccm com J 0 e Yg, respectivamente, para valores grandes de .t. Os 
gr^licos de J iri e 7. 1/2 estao ilustrados na Figura 5.7.4. 
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F1GURA 5.7.4 As fun<;6es de Bessel 7,, e 7 


Equaqao de Bessel de Ordem Um. Este caso ilustra a situaqao na qual as raizes da equaqao indicial dife- 
rem por um inteiro positivo c a segunda solugao envolve um termo logaritmico. Fazondo v = I na Eq. (1). 
temos 

Z-LV] = Jr 2 / + xy' + (Jr 2 - l)y = 0. (23) 

Substituindo y pela serie em (3) e juntando os termos como nos casos precedentes.obtemos 

00 

/.[01(r..i) = a n (r 2 -l).v , + fl 1 [(r+l) 2 -l].v r+1 + £ | [(r + n) 2 - l]«„ + a„_ 2 ) x'* n = 0. (24) 

11=2 

As raizes da equatjao indicial sao r, = 1 e r 2 = -1. A relacao de recorrencia <5 

[</■ + n) : - l]a„(r) = -a„_ 2 (r), n > 2. (25) 


Correspondcndo a raiz maior r = 1. a relacao de recorrencia fica 


‘ b ,-2 

(n -f 2)/i' 


n = 2.3.4. 


Pelo coeficienle de x” na Eq. (24). vemos tambem que a, = 0: logo, pela relatjao de recorrencia,a, = a, = 
... = (). Para valores pares de n. seja n = 2 nr, enlao 


‘>2n 


2m — 2 


Q2m = — 


(2«i + 2)(2m) 2 2 (m + l)m' 


m = 1,2,3,.. 


Resolvendo essa relaqao de recorrencia. obtemos 

(-l)"'flo 


Him = 


m = 1,2,3. 


(26) 


2 2m (m + l)!m!’ 

A fumjao de Bessel de primeira esp<3cie de ordem um. denotada por 7,. <5 obtida escolhendo-se a 0 = 1/2 


Portanto, 




(—l) m jr 


m y.2m 


2 2 2 "'("> + l)!"j! 

m =0 


(27) 


A serie converge absolutamente para todox.de niodo que 7, analitica em toda parte. 

Ao determinar uma segunda solutjao da equat;3o de Bessel de ordem um vamos ilustrar o miStodo de 
substitui^ao direta. O cdlculo do termo geral na Eq. (28) abaixo € bastante complicado, mas os primeiros 
poucos coeficientes podem ser encontrados facilmente. De acordo com oTeorema 5.6.1, vamos supor que 


y 2 (.r) = «7 i(x) lnx + x 


-i 


1 + ^ c„x n 


n=\ 


x > 0. 


(28) 


Calculando y' 2 (x), /,(.t), substituindo na Eq. (23) e usando o fato de que 7, 6 uma soluqao da Eq. (23), 
obtemos 

oc 

2ox7j(x) + Y" [(« — 1)(« - 2)c„ + (n - l)c„ - c^x" +^c n .t” =0, 

n=0 


n=i) 


(29) 
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onde c 0 = 1. Substituindo 7,(.t) por sua expressao na Eq. (27), mudando os indices dos somatdrios nas duas 
series e efetuando diversos calculos algebricos, chegamos a 


-c, + [0 ■ c 2 + C 0 ]x + ]T [(/i 2 - l)c n+ i + C„_1 )x" = -a X+J2 2 *"(m + \)\m\ * (30) 

n=2 L m=l 

Da Eq. (30) notamos primeiro que c, = 0 e a = -c„ = -1. Al£m disso, como a expressao a direita do sinal 
de igualdade cont£m apenas potencias impares de .v, o cocficiente de cada potencia par de .v na expressao 
a~esauerda do sinal de igu aldade te m que scr n ulo. Entao, como c, = 0, temos c, = c,= ... = 0. Correspond 
dendo its potencias fmpares de .v, obtemos a rela<;ao de recorrencia [seja n = 2m + 1 na serie a esquerda 
do sinal de igualdade na Eq. (30)] 

, (-l) m (2m + l) , „ „ 

[(2m +1) 2 - l]c 2m+2 + = 22w(m + 1)!m! , m = 1,2,3 . (31) 

Fazendo m = 1 na Eq. (31), obtemos 

(3 2 - l)c 4 + C 2 = (-l)3/(2 2 • 2!). 

Note que c 2 pode ser escolhido arbitrariamente, e esta equaqao, entao, determina c 4 . Note, tambem, que na 
equa^ao para o coeficiente de.t, c, aparece multiplicado por0,e essa equaqilo foi usada para deterniinar a. 

Nao e surpreendente que c 2 seja arbitrario, ja que c : 6o coeficiente de v na expressao x' 1 1 + £ c » x ” ■ 

L n=l 

Em consequencia. c, gera simplesmente urn multiplo de 7, e v 2 s6 esta determinado a menus de multiplos 
de 7,. De acordo com a pratica usual, escolhemos c 2 = 1/2-. Obtemos, entao. 


-1 [3 1 -1 [7, 1\ .* 

“ U + ‘J = 2^2? L( + 2 ) + 


E possi'vel mostrar que a solu^ao da relaqao de recorrencia (31) 6 

_ (-lr+’q/m + #,„-!) 

C2 "‘ 2 2m m!(w - 1)! 

com a conven<;ao de que H 0 = 0. Assim, 


m = 1.2,... 


y 2 (x) = -7] (.r) In .v 4 - - 1 - £ 


(-1 r(^„,+ //,„.,) 

2 lm m\(m - 1 )! 


.r > 0. 


O cfilculo de y 2 (x) usando outro procedimento [veja as Eqs. (19) e (20) da Seqao 5.6], no qual deter¬ 
minants c„(r 2 ), (5 ligeiramente mais facil. Em particular, esle ultimo procedimento fornece uma formula 
geral para c^ sem a neccssidade de se resolver uma rela^ao de recorrencia da forma (31) (veja o Proble- 
ma 11). Nesse aspecto voce pode querer, tambem, comparar os cdlculos da segunda soluqSo da equa^ao 
de Bessel de ordem zero no texto e no Problema 10. 

A segunda solu^ao da Eq. (23), a f ungao de Bessel de seeunda especie de ordem urn, e escolhida, 
em geral, como uma determinada combina^ao linear de 7, e y 2 . Scguindo Copson (Capi'tulo 12). F, e 
definida como 

Yi(x) = -l-y 2 (x) + (y- In 2)7,U)], (33) 

71 

onde y6 definido pela Eq. (12). A soluqao geral da Eq. (23) para v > 0 e 

y = c,7|(.r)-hc 2 y'i(jr). 

Note que enquanto 7, £ analitica em .v = 0, a segunda soIui,ao F, torna-se ilimitada do mesmo modo que 
l/.r quando x -* 0. A Figura 5.7.5 mostra os graficos de 7, e F,. 
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FIGURA 5.7.5 As fun?6es de Bessel J, e Y x . 


PROBLEMAS Fni cada uni dos Problemas de 1 3 4, mostre cjue ii C(|um^ao diferencial dada tem um poutu singular rettular eni 
■ t = fle determine duas solu^oes para .r > 0. 

1. x 2 y" + 2xy' + xy = 0 2. x 2 y" + 3.i/ + (1 + x)y = 0 

(Hi 2 / + xy' + 2-t v = 0 4. x 2 y" + 4r>>' + (2 + x)y - 0 

5. Encontre duas solu^oes para a equa^ao de Bessel de ordem 

x 2 y" + xy' + (.r -?)>• = 0, x > 0 
(ty Mostre que a equ.n,ao de Bessel de ordem meio 

x~y"+xy +{x*~ J)y = 0. x > 0 

pode ser rcdu/ida ii equaqao 

v" + v = 0 

pela mudanija da variavel dependente v = .v 1 ’r(.ir). Conclua disso que y,(;r) = jr |,: cos x c y : (x) = .r 1,2 sen x 
sao solutes da equa$ao de Bessel de ordem meio. 

7. Mostre diretamente que a serie para J„(x). Eq. (7). converge absolutamente para todo .r. 

8. Mostre diretamente que a serie para Eq. (27). converge absolutamente para todo x e que /,*( x) = 

- J M. 

(9.J Considere a equa^So de Bessel de ordem v, 

x 2 y" 4- xy' + ( x 2 - v 2 )y = 0, x > 0, 

onde i>£ real e positivo. 

(a) Mostre que x = 0 6 um ponto singular regular e que as raizes da equa^ao indicial s3o v e -v. 

(b) Correspondendo & raiz maior i\ mostre que uma solu?ao e 


>I<U * [' 1!(1 +v) ( 2 ) + 2!(l + v)(2 + v) ( 2 ) + 

(c) Se 2v nao for inteiro, mostre que a segunda soluqao serif 


(~ir 

(1 + l>) ■■•(»! + V) 


(if • 


fl 1 ( x 

A* . 1 (■ 

* oc 

1) + Y 

<-ir /xy 

1!(1 — v) '2 

7 2!(1 — v)(2 — »') V 

2 / m'(l 

— v)••• (m — t>) V2/ 


Note que .v,(.r) —* 0 quando x —► 0 e que y 3 (x) torna-se ilimitado quando x —* 0 . 

(d) Verifique, por m<5todos diretos,que as series de potencias nas expressbes para y,(x) e yj(x) convergem 
absolutamente para todo r. Verifique, tamWm, que y 2 6 uma solu<;ao. bastando apenas que 1 - n3o seja 
inteiro. 

10. Mostramos, nesta seijao, que uma solu^ao da equa^ao de Bessel de ordem zero 

Llv]=x 2 y"+xy'+x 2 y = 0 
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6 Jo, onde 7 0 (.v) 6 dada pda Eq. (7) com a„ = 1. De acordo com oTeorema 5.6.1, uma segunda solutjao tern 
a forma (x > 0) 


(a) Mostre que 


>2 W = Mx) In r + £ b„x ". 


LIv 2 \(x) = ]T/i(n - l)fc„.t" + f^rib n x" + ^/> n v" +2 + 2jcJ' 0 (x). 


(b) Substituindo a representaijao em serie de /„(*) na Eq. (i), mostre que 

00 t— lV'2/ir 2 " 

b x x + 2 2 b 2 x 2 + £ (n 2 b n + b^xT = -2 £ 22/1(w , )2 ■ (ii) 

#1*3 n=l 

(c) Note que aparccem apenas potencias pares de .v na expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. 
(ii). Mostre que 6, = b, = b,= ... = 0, b, = Vi J (l!)’ e que 

(2/i) 2 ^ + = —2( — 1)" (2/i J/2 2 " (/i! ) 2 . n = 2.3.4. 


Deduz.a que 


2 2 4 2 (' + 2) C bb ~ 2 2 4 2 6 2 0 + 2 + 3)' 


A soluijao geral da relaijao de recorrencia e b,„ = (- HJ2'"(n\)-. Substituindo b„ na expressao para y-(.v). 

obtemos a soluijao dada na Eq. (10). 

11. Encontre uma segunda .soluijao da equaqao de Bessel de ordem urn calculando os c„(r) e a da Eq. (24) da 
Seijao 5.6 de acordo com as fdrmulas (19) e (20) daqucla seijao. Algumas diretrizes para esse calculo sao 
as seguintcs. Primeiro, use a Eq. (24) desta seijao para mostrar que n,(-l) e a,'(-l) sao iguais a 0. Depois 

mostre que c,(—1) = 0 e, da relaijSo de recorrencia. que c„(-l) = 0 para n = 3, 5.Finalmente, use a Eq. 

(25) para mostrar que 


fl’(r) = - 


(r+l)(r+3)’ 


a t (r) = 


(r +!)(/■ + 3)(r + 3)(r + 5) ‘ 


a 2m (r) = 


_ (-l) m «o _ 

(r + l)•••(r + 2m — l)(r + 3) • • • (r + 2/?i + 1)’ 


Depois mostre que 


C2 m (-l) = (-ir M (Wm + W«-i)/2 2m m!(w-l)!. m> 1. 


12. Atraves de uma ntudanija adequada de variavel 6 posstvel.algumas vezes, transformar outra equaijao dife- 
rencial em uma equaijao de Bessel. Por exemplo. mostre que uma soluijao de 

.ry" + (a : p 2 x 2fi + \ - v 2 p 2 ) y = 0, * > 0 

<5 dada por y = x ,r2 f{ax f ), onde /(£) 6 uma soluijao da equa<j3o de Bessel de ordem i>. 

13. Usando o resultado do Problema 12. mostre que a solu^ao geral da equaijao de Airy 

y" - xy = 0. x > 0 

6 y = jr ,/2 [ci/i(|ix J/2 ) + c&i jir 3/2 )J, onde /,(?) c / : (f) formant uni conjunto fundamental de soluijoes da 
equaijao de Bessel de ordem urn terijo. 

14. Pode-se mostrar que J u tern uma intinidade de z.cros para x > 0. Em particular, os tres primeiros zeros sao 

aproximadamente iguais a 2,405; 5,520 e 8,653 (vcja a Figura 5.7.1). Denote por k r j = 1.2,3_os zeros de 

segue que 


„ „ , 1, * = 0, 

Jo&jX) — q x _ ^ 


Verifique que y = J a (y r x) satisfaz a equaijao diferencial 


Mostre que, portanto. 


y" + -y' + Xfy = 0, x > 0. 


f xJ a fax)Jofrjx)dx = 0 se A, ^ k,. 

J 11 
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Esta propriedade importante de /„(>.,r),conhecida como propriedade de ortogonalidade, € util na resolu- 
qao de problemas de valores de contomo. 

Sugestao: escreva a equa^ao diferencial para J„(k r x). Multiplique-a por v./„(>. r r) e a subtraia de x 7 0 (>.,t) 
vezcs a equa?ao diferencial para 7„(/. r r). Depois integre de 0 a 1. 


KI I I Rl I Coddington, E. A.. An Introduction to Ordinary Differential Equations (Englewood Cliffs. NJ: Prentice-Hall. 1961; 
New York: Dover, 1989). 

Copson, E. T., An Introduction to the Theory of Functions of a Complex Variable (Oxford: Oxford University Press, 
1935). 

Demonstrates dos Teoremas 5.3.1 e 5.6.1 podem ser encontradas em livros intermediaries ou avan<,'ados; veja. por 
exemplo, os Capftulos 3 e 4 de Coddington, ou os Capitulos 3 e 4 de 

Rainville, E. D.. Intermediate Differential Equations (2nd ed.) (New York: Macmillan. 1964). 

Veja lambem esses textos para uma discussao do ponto no infinito. mencionado no Problema 43 da Se<;ao 5.4.0 com- 
portamento de solutes perto de uni ponto singular irregular e urn liipico ainda mais avan?ado; uma discussSo 
sucinta pode ser encontrada no Capitulo 5 de 

Coddington. E.A.and Levinson. N.. Theory of Ordinary Differential Equations (New York: McGraw-Hill, 1955). 

Discussocs nutis eompletas da cquaqdo dc Bessel, da equagao de Legendre e de muitas outras equates que levam o 
nonic de pessoas podem ser encontradas em livros avam;ados de equates difcrenciais.de mthodos de matemdtica 
aplicada e de funt es espcciais. Um lisro que trata de funtes espcciais, como os polinomios de Legendre e as 
fun tvs de Bessel, e 

Hochsladt, 11., Special Functions of Mathematical Physics (New York: Holt, 1961). 

Uma compilato excelente de formulas, graficos e tabelas de funtes de Bessel, funtes de Legendre e outras funtes 
espcciais da lisica matenuitica pode set encontrada em 

Abrumowiu, M.. and Stegun. I. A. (eds.). Handbook of Mathematical Functions (NewYotk. Dover. 1965); publicado 
originalmente pelo Departamento Nacional de Padroes. Washington, DC, 1964. 
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CAP1TULO 

6 


A Transformada de Laplace 


Muitos prohlcmas praticos de cngenharia envolvem sistemas mecanicos ou elctricos sob a aqiio de formas 
desconlinuas ou de impulsos. Os metodos descritos no Capi'tulo 3 sao, muitas vez.es, complicados de usar 
em tais problemas. Outro metodo particularmente adequado para esses problemas. cmbora possa ser 
usado mais gcralmente, baseia-se na transformada de Laplace. Vamos descrever. neste capi'tulo. como 
esse metodo importante funeiona. enfatizando problemas ti'picos que aparecem nas aplica^dcs de enge- 
nharia. 


6.1 Defini^ao da Transformada de Laplace 


Integrals Improprias. Como a transformada de Laplace envolve uma integral de zero a infinito, <5 ncces- 
sario conhecimento sobre integrals improprias desse tipo para apreeiar o desenvolvimento subsequent 
das propricdades da transformada. Vamos fornecer aqui uma revisao rdpida de tais integrals im proprias., 
Se voce ja estiver familiarizado com integrals improprias, pode querer pular esta revisSo. Por outro lado, 
se uma integral imprdpria 6 novidade para voce, entao voce deveria, provavelmente, consultar um livro 
de C;ilculo,onde encontrard muito mais detalhes e exemplos. 

Uma integral imprdpria em um inlervalo limitado <5 defmida como um limite de integrals em interva¬ 
ls finitos; assini, 


f fit) dl = lim [ f(t) dt, 
Ja '*“*«> Ja 


( 1 ) 


onde A e um numero real positivo. Sc a integral de a at A existe para todo A > a e se existe o limite quan- 
do A —► oo. dizemos que a integral imprdpria converge para esse valor-limite. Caso contrdrio, a integral 
diverge ou nao existe. Os exemplos a seguir ilustram ambas as possibilidades. 


EXEMPLO 

1 


Seja fit) = e", t > 0, onde c e uma constante real nao nula. Entao 



e" dt = lim f 

A-xJu 


e“ 


dt = lim 

A-* ao 


e^_ 

c 


i* 


10 


= lim V* - 1). 

a—x c 

Segue que a integral imprdpria converge para o valor -1/r se c < 0 e diverge se c > 0. Se c = 0, o integrando/fr) 
e a funqao constante igual a I e a integral novamente diverge. 


| EXEMPLO 

I * 4 


Seja fit) = \lt,t> 1. Entao 



lim / — = Jim ' nA - 

a-x y, t A-aa 


Como lim In A = oo, a integral imprdpria diverge. 

A-*oa 
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Seja/(f) = r'\f > l.onde p e uma constante real cp # l;o casop = 1 foi considerado no Exemplo 2. Entao 


EXEMPLO 


Quando A -*■ oo,/t'* -*• Os ep> l.masA'-'’ -*• oo sep < 1. Portanto . J i p dt converge para o valor l/(p - 1) 

para p > 1, mas diverge (incorporando o rcsuilado do Exemplo 2) para p < 1. Esses resultados sao analogos 

00 

dqueles para a sdrie infinila ]T n~ p . 


Antes de disculir a possivel existencia de / /(f) dt , vamos delinir alguns termos. Uma funqao d dita 

J a 

seccionalniente continua ou continua por partes em urn intervalo a < I < ft se o intervalo puder ser divi- 
dido por um numero finito de pontos a = /„ < f, < ... < f„ = P de niodo quo 

1. /sejacontinua em cada subintervalo aberto <t<t t . 

2. f tenda a um limite finito nos extremos de cada subintervalo por pontos no interior do intervalo. 

Em outras palavras, f d seccionalmcntc continua em um intervalo a < t < fisc for continua af exceto por 
um numero finito de descontinuidades do tipo salto. Se/for seccionalmente continua em a < t < p para 
todo (i > a, entao dizemos que /d seccionalmente continua para r >a. A Figura 6.1.1 mostra um exemplo 
de uma funqao seccionalmente continua. 

A integral de uma funijao seccionalmente continua em um intervalo finito e simplesmente a soma das 
integrais nos subintervalos criados pelos pontos da particao. Por exemplo, para a fungao /( t ) na Figura 
6.6.1, temos 


FIGURA 6.1.1 Uma funqao seccionalmente continua y = /(/) 


Para a fun?ao na Figura 6.1.1 atribuimos valores para a fun^ao nos extremos a e ft e nos pontos da parti- 
qao /, e f 2 . No entanto.para as integrais na Eq. (2) niio importa se a funqflo /(f) estd definida nesses pontos, 
ou quais os valores atribuidos a/(f) neles. Os valores das integrais na Eq. (2) permanecem os mesmos. 

Logo, se /for seccionalmente continua no intervalo a < t < A, a integral / /(/) dt existe. Portanto, 

rA J a 

se /for seccionalmente continua para t > «. entao / /(f) dt existe para todo A > a. No entanto, a conti- 

nuidade por partes nao 6 suficiente para garantir a convergencia da integral impropria / /(f) dt, como 

mostram os exemplos precedentes. a 

Se /nao puder ser integrada facilmente em termos de funqbes elementares, a defin^ao de convergCn- 

cia de J f(t) dt pode ser dificil de aplicar. Muitas vezes a maneira mais conveniente de testar a conver¬ 
gencia ou divergencia de uma integral imprdpria 6 usando o teorenta de comparagao a seguir, andlogo a 
um teorema semelhante para sdries infinitas. 


Teorenta 6.1.1 Se/for seccionalmente continua para / > a, sc (/(/)! < g(t) quando t > M paraalguma constante positiva 
i f x r°° 

A/cse / g(f) dt converge, entdo / /(/) dt tambdm converge. Por outro lado.se f[t)> g(f) > 0 para 

Jm /•=» J af oo 

t>M esc / g(t)dt diverge, entao / f(t)dt tambdm diverge. 
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A demonstrate deste resultado dc CSlculo nao sera dada aqui. Ele se torna plaustvel. no entanto, se 

r r x 

compararmos as areas representadas por / /?(f) di c por / |/(/)| di. As funtjocs mais uteis para efei- 

Jm J \i 

tos de comparaqiSo sao e 1 ' e r'\ que consideramos nos Exemplos 1,2 e 3. 


A Transformada de Laplace. Fnlre as ferramentas muito uteis para a resolui^ao de equacoes dilerenciais 
estao as transformadas integrals Uma transformada integral e uma relacao da forma 



onde K(s, l) e uma funqao dada, chamada de nudeo da transformaq.lo, e os limites de integrate a e p 
tambem sao dados. E posstvel que a = -oo ou 0 = oo, ou ambos. A relaqao (3) transforma a fun^ao/em 
outra fun^ao F , que e chamada a transformada de/. 

Existem diversas transformadas integrais uteis em matematica aplicada, mas vamos considerar, neste 
capflulo. apenas a transformada de Laplace. 1 Essa transformada e definida da seguinte maneira. Suponha 
que/(r) 6 uma fune definida para l>0e que/satisfaz certas condiqoes que serao cspecificadas mais 
adiante. Ent;lo a transformada de Laplace de/. que denutaremos por | ou por F(s). e definida pela 
equaqao 


C[f(t)) = F(s) = J e ” f{t)dl . ( 4 ) 

sempre que essa integral imprdpria convergir. A transformada de Laplace usa o nucleo Mv./l = c “. Como 
as soluqoes das equates diferenciais lineares com coeficientes constantes estilo baseadas na fune ex- 
ponencial. a transformada de Laplace e particularmente util para essas equates. A ideia geral ao se usar 
a transformada de Laplace para se resolver uma equa^ao diferencial t* a seguinte: 


1. Use a relacao (4) para transforniar um problema de valor inicial para uma funcao desconhecida f no do- 
minio dos t em um problema mais simples (de fato. um problema alg^brico) para F. no domfnio dos s. 

2. Resolva esse problema algtlbrico para encontrar /•'. 

3. Recupcre a futu;ao desejada / de sua transformada F. Essa ultima etapa d conhecida como "inverter a 
transformada". 


Em geral, o para metro s pode ser complexo, e lodo o poder da transformada de Laplace sd se torna 
dispomvel quando F(s) e considerada uma fungao de varidvel complexa. No entanto, para os problemas 
discutidos aqui e suficiente considerar apenas valores reais de s. A transformada de Laplace F dc uma 
funqao f vai existir se f satisfizer determinadas condii;6cs.como as enunciadas no teorema a seguir. 


Teorema 6.1.2 Suponha que 

1. ft seccionalmente contfnua no intervalo 0 < f < A para qualquer A positivo. 

2. Iflf)l < Ke" quando t > M. Nesta desigualdade. K. aeM sao constantes reais com K e M necessariamente 
positivas. 

Entao, a transformada de Laplace £1/10) = £(*), delinida pela Eq. (4), existe para s > a. 


Para estabelecer este teorema. vamos mostrar que a integral na Eq. (4) converge para s > a. Separando 
a integral imprdpria em duas partes, temos 


e~ s, f(t)dt = [ e~*'f(t)dt+ f e s, f(l)dt. 
Jo J0 JM 


A primeira integral a direila do sinal de igualdade na Eq. (5) e xiste pela hiprite se (1) do teorema; logo, a 
existencia de F(s) depende da convergencia da segunda integral. Pela hipdtcse (2), temos, para t > M, 

\ e ~«f(t)\ < Ke- 5 'e°' = 


'A transformada de Laplace lem esse nome em homenagem ao emmente matemitico francos P. S. Laplace, que estudou a 
relacflo (3) cm 1782. No entanto. as tfenicas descritas neste capftulo s<5 foram dcscnvolvidas um seculo depois ou mais tarde. 
Elas se devem. principalmente. a Oliver Heaviside (1850-1925). um engenhe.ro eletrico tngUs tnovador, mas pouco conven¬ 
tional. que fez contributes importantes para o desenvolvimento e a apheacao da teona eletromagnduca. 
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fOQ 

e assim, peloTeorema 6.1.1, /'(s) existe se / e <a ~ s)l dt convergir. Pelo Exemplo l,com a -s no lugar de 

Jm 

c. vemos que essa ultima integral converge quando a -s < 0, o que estabelece oTeorema 6.1.2. 

A menos que seja dito especificamcnte o contrArio, vamos tratar. neste capitulo, quase que exclusiva- 
menle de (undoes que satisfazem as condiqdes doTeorema 6.1.2.Tais fun$des sao descritas como seccio- 
nalmente conttnuas e de ordem exponencial quando / —* oc. Note que existem fun^des que nao sao de 
ordem exponencial quando I —*■ oc. Uma dessas fun?6es 6 f(t) = Quando I -* oo, esta fun<;ao cresce 
mais rapidamente do que Ktr", independentemente de quao grande sejam as constantes K e a. 

As transformadas de Laplace de algumas fun^oes elementares importantes sao dadas nos exemplos 
a seguir. 


EXEMPLO Seja/jf) = l,r > 0. Entao. como no Exemplo 1. 

/•SO g-st A 1 

4 £11}=/ e~*dt = - lim — =-, s> 0. 

n Jo *-» s s 


EXEMPLO 


Seja f[t) = e", t > 0. Entao. novamente referindo-nos ao Exemplo I. 


£{«"} = fe-V*. /"* e~ (, ~ 
Jo Jo 


EXEMPLO 


1 , 0 < t < 1 . 

/(,) = k. t = 1. 

0, t > 1, 

onde k e uma constantc. Em contextos de engenharia./lr) representa niuiias vezes urn impulso unitario, talvez 
uma forqa ou uma tensao. 

Note que/e uma fungAo seccionalmente continua. Entao 


£ 1/(01 


J f* r e~” l - e 1 

' c“f(t) (It = / e " dt = -=-, 

o Jo s n s 


Observe que £(/lr)} nao depende de k, o valor da fungao no ponto de desconlinuidade. Mesmo que f(t) nao 
esteja deftnida neste ponto, a transformada de Laplace de/permanecc a mesma. Logo, existem muitas (undoes, 
diferindo de valor em um unico ponto, que tern a mesma transformada de Laplace. 


fvf mpi n Seja /(r) — sen at, t s 0. EntAo 


£{senar) = F(s) 




sen at dt, s > 0. 


Como 


F(s)= lim f e “senatilt, 
J a 


integrando por partes, obtemos 


F(s) = lim — 

A -*oo 


e~ st cos at 


s 

- I e "cos at dt 

a Jo 


1 * r -« » 

=-/ e cosat dt. 

a a Jo 

Uma segunda integrate por partes fornece 


_ i ** r 

a <i J Jo e 




1 s 2 

= - jF(s). 

a a 2 


sen at dt 
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EXEMPLO 

8 


PROBLEMAS 


Portanto, resolvendo para F(s), temos 


F(s) = 


a 

s 1 + a 5 6 7 * 9 * * * 13 ' 


s > 0. 


Vamos supor que /, e /, sao duas funqoes cujas transformadas de Laplace existem para s > a, e s > a 2 , 
respeclivamenle. Entao, para 5 maior do que o maximo de n, e a.. 


logo 


£{c,/|(/) + CifiV)} = f e Sl [c\f\(t) + C 2 f 2 (t)]dt 
Jo 

r°° 

= C| / e _I '/,(Or/f + c 2 / e~"f 2 

Jo J o 


(0 dr. 


+ C 2 f 2 (t)) =c ] C[f l (t)) + c 2 C[f 2 U)). (6) 

A Eq. (6) afirma que a transformada de Laplace e urn operador linear, c faremos uso frequenle dessa 
propriedade mais tarde. A soma na Eq. (6) podc ser prontamente estendida para um numero arbitrario 
de parcelas. 


Encontre a transformada de Laplace de /(f) = 5c 2 '- 3 sen 4f, f > 0. 
Usando a Eq. (6).escrevemos 

£(/(()} = 5£{r 2 '}-3£(sen4f). 


Entao, dos Exemplos 5 e 6. obtemos 


C\f(t)) = 


5 


12 


s 4- 2 s 2 + 16" 


s > 0. 


Em cada um dos Problemas de 1 a 4, esboce o grafico da fungao dada. Em cada caso determine se f 6 continua, 
seccionalmente continua ou nenhuma das duas no intervalo 0 < i < 3. 



[ ,2 - 


0 

< f 

< 

1 


f' 2 - 


0 

< 

f < 

1 

/«) = 

2 + 

f. 

1 

< t 

< 

2 

2. /(f) = • 

(f-: 

1)-', 

1 

< 

f < 

2 



f. 

2 

< t 

< 

3 


11, 


2 

< 

f < 

3 


f' 2 ’ 


0 

< f 

< 

1 



0 

< f 

< 

1 


= • 

K 


1 

< f 

< 

2 

4. /(f) = ■ 

3 — f 

, 1 

< f 

< 

2 



3- 

f. 

2 

< f 

< 

3 


1. 

2 

< f 

< 

3 



5. Encontre a transformada de Laplace de cada uma das funijoes a seguir: 

(a) /(f) = 1 

(b) /(f) = f 2 

(c) f(T) = r, onde n e um inteiro positive. 

6. Encontre a transformada de Laplace de/(f) = cos at, onde a 6 uma constante real. 


Lembre que cosh bl = (e'" + e h ’)/2 e senh bt = (e*' - e*’)l2. Em cada um dos Problemas de 7 a 10, encontre a 
transformada de Laplace da fun<;ao dada; a e b sao constantes reais. 

Qf(t) = cosh bl (%Jf (0 =senh bt 

9. /(f) = e" cosh bt tfjjf (0 = e“'senh bt 


Em cada um dos Problemas de 11 a 14, lembre que cos bt - (e' 1 " + e~ , ’”)l2 e sen bt - (e 1 e )/2i. Supondo que as 

formulas de integra^ao elementares podem ser estendidas para esse caso, encontre a transformada de Laplace 
da fun^So dada; a e b sao constantes reais. 

^l^/(f) =senbf 12. /(f) = cos bt 

13. /(f) = e“‘senbt f(f) = * cmbl 

Em cada um dos Problemas de 15 a 20, use integraqao por partes para encontrar a transformada de Laplace da 
funqao dada; n e um inteiro positivo e a 6 uma constante real. 
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16. fit) = t sen at 

ffif(t) = t V“ 

20. /(/) = f 3 senh at 


g f(t) = ie " 16./(f) = r sen or 

fit) = t cosh a/ /(f) = f' I<y " 

19. /(f) = r senfl/ 20. /(/) = I 2 senh at 

Em cada urn dos Probiemas de 21 a 24. determine se a integral dada converge ou diverge. 

21 . J ( r + \r'dt te 'dt 

23. j r 2 e'dt 24. jf e'cos tdt 

25. Suponha que fef sAo conlmuas em t > 0 e de ordem exponencial quando t -* oo. Integrando pur partes, 
mostre que.se F(s) = £lA0)- en, a° lim F(s) = 0.0 resultado continua valido sob condi^oes menos restri- 
tivas,como as doTeorema 6.1.2. 

^2^ A Fun^an Gama. A fun<;ao gama e denotada por P(/>) e definida pela integral 

Up + 1) = f e~ x x? dx. (j) 

Jo 

A integral converge quando x-+oo para todo p. Para p < 0 tambem 6 imprdpria. porque o integrando torna-se 
ilimitado quando x —► 0. No enlanto, pode-se mostrar que a integral converge em x = 0 para p >-l. 

(a) Mostre que, para p > 0, 

np + \) = pnp). 

(b) Mostre que P( 1) = 1. 

(c) Se p for urn inteiro positivo, mostre que 


r(/i+ 1 ) =;»!. 


Como P(/>) tambem esta delinido quando p nao <5 inteiro. esta funqAo lornece uma extensSo da fim<;ac 
fatorial para valores nao inteiros da variavel independente. Note que tambem e consistente detinir 0! = I 

(d) Mostre que, para p > 0. 


pip + 1)(P + 2) • • • ip + n - 1) = rip + n)/ P</>). 


Assim, P ip) pode ser determinado para todos os valores positivos de p se T(/j) for conhecido ei 
co intervalo de comprimento urn, digamos, em 0 < p < 1. E possivel mostrar que P (|) = y/ir. 

r«)er(V). 


cm uni uni- 
rr. Encontre 


'if xi r 

27. Considere a transformada de Laplace de f. onde p> - 1 
(a) Usando o Problema 26. mostre que 


£(('’) = f e "l r dt = — f e V dx 
Jo Jo 


= np + \)/s pi -\ s > o. 

(b) Seja p igual a um inteiro positivo n em (a); mostre que 

£(r") = rt'./s”* 1 , s > 0. 

(c) Mostre que 


E possivel mostrar que 


portanto. 


(d) Mostre que 


£|r ,/2 } = —.z [ c'* 2 dx. s 
y/ S Jo 

£(r 1/2 } = y/n/s, s > 0. 


£(/ l/2 } = >/jr/(2i J ' 3 ), 5 > 0. 
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6.2 Solugao de Problemas de Valores Iniciais 

Nesta se 9 ao vamos mostrar come, a transformada de Laplace pode scr usada para resolver problemas de 
valor micial para equates d.ferenc.a.s lineares com coeficientes constantes. A ulilidadc da transformada 
de Laplace nesse contexto res.de no tato de que a transformada de /’ esta relacionada de maneira simples 
a transformada de/. Esta relaqao esta explicitada no teorema a seguir. 

Teorema 6.2.1 Suponha que/d continua e que/' e seccionalmente continua em qualquer intcrvalo0 < t < A. Sunonha. 

“ al ^ m disso - q ue existent constantes K, a e M tais que l/(r)l < K &“ para t > M. Entao £|/fr)| existe para 
s>ue, aldm disso, 

C[f'(t))=sC[f(t))-f(Q). (]) 

Para provar este teorema. vamos considerar a integral 

[ dt. 

J o 

Se /' tern pontos de descontinuidade no intervalo 0 < t < A, vamos denota-los por t . t Podemos, 

enlao, escrever essa integral como 

e ~ s ‘f'(t)dt = e~ s 'f(t)dt + jf e~ s 'f'U)dt+ -- + J' e~"f(t)dt. 

Integrando cada parcel;, a direita do sinal de igualdade por partes, obtemos 


j e "/'(/) dt = e '7(/)[j + e -I 7(f)| ( ’ +-he "/(*)|* 


x jT e s, f(t)dt + j e s, f{t)dt H- 4- jT e _ "/(/)r/rj . 


Como /d continua, as contributes cm q, q./„ das parcelas integradas se cancelam. Combinando as 

integrals, obtemos 

[ ' e~ sl f'U)dt = e~ sA f (A ) -/(()) + s [* e~ s, f(t) dt. 

Jo Jo 

Para A > A7. temos \f(A)\ < Ke“ A \ em consequencia, \e~ sA f(A)\ < Ke < ’~‘ , '' A . Portanto, e ' A f(A) —*• 0 quando 
A —► oo sempre que s > n. Logo, para s > a. 

C{f\t))=sC{f(t)}-f(0), 

o que prova o teorema. 

Se f e /" satisfazem as mesmas condi 9 oes impostas em/e/\ respectivamente.noTeorema 6.2.1,entao 
a transformada de Laplace de/" tambdm existe para ,v > a e e dada por 

£{/"(/)} = s 2 C{f(t)) - sf( 0) -/'(0). (2) 

De fato, desde que a fun 9 ao /e suas derivadas satisfa 9 am condi 9 oes adequadas pode-se obter uma ex- 
pressao para a n-dsima derivada/'' 1 atravds de aplica 9 oes sucessivas desse teorema. O resultado e dado 
no corolario a seguir. 


Corolario 6.2 1 Suponha que as fungoes /,/'./ n ,) sao contfnuas e que /"> 6 seccionalmente continua em qualquer 

- intervalo 0 < t < A. Suponha, aldm disso, que existem constantes K, a e M tais que \J\t)\ < Ke *, l/'(r)l < 

Ke*\ l/")(t)l < Ke* para t > M. Entao, £1/#)) existe para 5 > a e d dado por 

C\fW(t)) = - s"- x f( 0 ) - ■ - sf (n - 2 \0) - ( 3) 

Vamos mostrar, agora, como a transformada de Laplace pode ser usada para resolver problemas de 
valor inicial. Sua utilidade maior d em problemas envolvendo cqua 9 oes diferenciais nao hontogeneas. 
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EXEMPLO 


como mostraremos em se<; 6 es mais adiante neste capftulo. Entretanto. vamos comegar olhando algumas 
equates homogeneas, que s3o uni pouco mais simples. 

Vamos considerar a equa^ao diferencial 

y"-y'-2y = 0 (4) 

com condi<; 6 es iniciais 

y(0) = 1, >-'(0) = 0. (5) 

Este problema pode ser resolvido facilmente pelos metodos da SeqAo 3.1. A equa<;ao caracteristica e 

r 2 — r -2 = (r — 2)(r + 1) = 0, (6) 

e. em consequencia. a solu<;ao geral da Eq. (4) 6 

y = c\e~'+ cztr 1 . (7) 

Para satisfazer as condiijoes iniciais (5). precisamos ter c, + c- = 1 e -c, + 2c, = 0; logo, c, = j c c 2 = 5 . de modo 
que a soluijao do problema de valor inicial (4) e (5) 6 

y = m = $e-' + ie*. (8) 

Vamos agora resolver o mesmo problema usando a transformada de Laplace . Para fazer isso precisamos 
supor que o problema tern uma soluijao y = <p(t) tal que as duas primeiras derivadas satisfa^am as condiijoes do 
Coroldrio 6.2.2. F.ntao.calculando a transformada de Laplace da equa^iio diferencial (4). obtemos 

C[y”) - C[y '} - 2£{.v) = 0. (9) 

onde usamos a linearidade da transformada para cscrever a transformada de uma soma como a soma das trans- 
formadas separadas. Usando o coroldrio para cxpressar £|y"| e £(>•') em fum,-ao de £(y), a Eq. (9) fica 

r£{>) - s>( 0 ) - y'( 0 ) - [s£(y) - y( 0 )] - 2 £{y) = 0 . 


v -’ 1 


(r 2 - J - 2 )Y(s) + (1 - s)y(0) -/(0) = 0, (10) 

onde Y(s) = £{v|. Substituindo os valores de y(0) e >’(0) dados pelas condiqdes iniciais (5) na Eq. (10) e depois 
resolvendo para Y(s), obtemos 

Y{S) = s 2 -s-2 = (r - 2 )(s+ 1)’ (11) 

Obtivemos, assim, uma expressao para a transformada de Laplace Y(s) da solu^ao y = do problema de 
valor inicial dado. Para determinar a funcjao <p precisamos encontrar a funqao cuja transformada de Laplace 6 
V(i) dada pela Eq. (11). 

Isso pode ser feito mais facilmente expandindo-se a cxpressdo d direita do sinal de igualdade na Eq. (11) em 
frames parciais. Escrevemos,entao, 

s -1 a b a(s+\)+b(s-2) 

(S,_ (s- 2 )(j+l) _ J-2 s +1 (s — 2 )(s4- 1 ) ’ 

onde os coeficientes a e b tSm que ser determinados. Igualando os numeradores da segunda com a quarta ex¬ 
pressao na Eq. (12), obtemos 

5— 1 = «(s +1) + b(s - 2). 

uma equa^ao que tern que ser satisfeita para todos os valores de 5 . Em particular, fazendo s = 2 temos que a = 
i. AnaIogamente.se s = -l.cntao b= §. Substituindo esses valores para a e b, respectivamente. temos 

Finalmente, usando o resultado do Exemplo 5 da Se?ao 6.1, temos que \e 21 tern transformada j(j - 2) 1 ; analo- 
gamente, a transformada de 5^6 |(s + 1)'. Portanto, pela linearidade da transformada de Laplace, 

y = 0(0 = 5^ + 

tern transformada (13) e 6, portanto, solu^do do problema de valor inicial (4), (5). Note que ela satisfaz as con- 
diodes do Coroldrio 6.2.2, como supusemos inicialmente. E daro que essa a mesma soluqao que obtivemos 
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O mesmo procedimento pode ser aplicado a equagoes lineares gerais de segunda ordem com coefi- 
cientes constantes 

ay" + by'+ cy =f(i).\ (14) 

Supondo que a solugao y = <p(t) satisfaz as condigoes do Corolario 6.2.2 para n = 2. podemos calcular a 
transformada da Eq. (14) obtcndo, assim, 

«|ry(j)-r>(0) -/(())! + b[sY(s) ->(0)] + cKU» = F(s), (15) 

onde F(s) e a transformada de//). Resolvendo a Eq. (15) para V(s),cncontramos 

1 , M - ( a , + %(0) + n/ ( 0) + _^W_ 

as- + bs + c as - -f bs -f c 

O problema, entao, csta resolvido, desde que possamos encontrar a funcao v = <b(t) cuja transformada 6 
Y(s). 

Mesmo ncsse estagio inicial de nossa discussao, podemos apontar algumas das caracteristicas essen- 
ciais do metodo de transformada. Em printeiro lugar. a transformada Y(s) da fungao desconhecida y = 
<P(i) e encontrada resolvendo-se uma equatfo algehrica em vez de uma equayiIt) difvrmcial, a Eq. (10) 
em vez da Eq. (4) no Exemplo I. ou, em geral. a Eq. (15) em vez da Eq. (14). Essa e a chave da utilida- 
de da transformada de Laplace para resolver equagoes dilereneiais ordinarias lineares com cocl'icienles 
constantes — o problema e reduzido de uma equagao diferencial para uma equagao algehrica. A seguir. 
a solugao salisfazendo as condigoes iniciais dadas e encontrada automaticamenle. de modo que a tarefa 
de determinar os valores apropriados para as constantes arbitrdrias na solugao geral nslo aparece. Alem 
disso.como indicado na Eq.( 15). as equagoes nao homogeneas sao tratadas exalamente da mesma forma 
que as homogeneas; nao e necessario resolver primeiro a equagao homogenea correspondente. Einalmen- 
te. o metodo pode ser aplicado da mesma forma para equates de ordem maior, desdc que suponhantos 
quo a solugao satisfaz as condiqoes do corolario para o valor apropriado de n. 

Observe que o polinomio as- + bs + c, no denominador da fraqao a direita do sinal de igualdadc na Eq. 
(16). e precisamente o polinomio caraclerfstico associado a Eq. (14). Como a expansao de Y(s) em fra¬ 
mes parciais para determinar <p(t) necessita da fatoraqao desse polinomio. a utilizaqao da transformada 
de Laplace nao e\ ila a necessidade de se encontrar as raizes da equagao caracteristica. Para cquaqoes de 
ordem maior do que dois isso pode ser urn problema algebrico diffcil, especialmente se as raizes forem 
irracionais ou complexas. 

A diliculdade maior que ocorre ao se resolver urn problema de valor inicial pela ttJcnica da transfor- 
mada esta na determinacao da funeao _v = <t>(l) correspondente a transformada Y(s). Esse problema e 
conhecido conto o problema de inversao da transformada de Laplace; 4>(t) e chamada a transformada 
inversa correspondente a Y(s) e o proeesso de encontrar <p( t) a partir de Y(s) e conhecido conto inverter a 
transformada. Usamos, tambem. a nola^ao C '| E(.v)) para denotar a transformada inversa de Y(s). Exisle 
uma formula geral para a transformada de Laplace inversa. mas ela precisa de familiaridade com a teoria 
de (undoes de uma variavel complexa. e nao vamos considera-la neste livro. No entanto, ainda e possivel 
desenvolver muitas propriedades importanles da transformada de Laplace e resolver muitos problemas 
interessanles sem usar variaveis complexas. 

Ao resolver o problema de valor inicial (4). (5) nao consideramos o problema da possivel cxistencia 
de outras fun^oes. alent da dada pela Eq. (8). que tambem tenhani a transformada (13). Sabemos, 
do Teorema 3.2.1. que o problema de valor inicial nao tern outras solufdes. Consistente com esse fato. 
pode-se mostrar que se /eg sao fungiies continuas com a mesma transformada de Laplace, entdo /eg 
sao identicas. For outro lado, se /e g so sao seccionalmente continuas, elas podem diferir em um ou mais 
pontos de desconlinuidade e ainda terem a mesma transformada de Laplace; veja o Exemplo 6 na Segao 
6.1. Essa falta de unicidade da transformada de Laplace inversa para fungoes seccionalmente continuas 
nao tern importancia pratica nas aplicagoes. 

Entao. cxiste. essencialmente, uma bijegao entre as fungoes e suas transformadas de Laplace. Esse 
fato sugere a compilagao de uma tabela, como aTabela 6.2.1, que fornece as transformadas das fungoes 
encontradas com mais frcquencia e vice-versa. As fungSes na segunda coluna da Tabela 6.2.1 sao as trans¬ 
formadas das fungoes na primeira coluna. Talvez mais importante. as fungoes na primeira coluna sao as 
transformadas inversas das fungoes na segunda coluna. Assim, por exemplo.se a transformada da solugao 
de uma equagao diferencial 6 conhecida a solugao pode ser encontrada. muitas vezes, olhando-se sim- 
plesmente na tabela. Algumas das fungoes na Tabela 6.2.1 foram usadas como exemplos. outras aparecem 
como problemas na SegSo 6.1. enquanto outras v3o ser encontradas mais adiante neste capitulo. A lercei- 
ra coluna da tabela indica onde pode ser encontrada a dedugao da transformada dada. Embora a Tabela 
6.2.1 seja suficicnte para os exemplos e problemas dados neste livro, estao disponiveis tabelas muito mais 
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TABF.LA 6.2.1 Transformadas de Laplace Elementarcs 


II 

* 

F(s) = £|/(0) 

Notas 

1. 

1 

1 

j > 0 
s 

SeqSo 6.1; Ex. 4 

2. 

e" 

1 

- , s > a 

s - a 

Secao 6.1; Ex. 5 

3. 

l", n= inteiro positivo 

s>0 

s n+l 

Se<;So 6.1; Prob. 27 

4. 

l p , p > — 1 

r(p + 1) 

t - , 5 > 0 

Jf+I 

Se<;ao 6.1; Prob. 27 

5. 

sen nr 

-rr~z' s>0 

S' + a 2 

Segao 6.1; Ex. 7 

6. 

cos at 

TT 2* 5>0 

s 1 + a 2 

Se^ao 6.1; Prob. 6 

7. 

senh at 

a 

—j, i > i«i 

s 2 — a 2 

Se^So 6.1; Prob. 8 

8. 

cosh at 

T~- 2 ’ 5 > W 

s 2 - a 2 

SetjSo 6.1; Prob. 7 

9. 

e"'scnbi 

b 

-;—rr. * > a 

(.v - a) 2 + b- 

Seqao 6.1; Prob. 13 

10. 

e“' cos bt 

s — a 

-5-IT. s > o 

(s — a) 1 + b 2 

Se<,'3o 6.1; Prob. 14 

11. 

t"e“', n = inteiro positivo 

n\ 

- r. i > a 

(x - a)" +1 

Sei;ao 6.1; Prob. 18 

12. 

MO 

<•-** 

- . s > 0 

s 

Seij'ao 6.3 

13. 

M0/(f - c) 

e~ a F(s) 

Sei;ao 6.3 

14. 

«*7(0 

F(s - c) 

SeqAo 6.3 

15. 

f(ci) 

;'(;)• *>• 

Setjao 6.3; Prob. 25 

16. 

[ f(t — r)g(r) rfr 

Jo 

F(s)G(s) 

Se<,'ao 6.6 

17. 

S(t-c) 

e~ a 

Sc\'ao 6.5 

18. 

/ ( ">( 0 

s n F(s)~s n -'f(0) - / <B -‘>(0) 

Segao 6.2 

19. 

(-07(0 

F ,n '(s) 

Sc?3o 6.2; Prob. 28 


completas (veja a lista de references no final deste capftulo). Transformadas e transformadas inversas 
tamWm podem ser encontradas atrav^s da utiliza<;ao de sistemas algdbricos computacionais. 

Com frequencia, uma transformada de Laplace F(s) pode ser expressa como uma soma de diversas 
parcelas. 


F(s) = Fi(s) + F 2 (s) + ■ • • + F n (s). 


(17) 
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EXEMPLO 

2 


.»lac /.w.'W. Ji-.j t 

jOJiulijai turn 


EXEMPLO 



Suponha que/,(/) = £ '(F,(s)), ...,/„(/) = £ '(F„(s)|. Entao, a funqao 

/( 0 =/i( 0 + •■•+/,(/) 

tern a transformada de Laplace F(s). Pela unicidadc enunciada antcriormente nao existe outra fun<,-ao 
continua/tendo a mesma transformada. Assim. 

£- , (Hs)} = £- , (F,(j)} + ... + £- l {/ r n (s)}; (18) 

ou seja, a transformada dc Laplace inversa tambem 6 um operador linear. 

E conveniente. em muitos problemas, usar essa propriedade decompondo uma transformada dada cm 
uma soma de funqdes cujas transformadas inversas jd sao conhecidas ou podem ser encontradas em uma 
tabela. Expansdes em fraqoes parciais sao particularmente uleis nesse contexto, e um resultado geral co- 
brindo muitos casos e dado no Problema 38. Outras propriedades uteis da transformada de Laplace serdo 
deduzidas mais tarde neste capitulo. 

Os exemplos a seguir fornecem ilustraqoes adicionais da tecnica de resoluqao de problemas de valor 
inicial usando transformada de Laplace e expansao em frames parciais. 


Encontre a soluqao da equa^ao diferencial 

y" 4- y =sen2/, ( 19 ) 

satisfazendo as condiijoes iniciais 

y(0) = 2, /(0)« 1. (20) 

Vamos supor que esse problema de valor initial tern uma solutjao y = <p(i) com as duas primeiras derivadas 
satisfazendo as condi(, - bes do Corolario 6.2.2. Entao. calculando a transformada de Laplace da equaqdo dife¬ 
rencial. temos 

r 2 y(Jt) - sy(0) - y'(0) 4- V(jr) = 2/(s 2 4- 4), 


onde a transformada de sen 2 1 foi obtida da linha 5 naTabela 6.2.1. Substituindoy(O) cy'(0) pelos valores dados 
nas condiqdes iniciais e resolvendo para V'(s),obtemos 


T(s) = 


2s -1 + s' T Hs + 6 


(s 2 4- l)(s 2 4 - 4 ) ‘ 
Usando francs parciais. podemos escrever Y(s) na forma 


., as + b cs 4- d 
Y(s) = ——- 4- -—- 
s 2 4-1 s 2 4 - 4 


(as + 6 )(s 2 + 4) -f (cs + dMs 2 4- 1) 
(s 2 + l)(s 2 4- 4) 


( 21 ) 


( 22 ) 


Expandindo o numerador da fraijao a direita do segundo sinal de igualdade na Eq. (22) e igualando-o ao nu 
merador na Eq. (21). encontramos 


2s 3 4-r4-8s4-6 = (u4- c)s 3 4- (b + d)* 2 4- (4a 4- c)s 4- (4 b + d) 

para todo s. Entao, comparando os coeficientes de mesma potencia de s. temos 

a 4 -c = 2 , b + d = l, 

4a 4- c = 8 . 46 4- d = 6 . 

Em consequencia ,a = 2,c = 0, b = j e d = donde 

2s _5/3_ _ 2/3 
V (S) “ s 2 4-1 + s 2 4- 1 s 2 4- 4' 

Das linhas 5 c 6 na Tabela 6.2.1. a soluijiio do problema de valor inicial dado e 

y = $(f) = 2 cos t 4 " |sen t — 5 sen 2l. 


(23) 


(24) 


Encontre a solu^ao do problema de valor inicial 

y 4 > _ y = 0, 

y(0) = 0. y'(0) = 1, /(0) = 0, y"'(0) = 0. 


(25) 

(26) 
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Neste problema precisamos supor que a solugao y = </>(/) satisfaz as condigoes do Coroldrio 6.2.2 para n = 4. 
A transformada de Laplace da equagao diferencial (25) e 


s 4 Y ( 5 ) - s 3 v(0) - ry'(O) - j/'(0) - /"(O) - Y(s) = 0. 
endo pa 

m = 


Entao, usando as condigoes iniciais (26) e resolvendo para y(r), temos 

r 


s 4 - r 


(27) 


Uma expansao em fragoes parciais para Y(s) 6 


as + b cs + d 
Y(s) = ——r + , . 

s 2 — 1 s 2 + 1 

e segue que 

(as + b)(s* + 1) + (cj + d)(s 2 - 1) = s 2 (28) 

para todo s. Fazendo s = 1 e s = -1. respectivamente. na Eq. (28). obtemos o par de equagoes 

2(a + b) = l, 2(-a + b) = 1, 

e, portanto, a = 0 e b = i Se fizermos j = 0 na Eq. (28), entao b - d = 0. de rnodo que d = j. Finalmente. igualando 
as parcelas contendo as potencias cubicas nos dois lados da Eq. (28). encontramos que a + c = 0. logo c = 0. 
Assim. 


1/2 1/2 
no = ~r— - + 


s 2 -l ' s 2 + l’ 

e, das linhas 7 e 5 daTabela 6.2.1. a solugao do problema de valor inicial (25). (26) e 

senht +sent 
y = <t>(t) =---. 


(29) 


(30) 


As aplicagoes elementares mais importantes da transformada de Laplace estao no estudo de vibragoes 
mecanicas e na analise de circuitos eletricos; as equagoes que governam esses fenomenos foram deduzi- 
das na Segao 3.7. Um sistema mola-massa em vibragao tern cquagao de movimento 


d-v dv 

/n-pr + y~r + kv = F(t ), 
dt 2 dt 


(31) 


onde m e a massa. ye o coeficiente de amortecimento, k e a constante da mola e F(t) e a forga externa 
que esta sendo aplicada. A equagao que descreve um circuito eletrico com indutancia L, resistencia R e 
capacitancia C (um circuito LRC) e 


L iQ +R q + ' Q=Em , 

dt 2 dt C 


(32) 


onde <3(0 e a carga no capacitor e £(/) & a tensao aplicada. Em termos da corrente /(r) = dQ(t)/dt, pode- 
mos diferenciar a Eq. (32) c cscrever 



dl 1, dE 

+ R ~r + T- 1 = ~r(0- 
dt C dt 


(33) 


Tambem tern que ser dadas condigoes iniciais adequadas para v, Q ou I. 

Observamos anleriormente, na Segao 3.7, que a Eq. (31) para o sistema mola-massa e a Eq. (32) ou 
(33) para o circuito eletrico sao identicas matematicamente, diferindo, apenas, pela interpretagao das 
constantes e varidveis que aparecem nelas. Existem outros problemas ffsicos que levam it mesma equagao 
diferencial. Assim, uma vez resolvido o problema matematico sua solugao pode ser interpretada para 
cada problema ffsico correspondente de interesse atual. 

Nas listas de problemas ao final desta e de outras segoes neste capi'tulo sao dados muitos problemas de 
valor inicial para equagoes diferenciais lineares de segunda ordem com coeficientes constantes. Muitos 
podem ser interpretados como modelos de sistemas ffsicos particulares, mas, em geral, nao explicitamos 
isso. 
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a lO.enconire a iransformada de Laplace inversa da fungao dada. 

ft) F(s) = 2. F(s) = 

L/ S 2 + 4 (s-lt 2 


(J- l ) 3 


2JF(s) = 
5. F(s) = 
7. F(s) = 
9. F(s) = 


s 2 + 3s - 4 

2s + 2 
s 2 + 2s + 5 

2s +1 
s 2 - 2s + 2 

1 -2s 
s 2 + 4s + 5 


o 8 s 2 -4s+I2 


8. F(s) = 
10. F(s) = 


s(s 2 + 4) 

2s-3 
s 2 +2s + 10 


y(0) = 1, 

y'(0) = - l 

y(0) = l. 

y'(0) = 0 

y(0) = 0. 

y'(0) = 1 

y(0) = 1. 

y'(0) = 1 

' -4 

© 

II 

N> 

/(0) = 0 

y(0) = 2. 

y'(0) = - 

4y'+y = 0; 

O 

II 


Em cada um dos Problemas de 11 a 23. use a transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial 
dado. 


n2J y" + 3/ 4- 2v = 0 
jjy y" - 2/ + ly = 0 

14. y" - 4/ + 4y = 0 

15. y" - 2y’ + 4y = 0 
ft) y" + 2/ + 5y = 0 


(ttjy t4, -y = 0; y(0) = 1. y'(0)=0. y"(0)= 1. y"'(0) = ft 

19. y ,4> — 4y = 0; y(0) = 1. y'(0) = 0. y''(0) =-2, y'"(0) = 0 

20. y" + tij 2 y = cos2r, w 2 #4: y(0) = 1, y'(0) = 0 

21. y" - 2y' + 2y = cos r; y(0) = 1. y’(0) = 0 

22. y" - 2y' + 2y = e~'; y(0) = 0. y'(0) = 1 

23. y" + 2y’ + y = 4«*~'; y(0) = 2. y'(0) = -1 

Em cada um dos Problemas de 24 a 26,encontre a iransformada de Laplace V(s) = £(y) da soluqao do problema 
de valor inicial dado. Sera desenvolvido um miStodo para determinar a transformada inversa na Se<;ao 6.3. 

(l. 0<t<jr. ^ , 


24. y" + 4y = 

Tfr&y +y = 

26. y" + 4y = 


|0, n < t < oo; 

/. 0</<l. 

0, 1 < / < oc: 

(/, 0 < / < 1. 


y(0) = 1. y'(0) = 0 

y(0) = 0, y'(0) = 0 

y(0) = 0. y’(0) = 0 


' ' (i. l<f<oo; 

27. As transformadas de Laplace de certas funtjdes podem ser encontradas de modo convcnientc pclas suas 
expansocs em series de Taylor. 

(a) Use a s£rie de Tavlor para sen / 

A (-lyr 2 "*' 

senr 

n »0 

e. supondo que a transformada de Laplace desta stJrie pode ser calculada termo a termo, verifique que 

= PTi' s * '• 


(b) Seja 


(sen/)//, / ^ 0, 


Encontre a sdrie de Taylor dc/em torno de / = 0. Supondo que a transformada de Laplace desta fun?5o 
pode ser calculada termo a termo. verifique que 
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£1/(0} = arctan(l/s), s > 1. 

(c) A funqao de Bessel de primeira especie de ordem zero J u tem serie de Taylor (veja a Se^do 5.7) 

(—l)"/ 2 " 


v - ' V * / « 

° = £ 


Supondo que as transformadas de Laplace a seguir podem scr calculadas termo a termo. verilique que 

£Uo(0} = (J J + ir ,/2 . J > 1, 


£|-A>(>/0} = J" l e -I/(4 * , t s > 0. 

Os Problemas de 28 a 36 iratam da diferenciagao de transformadas de Laplace. 
Seja 


F(s) 


-s; 


e~“f(l)dl. 


£ possfvel niostrar que enquanto/satisfizer as condigoes doTeorema 6.1.2, pode-se diferenciar sob o sinal 
de integral em rela^do ao parametro a - quando s > a. 

(a) Mostre que F(s) = C[-tf{t)\. 

(b) Mostre que F"\s) = £{(-0"/(0}; portanto, derivar a transformada de Laplace corresponde a multipli- 
car a funqao original por -t. 


Em cada um dos problemas de 29 a 34. use o rcsultado do Problema 28 para enconlrar a transformada de La¬ 
place da funqdo dada;a e b sao numeros reais e n e um inteiro positivo. 

29. fit) = te“' 30. fit) = t 2 sen bt 

31 .fit)=t n 32. fit) = t n e°' 

( 33 ) / it) = re" sen bt 34. fit) = re" cos bt 

35. Considere a equa^ao de Bessel de ordem zero 

ty" + y' + ty = 0. 

Lembre da Se^ao 5.4 que f = 0 e um ponto singular regular para esta cquaqao e. portanto, as solutjoes 
podem se tornar ilimitadas quando t -» 0. No entanto. vamos tentar determinar se existem solu^oes que 
permanecem limitadas em t = 0 c tfim derivadas linitas ai. Supondo que existe uma tal soluqdo y = </>(r), seja 
Yis) = £|<A(r)|. 

(a) Mostre que Y(s) satisfaz 

(1 + a~)V"(j) +5P(s) = 0. 


(b) 

(c) 


Mostre que Yis) = c(l + s : )*‘onde c e uma constante arbitraria. 

Escrevendo(l +r) l7 = s' l (l + r J )'-.expandindo em uma serie binomial valida para 5 > 1 e supondo 
que d permitido inverter a transformada termo a termo, mostre que 




(- 1 )"/ 2 " 

2^t>i!) 2 


cJuit), 


onde J u 6 a fun?ao de Bessel de primeira especie de ordem zero. Note que y„(0) - 1 e que J u tem derivada 
finita de todas as ordens em t = 0. Foi demonstrado na Seyao 5.7 que a segunda soluqao desta equaqao 
torna-se iliniitada quando t -* 0. 

36. Para cada um dos problemas de valor inicial a seguir, use os resultados do Problema 28 para encontrar 
a equaqao diferencial satisfeita por P(s) = £|0(r)), onde y = <f>it) e a soluqao do problema de valor inicial 
dado. 


(a) /' — ty = 0; y(0) = 1, y'(0) = 0 (equa^ao de Airy) 

(b) (1 — t 2 )y" - 2ty’ + o(a + l)y = 0; y(0) = 0. /(0) = 1 (equaijao de Legendre) 


Note que a equagao diferencial para T(a) e de primeira ordem no item (a), mas <5 de segunda ordem no 
item (b). Lsso ilustra o falo de que a transformada de Laplace nem sempre 6 util para se resolver equates 
diferenciais com coeficientes varidveis. a menos que todos os coeficicntes sejam, no mdximo, fumjoes line- 
ares da varidvel independente. 

37. Suponha que 

g(0 = 
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Se G(s) e F(s) sao as transformadas de Laplace de respcctivamente, mostre quo 

C(j) = F(s)/ s . 

Vamos mostrar. neste problema. como se pode usar uma expansao geral cm frames parciais para se calcu- 
lar muitas transformadas de Laplace inversas. Suponha que 

F(j) = P(s)/Q(s), 

onde (?(.v) d um polinfimio de grau n com raizes distintas r.r„. c />(*) * U m po li n dmio de grau menor do 

que n. Nesse caso, e possfvel mostrar que P(s)IQ(s) tern uma expansao em frames parciais da forma 


onde os coefkientes A . A„ precisam ser determinados. 

(a) Mostre que 

A k = P(r k )/Q'(r k ), k = 1. n. 

Sugesiao: um modo de fazer isso 6 mulliplicar a Eq. (i) por s-r k e depois tomar o limite quando v — r, 

(b) Mostre que 

/*-lirv-.\i \ ' r , 


Na Seqao 6.2 esboc;amos o procedimento geral usado ao se resolver um problema de valor inicial atraves da 
transfomiada de Laplace. Algumas das aplica<;6es elemenlares mais interessantes do metodo de transforma- 
da ocorrem na solut^ao de equaqoes diferenciais lineares sob a a$ao de funnoes desconiinuas ou de impulso. 
Equates desse tipo apareccm com frequencia na analisc do fluxo de corrente em circuitos eldtricos ou nas 
vibrancies de sistemas mecanicos. Nesta e nas se^oes seguintes vamos desenvolver algumas propriedades adi- 
cionais da transformada de Laplace uteis na soluqao de tais problemas. A menos que se diga explicitamcnte 
o contrario. supomos que todas as fundoes a seguir sao seccionalmente contfnuas e de ordem exponential, de 
modo que suas transformadas de Laplace existem pelo menos para s suficienlemente grande. 

Para tratar de maneira cfeliva fun<;6es com saltos, e util definir uma fun;ao conhecida como funniio 
degrau unitario, ou fumpio dc Heaviside. 

Esta fum;ao serd denotada por u c e 6 delinida por 

mo -I?* a) 


A Figura 6.3.1 mostra o grdfico dc y = u c (t). Atribuimos. de forma um tanlo armtrana. o valor um a u ( em 
t = c. Entretanlo, para uma fum;ao seccionalmente continua como it, lembre-sc de que em geral o valor 
em um ponto de descontinuidade 6 irrelevante. O degrau tambdm pode ser negativo. Por excmplo, a 
Figura 6.3.2 mostra o grafico de y = 1 - « r (0- 


FIGURA 6J.2 Grdfico de y = 1 - u f (r). 


FIGURA 6.3.1 Grafico de y = “AO 


Esboce o grdfico de y = /i(r), onde 


EXEMPLO 
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EXEMPLO 

2 


i 


Da definite) de u e (t) na Eq. (1). temos 


h(t) = 


0-0 = 0, ( )<t<n . 

1—0 = 1, n < t < 2n, 

1 — 1=0, In < l < oo. 


Logo, a equagao y = /»(/) tem o grafico ilustrado na Figura 6.3.3. Pode-se pensar nessa fungao como um pulso 
retangular. 


n 2 k 3/r 1 

FIGURA 6.3.3 Gralico de y = u,(l) - «.,(/)• 

Considere a fun<;ao 

2, 0 < r < 4. 

5 . 4 < / < 7 , 

- 1 , 7 < / < 9 , 

1, /> 9. 

cujo gralico aparece na Figura 6.3.4. Expressed/) em termos do «,(/). 

.- 


m = 


( 2 ) 


4 

3 

2 

1 

-1 


10 


12 t 


f(t) = 2 + 3m 4 (0 - 6 uy(t) + 2i/«(f). 


A transformada dc Laplace de u c e determinada facilmente: 

C[u e U))= f e~ s, u c (t) dt = f e~ s, dt 
J 0 Jc 


s > 0 . 


FIGURA 6.3.4 Grifico da funtjao na Eq. (2). 

Comeijamos com a fun?ao/,(f) = 2, que coincide coni f(t) em [0,4). Para produzir o salto de tres unidadcs 
em t = 4 somamos 3 i/ 4 (P) a /,(r), obtendo 

fid) = 2 + 3 » 4 ( 0 . 

que coincide com f[t) cm [0,7). O salto negativo de seis unidades em I = 7 corresponde a somar - 6//,(r). o que da 

/ 3 (f) = 2 + 3«4(0-6«7(0. 

Fmalmente, precisamos somar 2» v (f) para corresponder ao salto de duas unidades em / = 9. Obtemos, entSo, 


(3) 


( 4 ) 
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Para uma fun<;ao/ dada. definida para r > 0, vamos considerar muitas vezes a fun<;ao rclacionada g 
definida por 

>■=««) = (“; 

I fO - c), f > c, 

que representa uma translaqao de/por uma distancia c no sentido dos t positivos; vcja a Figura 6.3.5. Em 
termos da funqao degrau unitario, podcmos escrever g(i) na forma convenient 

g(0 = u c (t)f(t - c ). 

A lunqao degrau unitario e particularmente importante no uso da transformada dcvido & rcla^ao dada 
a seguir entre a transformada d ef[t) e a de sua transla?ao u c (f)/( t - c). 



Teorema 6.3.1 


fa) (6) 

FIGURA 6.3.5 Uma transtaqao da funqao dada. (a) v = f[i);(/>)y = «,(f)/(f-r). 

Sc F(s) = £[/(/)| existe para s>a>0esec6 uma constante positiva. entao 
C{UcV)f(t - c)) = e~°C{f(t)) = * > a. 

Rcciprocamente, se/(f) = £ '(£($)). entao 

u c (t)f(t-c) = C-'{e- a F(s)). 


O Teorema 6.3.1 diz simplesmente que a transla^ao de /(f) por uma distancia c no sentido dos r posi¬ 
tivos corresponde a multiplica^ao de F(s) por e~ a . Para provar o Teorema 6.3.1 hasta calcular a transfor¬ 
mada de uXOflt - <■'): 


C[uXDf(t -c))= f e “u e (t)f(t - c)dt 
Jo 

— f°° e ”/(f ~c)dt. 


Fazendo uma mudanqa na variavel de integraqao £ = f -e, temos 

£{n t (f)/(f — c)} = [* e-V+^mdS r e -*f(S)dS 

Jo Jo 

= e~ cs F(s). 

Isso estabelece a Eq. (5): a Eq. (6) segue calculando-se a transformada inversa na Eq. (5). 

Um exemplo simples desse teorema ocorre quando/(f) = 1. Lembrando que £(1) = 1 Is, temos imedia- 
lamente. da Eq. (5). que £(« f (r)| = r"/j. Esse resultado esti de acordo com o da Eq. (4). Os Exemplos 3 e 
4 ilustram ainda mais como oTeorema 6.3.1 podeser usado no calculo de transformadase transformadas 


EXEMPLO 


Se a fun<;ao f for definida por 


« _ jsenf. 0 < f < jt/4, 

: ■ ■ 6 /t0= senr + C os(r-*/4), t>n/ 4. 

cncontre £|/[f)|. O grifico de y = /1(f) esta ilustrado na Figura 6.3.6 
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EXKMPLO 

4 


y 



2 

1,5 



l 

i \ 


0,5 

jr i y = sent + u^OcosU - J)\ 

/ Itl 1 1 1 \ 

_1_► 


0.5 f 1 1.5 2 2.5 > 

V‘ 


FIGURA 6.3.6 Grdfico da funqao no Exemplo 3. 
Note que f[t) = sen / + g(l), onde 


g(t) = 


f < it/ 4, 


I COS(/ — 7T/4), t>n/ 4. 

logo, 

g(t) = M T/4 (r)cos(r - ff/4). 
c 

£(/(f)) = £{senr) + £|h t 4 (r)cos(f - xr/4)| 

= £{senr| + e _ ' r, '' 4 £{cosf}. 

Introdu/indo as transformadas de sen I e cos t. obtemos 

, 1 ., /4 1 l+je‘* ,/4 

Voce deve comparar esse mclodo com o cdlculo de £|/i(f)| diretamente da deflniqao. 
Encontre a transformada inversa de 

_ 1 - e" 2 * 

F(s) = —p—. 


Da lincaridade da transformada inversa. temos 

/(/) = £- , IF(j)) = £-‘ 

= t - u 2 (t)(l - 2). 

A funqdo/tambem pode ser escrita como 

, it, 0 <l <2, 

^ ,)= 2 , t >2. 


O teorema a seguir content outra propriedade bastante util das transformadas de Laplace, semelhan- 
tes as dadas no Teorema 6.3.1. 

Teorema 6.3.2 Se F(s) = £{/(/)} existe para jr>a>Oesecd uma constantc, entao 

£|e rt /(r)} = F(s — c), s> a + c. ( 7 ) 

Reciprocamentc.se J[i) = £'{F(s)}, entao 

e?f(t)=J:-HF(s-c)). (8) 


De acordo com o Teorema 6.3.2, a multiplicaqdo d c f[t) por e rt resulta na translaqao da transformada 
F(s) uma distancia c no sentido dos s positivos e reciprocamente. Para provar este teorema, vamos calcu- 
lar £(e"/(/)). Entao, 


■mh 
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C(e c, f(t)) = [ e~ I, e c, f(t)dt= [ /r (, - f >'/(f) df 
Jo Jo 


= F(s - c), 

que 6 a Eq. (7). A restriqao s > a + c segue da observa<;ao que de acordo com a hipotese (ii) doTeorema 
6.1.2 6 l/(f)l < Ke“': portanto, le c '/l[/)l < Kd M)> . A Eq. (8) e obtida calculando-se a iransformada inversa da 
Eq. (7), e a demonstra<;ao estd completa. 

A aplicaqSo principal doTeorema 6.3.2 esta no cdlculo de determinadas transformadas in versus, como 
ilustrado no Exemplo 5. 


EXEMPLO 

5 


Enconlre a transformada inversa de 

C'ompletando os quadrados no denominador, podemos escrever 

C(5> = (s — 2)- +1 = F($ ~ 2)> 

onde F(s) - {s : + 1)~'. Como C 'lEfs)) = sen /.segue doTeorema 6.3.2 que 

g(f) = £~'1 G(j)) = e^senf. 


Os resultados desta se?ao sao muilas vezes uteis na resolu^ao de equaijoes diferenciais, particularmente 
aquelas sob a aqao de funqoes desconlfnuas. A proxima segao e devotada a exemplos que ilustram esse fato. 


PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6. esboce o grafico da fungao dada no intervalo f > 0. 

§ g(i) = u i(f) + 2«j(f) — 6i(j(/) 2. g(t) — (i - 3 ) 112 ( 1 ) — (i - 2)uj(/) 

g{i) =f{i-n )«,(/), onde /(/) = r 2 4. g(t) =f(l - 3)uj(f), onde /(f)=senr 

5. g(t) = /(f - 1)U2(0. onde f ( t ) = 2/ 

(fvjg(t) = (f - 1)I/|(/) - 2(1 - 2 )//:</) + (l - 3)iij(t) 

Em cada urn dos Problemas de 7 a 12: 

(a) Esboce o grdfico da funqao dada. 

(b) Exprcsse f(l) em termos da fungao degrau unitSrio «,(f). 

1 1. 0<f<l. 


7. /(f) = 

@/(0 = 
{ n)f (‘> = 

Em cada u 
13. /(f) = 


0, 0 < f < 3. 
-2. 3 < f < 5. 
2, 5 < f < 7. 


1. f 

> 7. 

1. 

0 < f < 2. 

e -(/-2) 

f > 2. 

f. 

0<f < 1, 

f-1, 

1 < f < 2, 

f — 2, 

2 < f < 3. 

0, 

f >3. 

i dos Problemas de 13 . 

0. 

f <2 

(f - 2) 2 , 

f > 2 

0, 

t < IT 

t-jr. 

n < 1 <2n 

0, 

l > 2?r 


8. /(f) = 


10. /(f) = 


12. /(f) = 


-1. 1 < f < 2, 

1, 2 < f < 3, 

-1, 3 < f < 4, 

0, f > 4. 

f 2 , 0 < f < 2, 

1, f > 2. 

f, 0 < f < 2, 

2, 2 < f < 5, 

7 - f, 5 < f < 7, 

0, f > 7. 


17. /(f) = (f - 3)M 2 (f) - (f - 2)M 3 (f) 


Jo. f < 1 

14. /(') - ,i _ 2 , + 2 , t > 1 


/(/) = M, (f) + 2u 3 (f) - 6u 4 (/) 

18. /(f) = f - «i(f)(f ~ 1). f > 0 
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Em cada um dos Problemas de 19 a 24, encontre a transformada de Laplace inversa da funijao dada. 


19) F(s) = 


F(s) = 


23. F(s) = 


(s - 2)< 

2(j- Df- 2 * 
s 2 - 2 s + 2 

(s - 2)f 1 
s 2 — 4s + 3 


20. F(s) = 


s 2 + s — 2 


22. F(s) = 


24. F(s) = 


- + c' 2 * - e- h - e~* 


Suponha que F(s) = C\f(t)\ existe para s > a > 0. 

(a) Mostre que se c 6 uma constante positiva, entSo 


C{fict)) = ^(^)- s>ca. 


(b) Mostre que se k e uma constante positiva, entao 




(c) Mostre que se a e ft s3o constantes com a > 0. entao 


C~'[Fias + b)) = 


Em cada um dos Problemas de 26 a 29, use os resultados do Problema 25 para encontrar a transformada de 
Laplace inversa da funijao dada. 


26. F{s) = 


28. F(s) = 

9s* - 12s + 3 


27. F(s) = 


4s : + 4s + 5 


29. F(s) = 


Em cada um dos Problemas de 30 a 33, encontre a transformada de Laplace da fun^ao dada. No Problema 33, 
suponha que <5 permitido integrar a sdrie infinita termo a termo. 

1. 0 < f < 1 

1 1 . 0 < / < 1 , 0 . I < f < 2 

o! / > l 31./(0= ^ 2 - f<3 


31. /(f) = 


0. 1 < f < 2 

1. 2<f<3 
0, f > 3 


32. f(t) = i - mu) + • • • + uuU) - «2x + i(f) = i + £<-l)*w*(0 

km\ 

00 

33. fit) = 1 + £(-l)*«i*(i>. Veja a Figura 6.3.7. 


till 

till 


FIGURA 6.3.7 Uma onda quadrada. 

34. Suponha que/satisfaz/(/ + T) = fit) para todo / > 0 e para algum numero positivo fixo T\f6 dita periddica 
com perfodo T em 0 < t < oo. Mostre que 


cm) = 


[<-■ 


'fiDdt 


1 - e-’ T ‘ 


Em cada um dos Problemas de 35 a 38, use o resultado do Problema 34 para encontrar a transformada de La¬ 
place da funqtio dada. 
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EXEMPLO 

1 


l 


Encontre a soluqao da equaqao diferencial 


2 y" + y + 2y = g(t). 


( 1 ) 


onde 


1, 5 < t < 20, 

0, 0 < t < 5 e 


f > 20. 


( 2 ) 


g(f) = Us(l) - U 2 o(f) = 

Suponha que as condiqdes iniciais s3o 

y(0) = 0. y'(0) = 0. (3) 

Este problema representa a carga em um capacitor em urn circuito eletrico simples, ondc a tensao e urn 
pulso unitririo para 5 < t < 20. Ele pode representar, tambdm, a resposta de um oscilador amortecido sob a aqao 
de uma forqa g(f). 

A transformada de Laplace da Eq. (1) 6 

2s*Y(s) - 2sy(0) - 2 y\0) + sY(s) -y(0) + 2Y(s) = £(k 5 (0J - £(«*)(/)) = (e" 51 - 
Usando as condiqdes iniciais (3) e resolvendo para Y(s), obtemos 


Y(s) = 


s(2s 2 + s + 2) 

Para encontrar y = <t> (r), <5 conveniente escrever Y(s) como 

F(s) = («r 5> - e~ Xts )H(s), 


onde 


Entao.se h(t) = £ '|//(.v)|, temos 


fHs) = 


1 


s(2s 2 + s + 2) 


y = 0(r) = Mj(f)/j(f - 5) - ujod)h(i - 20). 


(4) 


(5) 


( 6 ) 


(7) 


Observe que usamos oTeorema 6.3.1 para escrever a transformada inversa de c ' ll(s) e de e respecti- 

vamente. Finalmentc. para determinar li(i) usamos a expansSo em frames parciais de H(s): 


.. a bs + c 
H(s)= - + 

s 2s‘ 4- s + 2 


( 8 ) 


Determinando os coeficientes. encontramos a = 4. b = -1 e c = Logo, 


H(s) = 


1/2 


s+i 


2 s 2 + s + 2 

1\ ( s +;) + i 


(9) 


( 10 ) 


= 1/2 _ /1\ (i+i) + i 
* v 2 / (j+ J ) 2 + H 

de modo que, pelas linhas 9 e 10 da Tabela 6.2.1, obtemos 

h(t) = 1-1 [e-' /4 cos(>/i5f/4) + (yiS/lS)*-" 4 sen /I5//4)] . 

Na Figura 6.4.1, o grdfico da soluqao y - </> (r) das Eqs.(7) e (10) mostra que a soluqao tern tres partes distin- 
tas. Para 0 < / < 5, a equaqao diferencial e 

2y"+y + 2y = 0 (11) 

e as condiqdes iniciais sao dadas pela Eq. (3). Como as condiqdes iniciais nao fornecem energia ao sistema e 
como n3o ha forqa externa, o sistema permanece em repouso, ou scja.y = 0 para 0 < / < 5. Isso pode ser con- 
firmado resolvendo-se a Eq. (11) sujeita fts condiqdes iniciais (3). Em particular, calculando a soluqao e suas 
dcrivadas em t = 5 ou, mais precisamente, quando r tende a 5 por valores menores, temos 

y(5) = 0, /(5) = 0. (12) 

Quando t > 5, a equaqao diferencial fica 


2/+y + 2y = l, 


(13) 


cuja soluqao 6 a soma de uma constante (a resposta D forqa externa constante) com uma oscilaqao amortecida 
(a soluqao da equaqao homogenea correspondente). O grdfico na Figura 6.4.1 mostra claramente esse compor- 


A TRArtSFORMADA DC LAPLACE 261 


tamcnlo no intervalo 5 < I < 20. Pode-se enconirar uma cxprcssao para essa parte da solu<;ao resolvendo-se a 
equa^ao diferencial (13) sujeita as condiqoes iniciais (12). Rnalmentc. para / > 20 a equasao diferencial torna- 
se novamente a Eq. (11) e as condigoes iniciais sao obtidas calculando-sc a soluc;ao das Eqs. (13), (12) e suas 
derivadas em I = 20. Esses valores s3o 

v(20) S 0.50162, y'(20) S 0.01125. (14) 

O prohlema de valor inicial (11), (14) nao cont£m for<,-a externa.de modo que sua solu<;ao 6 uma oscila^ao 
amortecida em torno de y = O.como pode ser visto na Figura 6.4.1. 



Embora possa ser util visualizar a solugao na Figura 6.4.1 como composta de tres problemas separados 
de valor inicial em tres inlervalos diferentes, e um tanto tedioso encontrar a solugao resolvendo-se esses 
tres problemas separados. O metodo da transformada de Laplace fornece uma abordagem muito mais 
conveniente c elegante para esse e outros problemas sob a aqao de uma forga externa dcscontinua. 


O efeito da dcscontinuidade da forga externa pode ser visto sc examinarmos a solui;ao <}> (/) do Exemplo 
1 com mais cuidado. De acordo com oTeorema 3.2.1 de existencia e unicidade. a solugiSo <p e suas duas pri- 
meiras derivadas sao continuas exceto, possivelmente, nos pontos / = 5 e t = 20, onde g <5 descontinua. Isso 
tambem pode ser visto imediatamente da Eq. (7). Pode-se mostrar, tambem, por cdlculos direlos a partir da 
Eq. (7), que <t> e <p' sao continuas mcsmo em / = 5 e f = 20. No entanto, se calcularmos <p", veremos que 

lim <p"(t) = 0, lim = 1/2. 

1-5- 1—5+ 

Em consequencia. </>"(/) tern um salto de 1/2 em t = 5. De maneira semclhante. pode-se mostrar que tern 
um salto de -1/2 em i = 20. Assim, o salto do tcrmo nao homogeneo g(r) nesses pontos e balanceado por um 
salto correspondente no termo de maior ordem 2 y" & esquerda do sinal de igualdadc na cquagdo. 
Considere, agora, a equa^ao linear de segunda ordem geral 

/+ pit)/ + qV)y = g(0. ( 15 ) 

onde per/ sao continuas em algum intervalo a < t < f), mas g s6 6 seccionalmcnte continua a(. Se y — 

(/) e uma solugao da Eq. (15), entao ^ e s3o continuas em a < t < p. mas tern descontinuidades do 
tipo salto nos mesmos pontos que g. Observai;6es semelhanles podem ser feitas para cquagoes de ordem 
maior; a derivada da solu<;ao de ordem igual h ordem mais alta que aparece na equa^So diferencial tern 
saltos nos mesmos pontos que o termo nao homogeneo, mas a solugSo e suas derivadas de ordem mais 
baixa sao continuas, inclusive nesses pontos. 


EXEMPLO 

2 


Descrcva a natureza qualitativa da solu<;ao do prohlema de valor inicial 

y" + 4y = g(t), 

y( 0) = 0, y'( 0) = 0, 


(16) 

(17) 
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ilv 1 


i- 


onde 


g(0 = 


0 , 

(t - 5)/5, 

1 , 


0 < t < 5, 

5 < t < 10, 

I > 10 , 



e depois cncontre a soluqdo. 

Neste exemplo. o termo nao homogeneo tem o grdfico ilustrado na Figura 6.4.2. que £ conhecido como ram- 
pa crescente. £ relativamente facil identificar a forma geral da soluqdo. Para l < 5 a soluqao £ simplesmente y = 
O^Po r outro lado, para I > 10 a solu<;ao tem a forma 

y = Ci cos2r + c 2 sen2/ + 1/4. (19) 


A constante 1/4 £ uma soluijao particular da cquatjdo n3o homogenea.enquanto os outros dois termos formam 
a solugao geral da cqua^do homogenea associada . Assim.a solu<;ao (19) corresponde a uma oscilagao harmoni¬ 
ca simples em torno de y = 1/4 . Analogamente. no intcrvalo intermedidrio 5 < / < 10 a soluqao oscila em lomo 
de uma certa fumjao linear. Em urn contexto de engenharia, por exemplo, poderfamos estar interessados em 
saber a amplitude da oscilaqao estado estaciondrio final. 

Para resolver o problema, £ conveniente escrever 

g(t) = [«j(f)(f - 5) - «io(f)(X - 10)] /5, (20) 

como voce pode verificar. Calculando a transformada de Laplace da equatjao diferencial e usando as condi<;6es 
iniciais, obtemos 

(x 2 + 4>y(s) = ( e~ 5 ‘ - e~ ia, )/5 r 


onde 



FIGURA 6.4.2 Ram pa crescente: y = g(t ) da Eq. (18). 


Y(s) = (e' 5 " - e _lo, )//(.0/5, 
1 


W(s) = - 


s 2 (s 2 4- 4) 


( 21 ) 

( 22 ) 




i 



Logo, a soluqao do problema de valor inicial (16),(17),(18) £ 

y = <*>(/) = [ Mj (f)/i(r - 5) - u w U)h(t - 10)] /5, (23) 


onde /t(r) e a transformada inversa de H{s). A expansao em fraqoes parciais de H(s) £ 



1/4 

i 2 + 4’ 


e segue, entao, das linhas 3 e 5 da Tabela 6.2.1 que 


h(i) = \t - lsen2r. 


(24) 

(25) 


A Figura 6.4.3 mostra o grdfico de y = Note que ele tem o aspecto qualitative indicado anteriormente. Para 
encontrar a amplitude da oscila^do estado estaciondrio basta locali/.ar um dos pontos de mdximo ou mfnimo 
para t > 10. Igualando a derivada da solu^do (23) a zero, vemos que o primeiro mdximo esta localizado aproxi- 
madamente em (10,642; 0,2979), de modo que a amplitude da oscila^do £ de aproximadamente 0,0479. 

Note que neste exemplo o termo ndo homogeneo g £ continuo, mas g’ £ descontfnua em t = 5 e t = 10. 
Entao a solu<;ao <p e suas duas primeiras derivadas sao continuas em toda parte, mas 4>" tem descontinui- 
dades em t = 5 e / = 10 do mesmo tipo das descontinuidades de g nesses pontos. 





PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 13: 

(a) Encontre a soluqao do problema de valor inicial dado. 

(b) Desenhe os graficos da soluijao e do termo nao homogenco; explique a rela(,'ao entre eles. 

41 i- y"+y =/<0; y( 0 )=o. /(0) = l: /(/) = 

+ 2y' + 2 .v = MO; y(0) = 0, y'(0) = 1; h(t) = 

4^ 3. y" + 4y =senf — ui n (t) sen(r — 2 tt); y(0) = 0, y'(0) = 0 

^'0y" + 4y=senr + Mf) senU-jr); y(0) = 0, y'(0)=0 

4fl 5. y" + 3/ + 2 y = /(f); >(0) = 0, y'(0) = 0; /(f) = 

(bj)v" + 3y' + 2y = f/ 2 (f); y(0) = 0, y'(0) = 1 

4 7. y" +y = u }!T (t)\ y(0) = l, y'(0) = 0 

4' 8 - y" +y'+\y = l- n*/ 2 (OV - ?r/2); y(0) = 0, y'(0) = 0 

4 9 . y"+y = gu ); y( 0) = 0. y'(0) = 1; g(t) = 

4 10- y"+y + \y = g(0; >( 0 )=o, y'( 0 ) = 0 : g(0 = 

4 11- / + 4y = i/. T (f)-«j. T (f); y(0) = 0, y'(0) = 0 

4 ' 12. y <4) — y = ifi(f) — // 2 (f); y(0) = 0, y'(0)=0, y"(0)=0, y"'(0) = 0 

4 13. y« 4 > + 5y” + 4y = 1 - «„ (f): y(0) = 0, y'(0) = 0. y"(0) = 0, y”(0) = 0 

14. Encontre uma expressao envolvendo n,.(f) para uma fun^ao/cujo grSfico 6 uma rampa crescente de zero 
cm f = f„ atd o valor It em f = f„ + k. 

15. Encontre uma expressao envolvendo u c (0 para uma fun<;ao g cujo grafico 6 uma rampa crescente de zero 
em f = f„ at6 o valor /1 em 1 = t u + k, seguida de uma rampa decrescente que chega a zero em f = f n + 2k. 

41' 16. Um determinado sistema mola-massa satisfaz o problema de valor inicial 

u" + \u’+ U = kg(l), u(0) = 0, u'(0) = 0, 

onde g(t) = ff w (f) - u si2 (t) e k > 0 6 um parametro. 

(a) Esboce o grafico de g(f). Note que 6 um pulso de tamanho unitario que se estende por uma unidade 
de tempo. 

(b) Resolva o problema de valor inicial. 


sen f, 0 < f < n 
0, f > n 


f/2, 0 < f < 6 

3, f > 6 


1, 0 < f < 10 

0, f > 10 


1, JT < t < lit 

0, 0 < f < jt e t >2n 


1, 0 < f < 3;r 
0, 3 jt < f < oc 
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(c) Desenhe o grafico da solu^ao para k = 1/2, k = 1 e A: = 2. Descreva as caracteristicas principals da so- 
lucjao e como elas dependem de k. 

(d) Encontre, com duas casas decimais, o menor valor de k para o qual a solugao u(t) alcanna o valor 2. 

(e) Suponha que k = 2. Encontre o instante r apds o qual l«(f)l < 0.1 para todo t > r. 

41 17. Modifique o problema no Exemplo 2 desta seqao substituindo o termo nao homogeneo g(t) por 

fit) = [« 5 (0(/ - 5) - «5+t(0(f - 5 - k)] /k. 

(a) Esboce o grafico d cf[i) e descreva como ele depende de k. Para que valores de A: a fun(;ao/(r) 6 igual 
a g(i) no exemplo? 

(b) Resolva o problema de valor inicial 

/+4>-=/(/), y(0) = 0. y'(0) = 0. 

(c) A soluqao no item (b) depende de k, mas para / suficientemente grande a soluqao sempre 6 uma osci- 
laijao harmonica simples em tomo de y = IM.Tente decidir como a amplitude dessa oscila^ao depen¬ 
de. finalmente. de k. Depois confirme sua conclusdo fazendo o grdfico da solugao para alguns valores 
diferentes de k. 

41 18. Considere o problema de valor inicial 



onde 


>" + |y + 4>-=/*(/). y(0) = 0, /(()) = 0, 


fkU) = 


1/2 k, 

0 . 


4 — k<t<4 + k 
0 < t < 4 — k c 


l > 4 + k 


e 0 < k < 4. 

(a) Esboce o grafico de / 4 (r). Note que a area sob o grafico e independente de k. Se / t (f) representa uma 
forga, isso significa que o produto do mddulo da for?a e do intervalo de tempo durante o qual ela age 
nao depende de k. 

(b) Escreva / 4 (f) em termos da funqao degrau unitdrio e depois resolva o problema de valor inicial dado. 

(c) Desenhe o grafico da solu<;So para k = 2,k = 1 e k = 1/2. Descreva como a soluqao depende de k. 

Kessonancia e Halimento. Na Seqao 3.8 observamos como um oscilador harmonico nao amortecido 
(como um sistema mola-massa) sob a a?ao de uma for?a senoidal entra em ressonancia se a frequOncia 
do termo nao homogeneo 6 igual & frequencia natural. Se a frequincia da forga e ligeiramente diferente 
da frequencia natural, ent.lo o sistema apresenta um batimento. Nos Problemas de 19 a 23 exploramos o 
efeito de alguns termos nao homogeneos periodicos n3o senoidais. 

Considere o problema de valor inicial 


y"+y =f(t), y(0) = 0, y'(0) = 0, 


onde „ 

f(t) = «o(0 + 2 ^(-l)*«ti»(f). 

4 = 1 

(a) Desenhe o gnifico de f[t) em um intervalo como 0 < t < bn. 

(b) Encontre a solu^o do problema de valor inicial. 

(c) Seja n = 15 e desenhe o gnifico da solu?ao para 0 < t < 60. Descreva a solu<;ao e explique por que ela 
se comporta dessa maneira. 

(d) Investigue como a solui^ao muda quando n cresce. O que acontece quando n — » oo? 

41 20. Considere o problema de valor inicial 

/ + 0,l/+y=/(0. >(0) = 0. y'(0) = 0. 

onde/(r) 6 a mesma do Problema 19. 

(a) Desenhe o grafico da soluqiio. Use um valor de n e um intervalo de tempo suficientemente grandes para 
que a parte transiente da soluqao torne-se despreztvel e o estado estaciondrio apareqa claramente. 

(b) Estime a amplitude e a frequencia da parte correspondente ao estado estacionario da solu^do. 

(c) Compare os resultados do item (b) com os da Seqao 3.8 para um oscilador sob a agao de uma for 9 a 
senoidal. 

41 21. Considere o problema de valor inicial 

y" +y = git), >(0) = 0, y'(0) = 0, 
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onde 

ft 

gU) = Uo(f) + ^(-l)‘w*.t(0- 

*=l 

(a) Dcsenhe o grSfico de g(f) em um intervalo como 0</<6ir. Compare com o grSfico de f[t) no Proble- 
ma 19(a). 

(b) Encontre a solu^ao do problema de valor inicial. 

(c) Seja ii = 15 e desenhe o grafico da solu^ao para 0 < / < 60. Descreva a solu^ao e explique por que ela 
se comporta dessa maneira. Compare com a solu^ao do Problema 19. 

(d) Investigue como a soluqao muda quando n cresce. O que acontece quando n — oc - ' 

41 22. Considere o problema de valor inicial 

/+0.1v'+y = g(f), y(0) = 0, /( 0 ) = 0, 

onde g(t) e a mesma do Problema 21. 

(a) Desenhe o grafico da solu?ao. Use um valor de n e um intervalo de tempo suficientemente grandcs para 
que a parte transiente da solu^io torne-se desprezivel e o estado estacionririo apareija claramente. 

(b) Estime a amplitude e a frequencia da parte corrcspondente ao estado estaciondrio da soluijao. 

(c) Compare os resultados do item (b) com os do Problema 20 e os da Se(io 3.8 para um oscilador sob a 
aqao de uma forqa senoidal. 

jfo 23. Considere o problema de valor inicial 

y" + y = h(i ). >-(0) = 0. / (0) = 0, 

onde 

n 

fit) = tin(t) 4- 2 1)*«iu/4(Q. 

*=i 

Observe que este problema e identico ao Problema 19,exceto que a frequencia do termo nao homogeneo 

foi um pouco aumentadu. 

(a) Encontre a soluijao deste problema de valor inicial. 

(b) Seja n > 33 e desenhe o grafico da soluijao para um intervalo 0 < t < 90 ou maior. Seu grafico devc 
mostrar um batimento claramente reconhecivel. 

(c) Do grdfico no item (b). estime o “periodo lento” e o “periodo rdpido" para este oscilador. 

(d) Para um oscilador sob a agao de uma forqa senoidal mostramos, na Se<;ao 3.8, que a "frequencia len- 
ta" 6 dada por l« - w,,l/2, onde e a frequencia natural do sistema eiuea frequencia do termo nao 
homogeneo. Analogamente. a “frequencia r.lpida" e (eo + w,,)/2. Use essas expresses para calcular o 
"periodo rapido" e o "periodo lento” para o oscilador neste problema. Quao proximos esses rcsulta- 
dos estao de suas estimativas no item (c)? 


6.5 Fun^oes de Impulso 

Em algumas aplicatjoes 6 necessario tratar fenomcnos de natureza impulsiva - por exemplo, tensocs ou 
fonjas de m6dulo grande que agem por um periodo de tempo muito curto. Tais problcmas levam, com 
frequencia, a equaqoes diferenciais da forma 

ay" + by' + cy = g(f), (1) 


onde g(t) 6 grande em um intervalo pequeno f 0 -r<f</ 0 +re ^ zero nos outros pontos. 
A integral /(r), definida por 



ou, como g(f) = 0 fora do intervalo (/„ - 1 , t 0 + t). 



( 2 ) 

(3) 


6 uma medida da fon;a do termo nao homogfineo. Em um sistema mecanico, onde g(r) 6 uma forqa, /(r) 
6 o impulso total da forqa g(t) sobre o intervalo de tempo (f 0 - i, f 0 + x). Analogamente. se y 6 a corrente 


— 
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onde re uma constante positiva pequena (veja a Figura 6.5.1). De acordo com a Eq. (2) ou (3).seg ue ime- 
diatamente que nesse caso /(r) = 1, independenlemcnte do valor de r. desde que r f 0. Vamos agora usar 
um termo nacThomogeneo d, ideal, fazendo com que ele aja em intervalos de tempo cada vez mais curios, 
ou seja, vamos fazer r -* 0, como indicado na Figura 6.5.2. Como resultado desse limite, obtemos 

lim d r (t) = 0, tjt 0. (5) 


FIGURA 6.5.1 Grtifico de y = r/,(f). FIGURA 6.5.2 Graficos de y = il,(t) quando 


Alt3m disso.como /(r) = 1 para todo r # 0. segue que 

lim /(r) = 1. (6) 

r-0 v ’ 

As Eqs. (5) e (6) podem ser usadas para sc definir uma fiinvau impulso unitario 5. que funciona como urn 
itnpulso de tamanho 1 em t = 0 mas e zero para todos os outros valorcs de / diferentes de zero. Em outras 
palavras, a “fungao" 8 <3 definida como tendo as propriedades 

5(0 = 0, t / 0; (7) 


Nao existe uma fun<;ao. no sentido usual da palavra, estudada em Calculo que satisfaga ambas as Eqs. (7) 
e (8). A “fungao” 8 definida por essas equagdes d um exemplo de algo conhecido como fundoes generali- 
zadas,e e chamada de fungao delta de Dirac. 3 Como 5(0 corresponde a um impulso unitario em t = 0. um 
impulso unitario em um ponto arbitrario t = r„6 dado por 8 (i - r„). Das Eqs. (7) e (8), segue que 

5(f - to) = 0. t £ t 0 \ (9) 


A fungao 8 nao salisfaz as condigoes doTeorema 6.1.2, mas ainda assim sua transformada de Laplace 
pode ser definida formalmente. Como 3(0 d definida como o limite de d,(t) quando r —> 0, e natural defi¬ 
nir a transformada de Laolace de 8 como um limite analogo da transformada de d, . Em particular, vamos 
supor que t 0 > 0 e vamos definir £{5(r - /„)) pela equagao 


: Paul A. M. Dirac (1902-1984), fisico matematico ingles, recebcu seu Ph D. de Cambridge em 1926 e foi professor de ma- 
tematica dessa universidade ate 1969. Recebcu o premio Nobel em 1933 (junto com Erwin Schrodinger) por seu trabalho 
fundamental em mecanica quantica. Seu resultado mais conhecido foi a equagSo relativfstica para o elytron, publicado em 
1928. Dessa equagao etc previu o “antielctron".ou positron, que foi observado pela primeira vez cm 1932- Depois de se apo- 
sentar em Cambridge, Dirac se mudou para os Estados Unidos, onde teve uma posigao de professor pesquisador na Florida 
State University. 
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EXEMPLO 



£{5(f -r 0 )) = lim£{rfr(f-f 0 )}. (11) 

Para caleular o limite na Eq. (11), nolo primeiro quo se r < r„, o que vai acabar acontecendo quando r —*• 
0, entao t 0 - z > 0. Como d,(t - f n ) e diforente de zero apenas no inlervalo dc /„ - z ate r,, + r, temos 

C[d r (l - r () )} = f e~"d z (t - / 0 ) dt 
J o 

rh +r 

= / e~ s, d x (t -t 0 )dt. 


Substituindo d,(t - f„) pela expressao na Eq. (4), obtemos 

1 r‘t 1 +r 

C[dAt-t 0 )} = — / e~*'dt = 

2 t J h -x 



<=<u (-r 
<—<i|-r 


= — -e~ st ) 

2 ST 


ou 


C{d T V-t 0 )} = 


senhsr 


-sit) 


ST 


( 12 ) 


O quociente (senh sz)/sz e indeterminado quando r -* 0, mas seu limite pode ser ealeulado atraves da 
regra de L'Hospital. Obtemos 


senh a t s cosh at 

lint-= lim-= E 


r—0 sz 


T — o s 


Entao, segue da Eq. (11) que 


£{<5(f-r 0 )| =e 


— „-«o 


(13) 


A Eq. (13) deline £|<5 (t - /„)) para qualquer r„ > 0. Vamos estender esse resullado, para permitir a l 0 ser 
igual a zero, fazendo t n —<• 0 a direita do sinal de igualdade na Eq. (13); assim, 


£{i(/)| = lime-" 0 = 1. 

<o->0 


(141 


De maneira analoga.e possivel definir a integral do produto da fun?ao & por qualquer fun<;5o continua 
/.Temos 


/ oo /*oc 

<5 (f -h)f(D dt = lim / d T (t - t a )f(t) dt. 

00 r^Oj -oo 

Usando a defini<;ao (4) de d,(t) e o teorema do valor medio para integrais. encontramos 

/ oo I /*fo+r 

d z (t-to)f(t)dt=— fV)dt 

■ oo ZT 


(15) 


= - -2r •/(/*) =/(f). 
2 z 


onde r„ - r < /* < r„ + r. Portanto, /* -> t 0 quando r -» 0, e segue da Eq. (15) que 

/ OO 

S(t-to)f(Odt=f(t 0 ). (16) 

-OO 

O exemplo a seguir ilustra o uso da fungao delta na rcsoluqao de urn problema de valor inicial com urn 


termo nao homogeneo impulsivo. 


Eneontre a solu^ao do problema de valor inicial 

2y” + y' + 2y = S(t-5). (17) 

y(0) = 0, /(0) = 0. (18) 

Este problema de valor inicial vem do estudo do mesmo circuito eletrico ou oscilador mecSnico do Exemplo 1 
da Se^ao 6.4. A unica difercni^a e o termo nao homogeneo. 
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Para resolver o problcma dado, calculamos a Iransformada de Laplace da equagao diferencial e usamos as 
condigOes iniciais, obtendo 

(2s 2 +s + 2)V(s) = e~ Sl . 


Assim, 


.- 5 * 


Y(s) = 


2^ +S + 2 2 (,+ l) ! + l| 

Pelo Teorema 6.3.2 ou pela linha 9 da Tabela 6.2.1, 

1 




(*+i) 2 + ii 


4 _ (/4 yi5 

e ''sen t. 
4 


y/15 


Portanto. pelo Teorema 6.3.1 temos 

1 /j C 

y = ^''(/(s)} = —= Uf(l)e~ u ~ S),i sen—— (t - 5). 
v 15 4 



FIGURA 6.5.3 Solugiio do problcma de valor inicial (17). (18). 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


que <5 a solugiio formal do problema dado.Tambt'm e possfvel e sere very na forma 

0. / < 5. 

e -,,_5,/4 sen^P^ (/ - 5), t > 5. 

•s/TS 4 


( 22 ) 


O grdfico da Eq. (22) aparece na Figura 6.5.3. Como as condigoes iniciais em r = 0 sao homogencas e 
nao existe excitagiio externa at6 t = 5, nao hd resposta no intervalo 0 < / < 5.0 impulso em 1 = 5 produz 
uma oscilagao que decai, mas persiste indefinidamente. A resposta 6 contfnua em f = 5. apesar da singula- 
ridade do termo nao homogeneo nesse ponto. No entanto, a derivada primeira da solugiio tern um salto 
cm I = 5,c a derivada segunda tern uma descontinuidade inlinita af. Isso tern que acontecer pela equagao 
diferencial (17), jd que uma singularidade em um dos lados do sinal de igualdade tern que ser balanceada 
por uma singularidade corrcspondente do outro lado. 


Ao se trabalhar com problemas envolvendo um termo nao homogeneo impulsivo. muitas vezes a uti- 
lizagao da fungSo delta simplifica bastante os caleulos matem^ticos. No entanto, se a excitagiio atual se 
estende a um intervalo de tempo curto, mas nao nulo, sera introduzido um erro ao se modelar a excitagiio 
como instantanea. Esse erro pode ser muito pequeno, mas nao deve ser desprezado em um problema 
prdtico sem ser analisado. Pede-se que voce investigue essa queslao no Problema 16 para um oscilador 
harntdnico simples. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12: 

(a) Encontre a solugiio do problema de valor inicial dado. 

(b) Desenhe um grtifico da solugSo. 
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#2 

41 

41 

41 

41 

41 

41 

41 


1. y"+2y' + 2y = 5(i-7); y(0) = 1. y'(0)=o 

® y+4y = i(t-n)-Ht- 2jt); y(0)=0. y'(0)=o 

3. y" + 3y' + 2y = 5(1 - 5) + U|o(l); >'(0) = 0. y'(0) = 1/2 

(*) y" - y = -205(1 - 3); y(0) = 1. >-’(0) = 0 

5. y" + 2y + 3y = sen! + 5(1 - 3,7); y(0) = 0, y'(0) = 0 

0 y" + 4y = 5(1 - 47); y(0) = 1/2, y'(0) = 0 

7. y"+y = S(t-2rr)cosy(0) = 0, y'(0) = 1 
0 y" + 4y = 25(1 - 7/4); y(0) = 0, y'(0) = 0 

9. y" + y = u vrl (t) + 35(1 - 37/2) - h 2t ( 0; y(0) = 0, y'(0) = 0 

10. 2y" +/ + 4y = 5(1 — 7/6)senl; y(0) = 0. y’(0) = 0 

11. y"+ 2y'+ 2y = cosM-5(1 - 7/2); y(0) = 0, y'(0) = 0 

12. y ,4> — y = 5(1 — 1); y(0) = 0, y'(0) = 0, y"(0)=0, y" (0) = C 

41' ^ onsidere, novamente, o sislema no Excmplo 1 dcsi3 sc^ao, no qua] unm osctla^'an c cxcitndu por um 

impulso unitdrio eni 1 — 5. Suponha que dcscjamos colocar o sistemu cm rcpouso iipds cxntuinenic uni 
ciclo - ou scja. quando a resposta volta. pela primcira vez, a posiqao de equilibrio movendo-so no sentido 
positivo. 

(a) Determine o impulso A5(i - l„) que deve ser aplicado ao sistema para sc alcan^ar esse ohjctivo. Note 
que k o tamanho do impulso e i„ 6 o instante de sua aplica$ao. 

(h) Resolva o problema de valor inicial resultante e fa<;a o graiico de sua solutjao para conlirmur que se 
comporta da maneira especilicada. 


41 

4' 

4 

41 




(jj) 


Considere o problema de valor initial 

y" + yy‘ +y = 5(1 - 1), 


y(0) = 0. y'(0) = 0, 



onde y e o coeticiente de amortecimento (ou resistencia). 

(a) Seja y = 5. Encontre a solut,ao do problema de valor inicial e desenhe seu grdtico. 

(b) Encontre o instante 1, no qual a solutjao atingc seu valor maximo. Encontre, tanibdm. esse valor maxi- 
mo y, da soluqao. 

(c) Seja y = j e repita os ilens (a) e (b). 

(d) Determine como i, ey, variant quando ydiminui.Quaissao os valores de r, e de y, quando y = 0? 
Considere o problema de valor inicial 


y" + yy + y = A5(r - 1), y(0) = 0, y'(0) = 0, 


onde k e o tamanho de um impulso em 1 = 1 c y d o coeficiente de amortecimento (ou resistencia). 

(a) Seja y = j. Encontre o valor de k para o qual a resposta tern um valor mtlximo de 2; chame esse valor 
de A,. 

(b) Repita o item (a) para y = 

(c) Determine como A, varia quando ydiminui. Qual o valor de A, quando y- 0? 

41 / /ffiT^Considerc o problema de valor inicial 

y" + y = /*(!). y(0) = 0, y'(0) = 0. 




onde /j(t) = [«i. 4 (i) - i/ 4>1 (i)]/ 2A com 0 < A < 1. 

(a) Encontre a solu<;ao y = <p (<• A) do problema de valor inicial. 

(b) Calcule lim d>(t. A) da solucdo encontrada no item (a). 

*—0 

(c) Observe que lim f k {t) = 6(1 - 4). Encontre a solu^o M0 do problema de valor inicial dado com/ t (i) 

k -.0 ^ 

substitufdo por 5 (i -4). E verdade que <p„(0 = lim^d.A).' 

(d) Fa<;a os grdficos de <p (i, 1/2), <f> (i, 1/4) e <p 0 (t) nos niesmos eixos. Descrcva a rela<;ao entre </> ( 1 , A) e <p u 
( 0 - 


Os Problemas de 17 a 22 tratam do efeito de uma sequencia de impulsos aplicados em um oscilador n3o amor- 
tecido. Suponha que 


y H + y =f(t), y(0) = 0, / (0) = 0. 


Para cada uma das escolhas para f[i): 

(a) Tente prever a natureza da solu^ao sem resolver o problema. 



•£*«< 
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(b) Teste sua previsao encontrando a solugao e desenhando seu grafico. 

(c) Determine o que acontece ap6s o final da sequencia de impulsos. 

20 20 
17. fit) = £«(/- kit) 4fl U8.)/(f) = £(-!)*+'*(/ - kn) 


4fi 19. f(t) = ES(f - kn/2) f(t) = £, (-1) ‘ +, * ( ' " k * /2) 

41 21. /(/)= £;j[/-(2*-l)jr] 22. /(/) = £(-l)* +1 5(r - 1 lA:/4) 

*=i / *-i 

4fl 23. A posif&o de um determinado oscilador ligeiramente amortecido satisfaz o problema de valor inicial 

20 

y" + O.ly’ +y = V'(-l)* +1 4(f — kn), y(0) = 0, y(0) = 0. 


Note que, exceto pelo ternto de amortecimento. este problema 6 igual ao Problema 18. 

(a) Tente prever a natureza da solugSo sem resolver o problema. 

(b) Teste sua previsao encontrando a solu^ao e desenhando seu grafico. 

(c) Determine o que acontece ap6s o final da sequencia de impulsos. 

4fb 24. Proceda como no Problema 23 para o oscilador. satisfazendo 

is 

y"+0,ly'+y = £5[f-(2Jfc-l)jrl, y(0) = 0, y'(0) = 0. 

*-t 

Note que, exceto pelo ternto de amortecimento. este problema e igual ao Problema 21. 

25. (a) Mostre, pelo mdtodo de varia?ao dos parametros. que a soluijao do problema de valor inicial 

y + 2 y +2 y = /(f): y(0) = 0, y'(0) = 0 


’/(r)sen(f - r)</r 


(b) Mostre que, se f[t) = 8(l-n). entao a soluqao do item (a) sc reduz a 

y = u„(t)e~"-'"sen(t - n). 

(c) Use uma transformada de Laplace para resolver o problema de valor inicial dado com/(f) 
e confirme que a solu^ao coincide com a encontrada no item (b). 


6.6 A Convolu^ao 


Alguntas vezes 6 possfvel identilicar uma transformada de Laplace H(s) como o produto de duas outras 
transformadas F(s) e G(s), estas ultimas correspondendo a fun^oes conhecidas / eg, respectivamente. 
Nessc caso, poderfamos pensar que H(s) seria a transformada do produto de /e g. Isso nao acontece, no 
entanto; ent outras palavras, a transformada de Laplace nao comuta com a multiplicagao usual. Por ou- 
tro lado. se definirmos convenientemente um “produto generalizado”, ent3o a situaijao muda.conformc 
enunciado no teorema a seguir. 


Teorema 6.6.1 Se F ( s ) ~ £1/101 e G(s) = £|g(f)} existent para s > a > 0, entao 

H(s) = F(s)G(s) = C{h(t)), 


f(x)g(t-x)dx 


fit ~ f)g(r) dx 


A fun?ao h 6 conhecida como a convolu^ao de /e g; algumas vezes as integrals na Eq. (2) sao chamadas 
de integrals de convolu^ao. 
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A igualdade das duas integrals na Eq. (2) segue da mudantja de varidvcl I - r = £ na primeira integral. 
Antes de demonstrar esse tcorema, vamos fazer algumas observatjoessobre a convolu<;ao. De acordo com 
esse tcorema, 6 a transformada da convolucao de duas fungoes, em vez da translo rnrada de se u produto 
usual, que e dada pclo produto das transformadas separadas. E convenienle enfatizar que a consul uqao 
pode ser considerada como um “produto generalizado escrevendo-se 

/»(') = (f*g)U). (3) 

Em particular, a nota^ao (f * g)(t) serve para indicar a primeira integral na Eq. (2). 

A convolu<;ao (/* g)(/) tern muitas das propriedades da multiplicaqao usual. Por exemplo. e relativa- 
mente simples mostrar que 


f*g = g*f 

(comulatividade) 

(4) 

f *(gi + g:) =f*g\ +f*gi 

(distributividade) 

(5) 

(f * g) * h =f * (g*h) 

(associatividade) 

(6) 

/*o = o*/ = o. 

( dbnroimfc avcufcw ) 

(7) 


Na Eq. (7) os zeros nao denotam o numero. mas a funqao identicamente nula. As demonstrates desses 
resultados sao deixadas a cargo do leilor. 

No entanto, a multiplica?ao usual tern outras propriedades que a convoluqao nao tern. I’or exemplo. 
nao 6 verdade,em geral.que/* 1 seja igual a/. Para ver isso, note que 


Se, por exemplo,/(/) = cos t, entao 


(/■*1)(D= f f(t-x)-\dx = [ f(t- 

J 0 Jo 

entao 

(f*\)(t)=[ cos(r — x)dx = -sentf - r)| 
Jo 


= -send +sen/ 

= senr. 

E claro que (/ * I) (i) =£ / (r). Analogamente, pode nao ser verdade que f*f seja nao negativa. Veja o 
Problema 3 para um exemplo. ' 

As convoluted aparecem em diversas aplicaqoes onde o comportamento do sistema em qualquer ins- 
tante t nao depende apenas do estado no instante f, mas tamWm de sua hisloria passada. Sistemas desse 
tipo sao chamados, algumas vezes. de sistemas hereditarios e ocorrem em campos tao diversos quanto 
transporte. viscoelaslicidade e dinanrica populacional.entre outros. 

Voltando it demonstraqao doTeorenra 6.6.1, observe, em primeiro lugar.que.se 


rao 

F{s) = / <T*/(?)d£ 

Jo 

G(s) = f e~ ST g(x)dr, 

Jo 

F(s)G(s) = J ) dt; e- s, g(x)dx. 


Como o integrando na primeira integral nao depende da variavel de integral da segunda integral, po- 
demos escrever F(s)G(s) como uma integral iterada. 


F(s)G(s) = e e *f($)d^dx 

= g(r)[f\-^ +1) md^dr. 


Essa ultima expressao pode ser colocada em uma forma mais convenienle atravds de novas variSveis de 
integrate. Seja £ = / - r para r fixo, de modo que d£ = dt. Aliim disso, £ - 0 corresponde a t = r e £ = oo 
corrcsponde a t = oo; entao a integral em rela<;ao a £ na Eq. (9) vira uma integral em rclaqao a r. 
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EXEMPLO 


F(s)G(s) = J g(r)|^ e 5 ‘fO ~ r ) < It - 


( 10 ) 


A integral & direita do sinal de igualdade na Eq. (10) e calculada sobre a regiao ilimitada em forma de 
cunha no piano tx que aparece sombreada na Figura 6.6.1. Supondo que se pode trocar a ordem de inte¬ 
grate, obtemos, finalmente, 


F(s)G(s) = f e~ u f f(t-x)g(x)dx dt 
Jo Jo 


(H) 



r= 0 t 

FIGURA 6.6.1 Regiao de integrate para F(s)G(r). 


ou 


F(s)G(s) 


-/V. 


h(t)dt 


= C[h(t)), 

onde /j(f) 6 definida pela Eq. (2). Isso completa a demonstrate doTeorema 6.6.1. 


( 12 ) 


Encontre a transformada inversa de 


ms) = 


s-(s 2 + a : ) ’ 


(13) 



E conveniente pensar em H(s ) como o produto de r 2 e al(s 2 + a 2 ), que sao, de acordo com as linhas 3 e 5 da 
Tabela 6.2.1, as transformadas de / e de sen at, respectivamente. Portanto, pelo Teorema 6.6.1 a transformada 
inversa de H(s) 6 

(' . at-senat .... 

h(t) = / (I — x)senaxdx =- 5 - . (14) 

Jo a ~ 

Vocfi pode verilicar que se obt£m o mesmo resultado se a funqao h(t) for escrita na forma altemativa 

/i(f) = f r sena(f - x)dx, 

Jo 

o que confirma a Eq. (2) nesse caso. E claro que h(t) lambent pode ser encontrada expandindo-se //(.s) em 
fraqoes parciais. 


Encontre a solute do problema de valor inicial 

y" +4 y = g(t), 
y( 0) = 3. /(0) = -1. 

Calculando a transformada de Laplace da equate diferencial e usando as condii;oes iniciais, obtemos 

j 2 >'(j)-3a + 1 +4F(s) = G(s) 


ou 




s 2 + 4 s 2 + 4 
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Note que a primeira e a segunda parcelas 5 direita do sinal de igualdade na Eq. (17) content, respectivamente, a 
dependence de K(.5) nas condi?oes iniciais e no termo nSo homogeneo. E conveniente escrevcr Y(s) na forma 


Y(s) = 




12 1 2 
2 J 2 +4 + 2?+4 C(i) - 


(18) 


Entao, usando as linhas 5 e 6 da Tabela 6.2.1 e o Teorema 6.6.1. temos 


y = 3cos2r-|sen2f + | f sen2(r - r)g(r)dr 
Jo 


(19) 


Se uni termo n5o homogeneo especifico g e dado, entao a integral na Eq. (19) pode ser calculada (por metodos 
numericos, se necessdrio). 


O Exemplo 2 ilustra a for?a da convolu<;ao como ferramenta para se escrever a soluqiio de um proble- 
ma de valor inicial cm fun<;ao de uma integral. De fato, e possivel proceder de um modo bastante seme- 
Ihante em problemas ntais gerais. Considere o problema que consiste na equate diferencial 

ay" + by' + cy = g(t), (20) 

onde a.bcc sao constantes reais e g 6 uma funf3o dada.com ascondiqocs iniciais 

>’(0) = >'o. /(0)=yo- (21) 

A abordagent de transformada fornece uma contpreensao mais profunda sobre a estrutura da solu^ao de 
qualquer problema desse lipo. 

E comum a referenda ao problema de valor inicial (20). (21) como um problema de entrada-saida. Os 
coeficientes a.bcc descrevem as propriedadcs de algum sistema fisico.e g(t) corresponde it forqa externa 
(entrada) agindo sobre o sistema. Os valores y 0 e y'„ descrevem o estado inicial, e a soluqilo y e a resposta 
(safda) no instante t. 

Calculando a transformada de Laplace da Eq. (20) e usando as condiqoes iniciais (21). obtemos 


(as 2 + bs + c) Y (s) - {as + b)y 0 - uy' 0 = G(s). 


Se definirmos 



podemos escrever 

* w _ , G ‘ S > . 
as- + bs + c as- + bs + c 

(22) 


y^s) = <t>(j) + vi<(j). 

(23) 

Em consequencia. 

y = <p(t) + \j/(t), 

(24) 

onde <t>(i) = £ 1 {<t>(i)) e 

\p(t) = £ '( 4 /( 5 )). Note que <p(t) e a solu?ao do problema de valor inicial 



ay" + by' + cy = 0, y(0) = y 0 . >-'(0) = y' 0 . 

(25) 

obtida das Eqs. (20) e (21) fazendo g(t) igual a zero. Analogamcnte, ^(t) e a soluqao de 



ay" 4- by' + cy = g(t ), y(0) = 0, y'(0) — 0. 

(26) 


na qual os valores iniciais y„ e y' u sao substitui'dos por zero. 

Uma vez dados valores especificos para a,b e c, podemos encontrar <p(t) = £ '|<l>(s)) usando a I'abela 
6.2.1, possivelmente em conjunto com uma translatjiio ou uma expansao cm frai;5es parciais. Para encon- 
trar \j/(t) = £ l |4>(s)),<5 conveniente escrever \l/(s) como 

V(s) = H(s)G(s), (27) 

onde //(v) = (as 2 + bs + c) '. A fun?3o // e conhecida como a funfao de transference e depende apenas 
das propriedades do sistema em questao, ou seja, H(s) fica inteiramentc determinada pelos coeficientes 
a.bcc. Por outro lado, G(s) depende exclusivamente da cxcita<;3o externa g(i) que e aplicada ao sistema. 
Pelo teorema sobre convolutjoes, podemos escrever 


’Essa terminologia vem do falo de que H(s) 6 a ra/io entre as transformadas da resposta (saida) e da fun<;ao externa (cn- 
trada) do problema (26). 
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= C l [H(s)G(s)} = f /t(f-r)g(r)dr, (28) 

J u 

onde h(t) = £ '|W(s)| e g(t) e o termo nao homogeneo dado. 

Para obter uma compreensao melhor do significado de h(t). vamos considerar o caso em que G(.s) = 1; 
entao.g(/) = 8 (l) e \//(s) = H(s). Isso significa que y = //(/) e solu<j3o do problema dc valor inicial 

ay" + by'+ cy = 8(0, y(0) = 0, y'(0) = 0, (29) 

oblido da Eq. (26) substituindo-se g(t) por &(i). Logo. h(l) & a resposta do sistcma a um impulso unitario 
aplicado em t = 0, e £ natural chamar h(t) de resposta ao impulso do sistcma. A Eq. (28) diz, entao. que 
\j/(i) 6 a convolu(3o da resposta ao impulso com a for?a externa. 

Com referenda ao Exemplo 2, observamos que nesse caso a fun^ao de transference e ll(s) = l/(s : + 
4) e a resposta ao impulso 6 h(t) = (sen 2i)l2. Alem disso, as duas primeiras parcelas & direita do sinal de 
igualdade na Eq. (19) constituem a fun<;3o <p(t), a solu<j3o da equa?ao homogenea associada que satisfaz 
as condi<;oes iniciais dadas. 


PROBLEMAS (j) 



Prove a comutatividade. a distributividade e a associatividade para a convolutjao. 

(a) f + g=g*f 

(b) /*(gi+g:)=/*gi+/*g: 

(c) f + (g*h) = (/ *g)*h 

Encontre um exemplo diferente do que foi dado no texto mostrando que (f * 1)(/) n3o precisa ser igual a 

/U). 

Mostre.atravc>s do exemplo/(/) = sen /.que/*/nao precisa ser nao negativa. 


Em cada um dos Problemas de 4 a 7, encontre a transformada de Laplace da fun^.lo dada. 

4 ./(/)= f (f-r) J cos2r</r 5 ./(/)= f e~‘'~ 0 senr dr 

J n Jo 

6. /(/) = J (i- r)e f dr 7. /(/) = sen(/ - r) cos r dr 

Em cada um dos Problemas de 8 a 11. encontre a transformada de Laplace inversa da fun<;ao dada usando o 
teorema sobre convolu<;5es. 

1 . i 


8. F(s) = 
10. F(s) = 


s 4 (s 2 + 1) 
1 


9. F(s) = 


(,v+ l)(i- +4) 


(5+ 1) 2 (j 2 + 4) 


"—IS 


12. (a) Sc f(t) = t" e se g(i) = f, onde ni e n sao inteiros positivos. mostre que 

/*g = r*" +1 f u m (l -u) n du. 

Jo 

(b) Use o teorema sobre convolu?0es para niostrar que 

rl 


r 


M m (l - ii )" du — -—- 


in. IV. 


(m + n+ 1)1 

(c) Estenda o resultado do item (b) para o caso em que nt e n sao numcros positivos. mas nao necessaria- 
mente inteiros. 


Em cada um dos Problemas de 13 a 20, expresse a soluqao do problema de valor inicial dado em fun^ao de uma 
convolu^Ao. 

f + oty = g(l ); >(0) = 0. /(0) = 1 

14. y" + 2/ + 2y = senerf; y(0) = 0, y'(0) = 0 

Q^4/' + 4y' + 17y = g(,); y(0) = 0. y'(0) = 0 

16. y" + / + fy = 1 - 11,(0; y(0) = 1, y'(0) = -1 

17. y" + 4y' + 4y = g(0; y(0) = 2. y'(0) = -3 

18. y" + 3/ + 2y = cos at\ y(0) = 1, y'(0) = 0 

19. y (4) -y = g(0; y(0) = 0, y'(0) = 0. y"(0)=0, y"'(0)=0 

20. y ,4) + 5y" + 4y = g(t); y(0) = 1, /(0) = 0, y"(0) = 0. y"'(0) = 0 
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21. Considere a equagao 

<t>{l) + 1 *<' )0(f) = /(0, 

na qua! /e A' sao fungoes conhecidas e 0 deve ser delerminada. Como a fung3o desconhecida 0 aparece 
debaixo do sinal de integral, a equagao dada e dita uma equagao integral; cm particular, ela perlonce a 
classc de equagoes integrais conhecidas como equagoes integrals de Volterra. Calcule a lransforniada de 
Laplace da equagao integral dada e obtenha uma expressao para £(0(r)| em fungQo das transtormadas 
£(/(f)| e £|A(()| das fungoes dadas/e k. A transformada inversa de £(0(n) e a solugao da equagao integral 
original. 

22. Considere a equagao integral de Volterra (veja o Problema 21) 

<t>(t)+ \ (l — £)0(£) d£ =scn2/. 

Jo (i) 

(a) Resolva a equagao integral (i) usando a transformada de Laplace. 

(b) Diferenciando a Eq. (i) duas vezes. mostre que 0(r) satisfaz a equagao diferencial 

0"(f) + 0(r) = -4sen2r. 

Mostre tambem que as condigScs iniciais sao 

0 ( 0 ) = 0 . 0 ( 0 ) = 2 . 

(c) Resolva o problema de valor inicial do item (b) e verifique que a solugiio e a mesma obtida no item 

(a). 

Em cada urn dos Problemas de 23 a 25; 

(a) Resolva a equagao de Volterra dada usando a transformada de Laplace. 

(b) Converta a equagao integral a urn problema de valor inicial. como no Problema 22(b). 

(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solugao e a mesma encontrada no item 
(a). 

23. 0(/) + f (I - £)0(£) = 1 24. 0(0- / (r - £)0(£) = 1 

Jo Jo 

25. 0(0 + 2 f cos(f - £)0(£)r/f = e~' 

Jo 

Existent tambem equagoes, conhecidas como equates integro-diferenciais. onde aparecem derivadas c inte¬ 
grals da fungao desconhecida. Em cada um dos Problemas de 26 a 28: 

(a) Resolva a equagao integro-diferencial dada usando a transformada de Laplace. 

(b) Diferenciando a equagao fntegro-diferencial um nuntero suficiente de vezes, converta-a cm um problema 
de valor inicial. 

(c) Resolva o problema de valor inicial no item (b) e verifique que a solugao e a mesma encontrada no item 
(a). 

26. 0'(O + [ (/-f)0($)rf£=f, 0(0) = 0 

Jo 

27. 0(0 -if U- *) 2 0tt) dt = 0(0) = 1 

Jo 

28. 0'(O + 0(0 = f sen(f - £)0(f) dt -, 0(0) = 1 

Jo 

29. A Tautocrona. Um problema de inleresse na hisloria da matematica e o de encontrar a tautocrona 4 — a 
curva descrita por uma partfcula deslizando livremente sob a agao apenas da gravidade, atingindo o fundo 
no mesmo instante independentemenle de seu ponto de partida na curva. Esse problema apareceu na 
construgao de um relogio com pendulo, cujo perfodo <§ independente da amplitude de seu movimento. A 
tautocrona foi encontrada por Christian Huygens (1629-1695) em 1673 por mdtodos geomttricos e. mais 
tarde. por Leibniz e Jakob Bernoulli usando argumentos anah'ticos. A solugao de Bernoulli (em 1690) foi 
uma das primeiras ocasiocs em que se resolveu explicitamente uma equagao diferencial. A configuragao 
gcomiJtrica cst3 ilustrada na Figura 6.6.2. 


4 A palavra“tautderana” tem origem nas palavras gregas r auto, que significa o mesmo, e chronos, que significa tempo. 
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FIGURA 6.6.2 A tautdcrona. 


O ponto inicial P(a,b) 6 unido ao ponto final (0,0) pelo arco C. O comprimento de arcos 6 medido a partir 
da origem e f{y) denota a taxa dc variagao de 5 em relagiio a v: 



(i) 


Segue entao, do princfpio de conservagao de cnergia. quc o tempo T(b) necessario para uma particula 
deslizar de P ate a origem 6 


T(b) = 


l 


fly ) 

J2g Jn Jb-y 


dy. 


(ii) 


(a) Suponha quo T(b) = T n , uma constante, para cada b. Calculando a transformada de Laplace da Eq. (ii) 
nesse caso e usando o teorema sobre convolugdes. mostre que 


depois. mostre que 


F(s) 


fly) 


Sugestao: veja o Problema 27 da Segao 6.1. 

(b) Combinando as Eqs. (i) e (iv), mostre que 

dx 

dy 


fell. 

V jr v/j’ 

(iii) 

v/2£ 7 'n 


7t Jy' 

(iv) 

ha -y 



(V) 


onde a = gT$hr. 

(c) Use a substituigao y = 2a sen’(<7/2) para resolver a Eq. (v) e mostre que 


x = a(0 +sen0), y = a(l — cos(9). (vi) 

As Eqs. (vi) podem ser identilicadas como equagOes parametricas de uma cicloide. Assim, a taut6crona 6 
urn arco de uma cicloide. 


RLFERH V I AS Os livros listados a seguir contem informagdes adicionais sobre a transformada de Laplace e suas aplicagdes: 
Churchill, R. V., Operational Mathematics (3rd ed.) (New York: McGraw-Hill, 1971). 

Doetsch.G., Introduction to the Theory and Application of the LaptaceTransform (trans. W. Nader) (New York: Sprin¬ 
ger. 1974). 

Kaplan,W., Operational Methods for Linear Systems (Reading. MA: Addison-Wesley, 1962). 

Kuhfmig, P. K. F.. Introduction to the Laplace Transform (New York: Plenum. 1978). 

Miles, J. W„ Integral Transforms in Applied Mathematics (London: Cambridge University Press, 1971). 

Rainville, E. D., The Laplace Transform: An Introduction (New York: Macmillan, 1963). 

Cada urn dos livros mencionados acima contdm uma tabela de transformadas. TamWm estao disponiveis tabelas 
niais extcnsas; veja, por exemplo: 

Erdelyi, A.(ed.), Tables of Integral Transforms (Vol. 1) (New York: McGraw -Hill, 1954). 

Roberts, G. E., and Kaufman, H„ Table of Laplace Transforms (Philadelphia: Saunders, 1966), 

Mais detalhes sobre fungdes generalizadas podem ser eneontrados em 
Lighthill, M. J., Fourier Analysis and Generalized Functions (l-ondon: Cambridge University Press, 1958). 
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Sistemas de Equagoes 
Lineares de Primeira Ordem 


Existem muitos problcmas ffsicos que envolvem diversos elementos separados associados dc a I gum a 
forma. Por exemplo. circuitos eletricos tern essa caractcristica, assim como problcmas cm mecanica c cm 
outros campos. Nesses e cm casos scmelhantes, o problema matemdtico correspondente consisic cm urn 
sistema dc duas ou mais equates diferenciais. que sempre podem scr cscritas como equates dc primei¬ 
ra ordem. Vamos cstudar. neste capftulo, sistemas dc equates lineares de primeira ordem. cm particu¬ 
lar equates com coeficientcs constantes, utilizando alguns aspectos elemenlarcs da algebra linear para 
unificar a apresentaqao. Em muitos aspectos, este capftulo segue a mesma linha do tratamento dado fis 
equates lineares de segunda ordem no Capftulo 3. 


7.1 Introdu^ao 


Sistemas de equates diferenciais ordinarias simultaneas aparecem naturalmente em problcmas envoi- 
vendo diversas variiivcis dependentes, cada uma delas fum;3o da mesma variavel independente unica. 
Vamos denotar a variavel independente por / e as varidveis dependentes, que sao fun<;6es de t, por .r,. as, 
.r,.... A diferencia<;ao em rclai^ao a t sera denotada por uma linha. 

Por exemplo, considere o sistema mola-massa na Figura 7.1.1. As duas massas se movcm cm uma 
superffeie sent atrilo sob a influencia de formas externas F,(/) e F : (t) c sao, tamWm, restringidas em seu 
movimento pelas Ires molas com constantes k,,k : c k } , respectivamente. Usando argumentos semelhantcs 
aos da Se<,'ao 3.7, encontramos as seguintes coordenadas .v, e x 2 para as duas massas: 


»2 

mi-jj- = k 2 (x 2 -x\)~ k\x\ + Fi(t) 
cIt 1 

= ~(k\ + k 2 )x\ + k 2 x 2 + F\(t), 

= —kixi ~ ki(x 2 — Xi) + F 2 (t) 
dt 2 

= k 2 x\ — (k 2 + ks)x 2 + F 2 (i). 


A dedu^ao das Eqs. (I) csta esquematizada no P roblema 1 7. 

,FiW 


,F 2 U) 


\ VV [ >A.V\\VV\VVVW* 


FIGURA 7.1.1 Urn sistema com duas massas e tres molas. 
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Vamos considerar, agora, o circuito LRC em paralelo ilustrado na Figura 7.1.2. Seja V a diferenqa de 
tensSo no capacitor e / a corrente passando pelo indutor. Entao, de acordo com a Setjao 3.7 e com o Pro- 
blema 19 desta seqao, podemos mostrar que a difcrentja de lensao e a corrente silo descritas pelo sistema 
de equates 


dJ _ V 
~dl~ L' 
dV I V 
~di ~ ~C~ ~RC' 


( 2 ) 


onde L 6 a indutancia, C a capacitancia e R a resistfincia. 


C 

r— l(_ ~ 

R 

,M- 

L 

l_—nrrr^ 


FIGURA 7.1.2 Urn circuito RLC em paralelo. 


Unia razao pela qual sistemas de equates de primeira ordem siio particularmente importantes e que 
equates de ordem maiorsempre podem ser transformadas em tais sistemas. Isso. normalmente.e neces- 
sario se £ planejada uma abordagem numerica, ja que quase todos os codigos para gerar soluqoes nume- 
ricas aproximadas de equates diferenciais sao escritos para sistemas de equates de primeira ordem. O 
exemplo a seguir ilustra como e facil l'azer a transforma^ao. 


EXEMPLO 

1 


O movimcnto de uni determinado sistema mola-massa (veja o Exemplo 3 da Sei^ilo 3.7) e descrilo pela equavao 
difercncial de segunda ordem 

//" + 0.125«' +« = (). (3) 


Escreva cssa cqua<;ao como um sistema de equa^des de primeira ordem. 

Scjam jr, = ue x 2 = Entao, .r,’ = x : . Alem disso,«" = ,v 2 '. Entao, substituindo it, u‘ e u“ na Eq. (3),obtemos 


x' 2 + 0,125*2 +.t| = 0. 

Logo,*, e a, satisfazem o seguintc sistema de duas equaqoes diferenciais de primeira ordem: 

x\ = x 2 , 

x 2 = -X| - 0.125.V2. 


(4) 


A equaqao geral de movimento de um sistema mola-massa. 

mv" + yv' + kv = F(t), (5) 

pode ser transformada em um sistema de primeira ordem do mesmo modo. Definindox, = vc x 2 = v' e 
procedendo como no Exemplo l.obtemos rapidamente o sistema 

x l = X 2 , ( 6 ) 

x' 2 = —(k/m)X\ - (y/m)x 2 + F(t)/m. 

Para transformar uma equa^ao arbitrAria de ordem n 

y {n) = F(t,y,y' .y n -") (7) 

em um sistema de n equaqoes de primeira ordem, estendemos o m£lodo do Exemplo 1 delinindo as va- 
riavcisx„X 2 , ...,x„ por 


x\=y, X 2 =y\ x } =y". 


x.-y-"W 


Segue imediatamente que 


( 8 ) 
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x \ = x 2< 

X 2 = * 3 , 


e, da Eq. (7), 


At-1 — x n- 

x' n = F(t,x i,x 2 . x„). 


As Eqs. (9) e (10) sao casos particulates do sistema mais gcral 


*'| = F\(t,X\,X 2 . x n ), 

x\ = F 2 (t,x u x 2 .A„), 


( 9 ) 


( 10 ) 


( 11 ) 


x' n = F n (t, X U X2,...,X„). 

De maneira analoga, o sistema (1) pode ser reduzido a um sistema de quatro equates de primeira ordem 
da forma (I I).enquanto osistema (2) jrS estd nessa forma. De fato,sistemas da forma (11) incluem quase 
todos os casos de interesse.de modo que a maior parte da teoria mais avanqada de equates diferenciais 
e dedicada a tais sistemas. 

Uma soliqao do sistema (11) no intervalo I:a <t < fie um conjunto de n fumjoes 


*1 =0i(O, x 2 =M0, .... x n = 4>„{i) ( 12 ) 

diferenciaveis em todos os pontos do intervalo / e que satisfazem o sistema de equaqoes (II) cm todos os 
pontos desse intervalo. Alem do sistema de equates diferenciais dado, podem ser fornecidas. tambem, 
condiqoes iniciais da forma 

.ti (f 0 ) = JCj, *2 (to) =x\, .... -t„(f 0 ) = x° n , (13) 


onde t 0 c um valor especificado de t em / e .r“,..., x" sao numeros dados. As equaqdes diferenciais (11) e 
as condiqoes iniciais (13) juntas formam um problema de valor inicial. 

Uma solu^ao (12) pode ser vista como um conjunto de equaqoes param^tricas em um espafo de di- 

mensao n. Para um valor de t dado, as Eqs. (12) fornecem valores para as coordenadas .v,..v„ de um 

ponto no espatjo. A medida que l varia, as coordenadas, em geral, tambem mudam. A cole<;ao de pontos 
correspondentes para u < t < fi forma uma curva no espa^o. As vezes 6 util pensar na curva como a tra- 
jetoria ou o caminho percorrido por uma partfcula movendo-se de acordo com o sistema de equates 
diferenciais (11). As condiqoes iniciais (13) determinam o ponto inicial da particula em movimento. 

As condiqoes a seguir sobre E,. F 2 .E„, facilmente verificadas em problemas especificos, sao suficientes 

para garantir que o problema de valor inicial (11). (13) tenha uma solu^ao unica.O Teorema 7.1.1 6 analogo 
ao Teorema 2.4.2, o teorema de existencia e unicidade para uma linica equa^ao de primeira ordem. 


Teorema 7 . 1.1 Suponha que cada uma das funqoes F u ..., F„ e suas derivadas parciais, 3E,/3jr„.... dFJdx n ,..., dFJdx u ..., 
dFJdx„, sao contfnuas em uma regiao R do espa?o tx x x 2 ...x n definida por a < t < p, or, < x, < f } { ,..., a„ < 
x„ < P„, e suponha que o ponto (/„, x?,x?,. ..,x°) esta em R. Entao, existe um intervalo 1/ - / 0 I < h no qual 
existe uma unica solu^ao x, = 0,(r), ...,x„ = 0„(f) do sistema de equates diferenciais (11) que tambem 
satisfaz as condi<;6es iniciais (13). 


A demonslraqao deste teorema pode ser construfda generalizando-se o argumento dado na Se<;ao 2.8, 
mas nao faremos isso aqui. No entanto, note que nao se diz nada nas hipdteses do teorema sobre as deri¬ 
vadas parciais de E,. F„ em relaijao a varidvel independente t. Alem disso, na conclusao o comprimento 

2 li do intervalo no qual a solu^ao existe nao esta especificado exatamente e, em alguns casos, pode ser 
muito curto. Finalmente, o mesmo resultado pode ser provado sob hipoteses mais fracas, mas niuito mais 
complicadas, de modo que o teorema,como enunciado, nao e o mais geral conhecido e as condi^oes dadas 
sao suficientes, mas nao necessdrias, para a conclusao ser vdlida. 

Se cada uma das funqdes E,.E„ nas Eqs. (11) for uma funqao linear das variSveis dependentes x„ 

..., ,r n , entao o sistema de equaijoes 6 dito linear; caso contrario, e nao linear. Assim, o sistema mais geral 
de n equaqoes lineares tern a forma 
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x'l =Pn(t)X\ + ■ • ■ + Pln(t)Xn + g\(t), 
x' 2 = />2l(0*l + ---+P 2 n (t)X n +g 2 (t), 

(14) 

x' n = p n \{t)X\ + ■ • • +Pn„(t)X„ + g n (t). 

Se todas as fungoes g,(r). g„(t) forem identicamente nulas no intervalo /, entao o sistema (14) e dito 

homogeneo; caso contrdrio, ele 6 nao homogeneo. Observe que os sistemas (1) e (2) sao ambos lineares. 
O sistema (1) e nao homogeneo, a menos que F,(f) = F 2 (t) = 0,enquanto o sistema (2) e homogeneo. Para 
o sistema linear (14), o teorema de existencia e unicidade 6 mais simples e tambdm tern uma conclusao 
mais forte. E analogo aosTeoremas 2.4.1 e 3.2.1. 


Teorema 7.1.2 Se as fungoes/j u ,p I2 , ...,p n „,gi, ...,g„ forem contfnuas em um intervalo aberto l:a<t< f), entao existird 

- uma unica solugao x t = 0,(0. ...,*„ = 0„(f) do sistema (14) que tambem satisfaz as condigoes iniciais (13), 

onde /„ & qualquer ponto em / e x?,..., x° sao mimeros dados. Alem disso, a solugao existe em todo o 
intervalo /. 


Note que em contraste com a situagtlo para um sistema nao linear a existencia e a unicidade de solugao 
para um sistema linear estao garantidas em todo o intervalo no qual as hipoteses sao satisfeitas. Alem 
disso, para um sistema linear os valores iniciais xf,...,x° em t = t u sao inteiramente arbitrarios, enquanto 
no caso nao linear o ponto inicial tern que estar contido na regiao R definida no Teorema 7.1.1. 

O restante deste capftulo 6 dedicado a sistemas lineares de equates de primeira ordem (sistemas 
nao lineares estarao inclutdos nas discussoes dos Capitulos 8 e 9). Nossa apresentagao utiliza notagao 
malricial e supoe que o leitor esteja familiarizado com as propriedades de matrizes. Os fatos bdsicos sobre 
matrizes estao resumidos nas Segoes 7.2 e 7.3. e material mais avangado sera revisto quando necessdrio 
em segoes posteriores. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4, transforme a equagao dada em um sistema de equagoes de primeira or- 
-■- dem. 

Q //" + 0,5/z' + 2m = 0 2. it" + 0,5//' + lit = 3 sen/ 

© Fit" + tu' + (F - 0,25 )u = 0 4. zz (4 > - u = 0 

Em cada um dos Problemas 5 e 6, transforme o problema de valor inicial dado em um problema de valor inicial 
para duas equagoes de primeira ordem. 

^5^ it" + 0.25//' + 4// = 2 cos 3/, //(0) = 1, //'(0) = —2 

6. u" + p(t)ii' + q(t)tt = g(t), z/(0) = Mo, m'(0) = u' 0 

(^) Sistemas de equagSes de primeira ordem podem ser transformados. algumas vezes, em uma unica equagao 
de ordem maior. Considere o sistema 

*i = -2xi + x 2 , x‘ 2 = xi - lt 2 . 

(a) Resolva a primeira equagao para x 2 e substitua na segunda equagao, obtendo, assim, uma equagao de 
segunda ordem para x,. Resolva essa equagao para .r, e determine x,. 

(b) Encontre a solugao do sistema dado que tambem satisfaz as condigoes iniciais x,(0) = 2,x 2 (0) = 3. 

(c) Esboce a curva, para t > 0, dada em forma paramdtrica pelas expressoes para x, e x, encontradas em 
(b). 

Em cada um dos Problemas de 8 a 12, proceda como no Problema 7. 

(a) Transforme o sistema dado em uma unica equagao de segunda ordem. 

(b) Encontre x, e x 2 que satisfazem, tambem, as condigoes iniciais dadas. 

(c) Esboce o grdfico da solugao no piano x,x 2 para t > 0. 

8. x\ = 3xi - 2x 2 , *i(0) = 3 9. x' l = l,25xi + 0,75x2, x,(0) = -2 

x 2 = 2xi — 2 x 2 , * 2 ( 0 ) — \ x 2 = 0,75xj + 1,25x2, *;(0) = 1 

10. x' t = Xi - 2 x 2 , xi (0) = —1 ^T^x' 1 =2x 2 , *:(0) = 3 

x! 2 = 3xj — 4 x 2 , *2(0) = 2 *2 = ~2xj* *2(0) = 4 
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12. *j = —0,5.V| +2 Xi, j:i(0) = —2 

*2 = -2xi - 0,5*2, *2(0) = 2 

13. Transforme as Eqs. (2) para o circuito em paralclo em uma unica equagao de segunda ordem. 

14. Mostre que se flu, a u> l h\ e a :i forem constantes, com a l2 e a 21 sem serem nulos ao mcsmo tempo, e se as 
fungoes g, e g, forem diferenciaveis, entao o problema de valor inicial 

*1 = fl|t*l + fli 2*2 + gi(0, *i(0) = x'l 

*2 = fl 2 ,*i + fl 22 *2 + *2(0) = *5 

poderii ser transformado em urn problema de valor inicial para uma unica equagao de segunda ordem. 
Pode-se usar o mesmo proccdimento sc a (1 , ...,a 22 forem fungoes de r? 

45^ Considere o sistema linear homogeneo 

*' =Pll(/)*+Pl 2 (/)>'. 

y'=p»(t)x+ Pn (t)y. 

Mostre que se x = x,(r).y = v,(r) e * = * 2 (f),y = y 2 (0 forem duas solugoes do sistema dado, entao v = c,.v,(/) + 
Cj* 2 (0-y = c L V,(0 + Cjy 2 (f) tambem serd solugao, quaisquer que sejam as constantes c, c c,. Este e o prineipio 
da superposigao. 

16. Sejam x = *,(/),y = >’,(/) e* = *,(/), y = y 2 (t) duas solugoes do sistema linear nao homogeneo 

*'=Pu( 0 *+Pi 2 (r)y + fii(0. 


y = /»2t(0* + P22(oy+ft( 0 . 

Mostre que .v = .v,(r) - *,(/), v =y,(r) -y,(/) € uma solugao do sistema homogeneo associado. 

17. As Eqs. (1) podem ser deduzidas desenhando-se um diagrama mostrando as forgas agindo sobre cada mas- 
sa. A Figura 7.1.3 a mostra a situagao quando os deslocamentos .v, e das duas massas sao ambos positivos 
(para a direita) e .v, > Nesse caso, as molas 1 e 2 estao alongadas e a mola 3 esld comprimida, gerando 
as forgas ilustradas na Figura 7.1.36. Use a lei de Newton (F = rtw ) para deduzir as Eqs. (1). 

18. Transforme o sistema (1) em um sistema de primeira ordem fazendo y, = *,, y, = .r,,y , = .r|, y, - xi. 



FIGURA 7.1.3 

mola-massa. 


*i*i 



F,(t) 

k 2 (x ? -x l ) 



(a) Os deslocamentos *, e * 2 sao ambos positivos. (b) O diagrama de forgas para o sistema 


Circuitos Eletricos. A teoria de circuitos el^tricos, do tipo ilustrado na Figura 7.1.2, consislindo em indu- 
tores, resistencias e capacitores, baseia-se nas leis de Kirchhoff: (1) o fluxo total de corrente atravessando 
cada nd (ou jungao) e zero; (2) a diferenga de tensao total em cada lago fechado e zero. Alem das leis de 
Kirchhoff temos, tambem, a relagao entre a corrente / em amperes passando por elemento do circuito c 
a diferenga de potencial V naquele elemento; 


V = R1, 

R = resistencia em ohms; 

II 

u 

C — capacitancia em farads 1 ; 

L d l = V, 

dt 

L = indutancia em henrys. 


As leis de Kirchhoff e a relagao entre corrente e diferenga de tensao em cada elemento do circuito fomecem 
um sistema de equagoes algdbricas e diferenciais de onde e possivel detemunar a diferenga de tensao e a 
corrente em todo o circuito. Os Problemas 19 a 21 ilustram o procedimento que acabamos de descrever. 


-Capacitores Um de fato, capacildncias medidas tipicamente em microfarads Usamos farad como unidade de medida por 
conveniSncia numdrica. 



282 CAritULO Sete 


19. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.2. Sejam /,. /, e /, as correntes atravessando respectivamente o 
capacitor, a resistencia e o indutor. Analogamente, sejam V,. V 7 e V, as diferen?as de tensao corresponden- 
tes. As setas denotam as diresoos, escolhidas arbitrariamentc. nas quais as correntes e diferenqas de tensao 
serao consideradas positivas. 

(a) Aplicando a segunda lei de Kirchhoff no lago superior do circuito, mostre que 


De maneira andloga, mostre que 


V l -V 2 = 0. 


V 2 -V 3 = 0. 


(b) Aplicando a primeira lei dc Kirchhoff em qualquer dos nds do circuito. mostre que 

li + h + h = 0- (iii) 

(c) Use a rela^So entre a corrente e a diferenqa de tensao em cada elemento do circuito para ohter as 
equates 

CV[ = /,, v 2 = /?/,, l/; = f ( iv) 

(d) Elimine F ; , V s , /, e l. das equates (i) a (iv) para obter 

cv; = -/, - = v t . (v) 

Observe que se omitirmos os indices nas Eqs. (v) teremos o sistema (2) desta sei;ao. 

20. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.4. Use o metodo esbotjado no Problema 19 para mostrar que a 
corrente / atrav^s do indutor c a diferenga de tensao V atrav£s do capacitor satisfazem o sistema de equa¬ 
tes diferenciais 


“i-.-v. 

dt 


dV 

= 2! - V. 
dt 


R = 1 ohm 



C = | farad 

FIGURA 7.1.4 O circuito no Problema 20. 

21. Considere o circuito ilustrado na Figura 7.1.5. Use o mdtodo esbtxjado no Problema 19 para mostrar que a 
corrente /atraves do indutor e a diferenga de tensSo V atravds do capacitor satisfazem o sistema de equa¬ 
ls diferenciais 



FIGURA 7.1.5 O circuito no Problema 21. 

22. Considere os dois tanques interligados ilustrados na Figura 7.1.6.'OTanque 1 content, inicialmente, 30 gal 
de dgua e 25 oz de sal, enquanto oTanque 2 contdm, inicialmente, 20 gal de dgua e 15 oz de sal. Entra no 

'Usamos as abrevia<;6es j?a/ para gallics, oz para on?as e min para minutos; 1 oz s 28,3495 g e 1 gal a 4,546 I. (N.T.) 
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1,5 gal/min 


1 gal/min 



Tanque 1 uma mistura de agua contendo 1 oz/gal desal a uma taxa de 1,5 gal/min. A mistura llui doTanque 
I para o Tanque 2 a uma taxa de 3 gal/min. Entra, lambent. nu Tanque 2 (vinda de fora) uma mistura de 
agua contendo 3 oz/gal de sal a uma taxa de 1 gal/min. A mistura escorre doTanque 2 a uma taxa de 4 gal/ 
min, e parte dela volta para o Tanque 1 a uma taxa de 1.5 gal'min, enquanto o restante deixa o sistema. 

(a) Sejam (7,(r) e Q : (t). respectivamente, as quantidades de sal em cada tanque no instante i. Escreva as 
equates diferenciais e as condiijoes iniciais que modelam o processo de fluxo. Observe que o sistema 
de equates diferenciais e nao homogeneo. 

(b) Encontre os valores de e Q ; para os quais o sistema esta em equilfbrio, ou seja, nao varia com o 
tempo. Sejam Q'\ e Q\ os valores de equilfbrio. Voce pode prever qual tanque atingird seu estado de 
equilfbrio mais rapidamente? 

(c) Sejam .v, = Q,(t) - Q\ e x : = Q,(t) - Q F ,. Determine urn problema de valor inicial para ,v e x } . Observe 
que o sistema de equaqoes para .v, e x 2 6 homogeneo. 

23. Considere dois tanques interligados de maneira analoga aos da Figura 7.1.6. O Tanque 1 content, inicial- 
menle, 60 gal de agua e Q'\ oz de sal. enquanto o Tanque 2 content, inicialmcnte. 100 gal de dgua e Q'{ oz 
de sal. Esta entrando no Tanque 1, a unta taxa de 3 gal/min, uma mistura de dgua contendo </, oz/gal. A 
mistura no Tanque 1 sai a unta taxa de 4 gal/min. da qual metade entra no Tanque 2, enquanto o restante 
deixa o sistema. O Tanque 2 recebe de fora uma mistura de 6gua com q 2 oz/gal de sal a uma taxa de 1 gal/ 
min. A mistura no Tanque 2 sai a uma taxa de 3 gal/min, mas unta parte disso volta para o Tanque 1 a uma 
taxa de 1 gal/min, enquanto o restante deixa o sistema. 

(a) Desenlte urn diagrama que ilustre o processo de fluxo aqui descrito. Sejam £),(/) e Q 2 (l), respecti- 
vamente, as quantidades de sal em cada tanque no instante t. Escreva as equates diferenciais e as 
condi^oes iniciais para (7, e Q z que modelam o processo de fluxo. 

(b) Encontre os valores de equilfbrio Q\ e Q\ em funijao das concentrates r/, e q : . 

(c) E possfvel (ajustando q t e </,) obter Q E { = 60 egf = 50 como urn estado de equilfbrio? 

(d) Descreva os estados de equilfbrio possfveis para esse sistema para diversos valores de q , e q : . 


Revisao de Matrizes 


Por razoes tanto teoricas quanto computacionais, 6 recomendavel ter em mente alguns dos resultados de 
algebra matricial 2 para resolver uni problema de valor inicial para um sistema de equates diferenciais 


: As propriedades de matrizes foram exploradas pela primeira vez em um artigo de 1858 escrito pelo algebrista ingles Arthur 
Cayley (1821-1895), embora a palavra “matriz" tcnha side introduzida por seu amigo James Sylvester (1814-1897) em 1850. 
Cayley fez parte de seu trabalho matem^tico mais imporlante enquanto advogava, de 1849 at<5 1863; tornou-se. depois, pro¬ 
fessor de matemdtica em Cambridge, uma posi?ao que manteve at6 o fim de sua v.da, Depois do trabalho pioneiro de Cayley, 
o desenvolvimento da teoria de matrizes foi riipido. com contribuujoes importantes de Charles Hermite, Georg Frobenius e 
Camille Jordan, entre outros. 
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lineares. Para facilitar, esta e a prbxima seqao serao dedicadas a urn pequeno resumo dos fatos sobre 
matrixes que usaremos depois. Maiores detalhes podem ser encontrados em qualquer livro elementar de 
algebra linear. Supomos. no entanto, que voce conhece determinantes e sabe calculd-los. 

Vamos denotar matrixes por letra maiusculas em negrito, A. B. C.usando. de vez em quando. letras 

gregas maiusculas como <l>, 4'.... Uma matrix A consiste em um arranjo retangular de numeros ou elc- 
mentos arrumados em m linhas e n colunas - ou seja, 


| 

1 


A = 


/flu 

a t2 • 

■ • fll« \ 

a 2 i 

a 2 2 • 

02 n 

\flml 

fl /«2 

’ * Qmn) 


( 1 ) 


Dixemos que A d uma matriz m x n. Hmbora mais adiante neste capftulo faqamos, muitas vezes, a hipo- 
tese de que os elementos de determinadas matrixes sao numeros reais, nesta se^ao vamos supor que os 
elementos podem ser numeros complexos. O elemento que esta na /-dsima linha e na y-6sima coluna serd 
denotado por a, r onde o primeiro indice identifica a linha e o segundo, a coluna. Algumas vezes utiliza-se 
a notaqiio (o„) para denotar a matriz cujo elemento gemirico e a lr 

Associada a cada matriz A existe a matriz A r , conhecida como a transposta de A. que e obtida de A 
permutando-se as linhas e colunas de A. Assim, se A = («„), entao A' = (a /( ). Alem disso. denotaremos 
o complexo conjugado de <r, ; por a,, e a matriz obtida de A trocando-se todos os elementos pelos seus 
conjugados por A. A matriz Ada conjugada de A. Sera necessario, tambem, considerar a transposta da 
conjugada. A r . Essa matriz e chamada de adjunta de A e denotada por A*. 

Por exemplo, considere 

3 


Entao 


A = ( 3 2 -‘) 

\4 + 3/ -5+2 ij‘ 

J-D- 

-Gi. -2=3- 

Estamos particularmente interessados em dois tipos especiais de matrixes: matrixes quadradas, que 
tern o mesmo niimero de linhas e colunas - ou seja. m = n; e velores (ou vetores colunas). que podem 
ser considerados como matrixes n x 1. ou matrixes tendo apenas uma coluna. Dizemos que uma matrix 
quadrada com n linhas e n colunas c de ordem n. Denotaremos vetores (colunas) por letras minusculas 
em negrito,x.y, jj,... A transposta x' de uma coluna n x 1 6 um vetor linha, isto <5, a matriz consistindo 
em apenas uma linha cujos elementos sao iguais aos elementos nas posiijoes correspondentes de x. 

Propriedades de Matrizes. 

1. Igualdadc. Duas matrizes m x n A e B sao dilas iguais se todos os elementos correspondentes sao 
iguais - ou seja, se a (/ = b tl para todo / e todo j. 

2. Matriz Nula. O simbolo 0 serti usado para denotar a matriz (ou vetor) com todos os elementos iguais 
aO. 

3. Soma. A soma de duas matrizes m x n A e It e delinida como a matriz obtida somando-se os ele¬ 
mentos correspondentes: 

A + B = (a,i) + (bjj) = (^ + b„). (2) 

Com essa deflni^ao. segue que a soma de matrizes 6 comutativa e associativa, de modo que 

A + B = B + A, A + (B + C) = (A + lt) + C. (3) 

4. Multiplica^ao por um Niimero. O produto de uma matriz A por um numero complexo a e definido 
da seguinte maneira: 


arA = a(fly) = (ora,y); 


( 4 ) 
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ou seja, cada elemento de A t 1 multiplicado por a. As propriedades distributivas 

or(A + B)=orA+aB, (a + /?)A = a A + p\ (5) 

sao satisfeitas por esse tipo de multiplicad 0 - Em particular, a niatriz negativa de A. denotada por -A. e 
definida por 



1 

> 

II 

T 

> 

(6) 

5. Subtracao. A diferen^a A - 

B de duas matrizes m x n e definida p<ir 


Logo, 

A - B = A + (-B). 

(7) 

que e semelhante a Eq. (2). 

A - B = {Of}) - (by) = (a,j - b,j ). 

(«) 


6. Multiplicad 0 - O produto AB de duas matrizes estd definido scmpre que o numero de colunas da 
primeira for igual ao numero de linhas da segunda. Se A e B sao matrizes in x n e n x r, respectivamente, 
entao o produto C = AB e uma matriz m x r. O elemento na i-dsima linha e na/-esima coluna de C e en- 
contrado multiplicando-se cada elemento da /-esima linha de A pelo elemento eorrespondenle da /-esima 
coluna de B e, depois, somando-se os produtos resultantes. Simbolicamcntc, 

n 

c ij ~ Y^ a,kbk i- (9) 

Ami 

Pode-se mostrar. atraves de um calculo direto. que a multiplieaijao de matrizes e associativa 

(AB)C = A(BC) (10) 

e distribuliva 

A(B + C) = AB + AC. (11) 

No entanto, cm geral a multiplicado de matrizes nao e comutativa. Para que ambos os produtos AB e 
BA existam e scjam de mcsmo lamanho, e necessario que as matrizes A e B sejam quadradas de ntesma 
ordem. Mesmo nesse easo os produtos sao normalmente diferentes, de modo que em geral 

AB # BA. (12) 


EXEMPLO 

1 


Para ilustrar a multiplicado de matrizes e o fato de que a multiplicad 0 n 5° e comutativa. considere as muiri- 
zes 




Da definido de multiplicad 0 dada pela Eq. (9). temos 


12-2+2 1+2-1 -l+0+l\ 

AB = 0 + 2-2 0-2+1 0 + 0-1 

k 4 + l +2 2 - 1-1 - 2 + 0 + 1 / 

2 2 0 
0 -1 -1 
7 0-1 



Analogamente, vemos que 



E claro que AB * BA. 
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7. Multiplica^ao de Vetores. Existent diversas maneiras de se formar um produto de dais vetores x e y, 1 
cada um com n componcntes. Uma 6 a exlensao direta do produto escalar usual da Fi'sica e do Cdlculo; 
donotamos esse produto por x'y e escrevemos 


* T y = J2- x ‘y- 


;=i 


O resultado da Eq. (13) e um niimero (complexo), e segue diretamente da Eq. (13) que 


T T 
x'y = y x. 


x r (y + z) = x'y + x T z, (orx)'y = ar(x'y) = x r (ory). 


(13) 


(14) 


Existe um outro produto entre vetores detinido para dois vetores quaisquer com o mesmo niimero de 
componcntes. Esse produto, denotado por (x, y), 6 chamado de produto interno* e e detinido por 


(\,y) = J^ x iy,. 


(15) 


i=i 


O produto interno tambent 6 um niimero (complexo), e comparando as Eqs. (13) e (15) vemos que 

T— 

- V V 


(x,y) = x y. 


(16) 


Entao.se lodos os elementos forem reais,os dois produtos (13) e (15) sao identicos. Segue da Eq. (15) que 

(x,y+ z) = (x, y) + (x.z). 

(x.ay) = cF(x.y). 


(17) 


(x.y) = (y.x), 

(crx.y) = a (x.y). 

Note se mesmo que o vetor x tenha elementos com parte imaginaria nao nula, o produto interno de x 
consigo mesmo e um niimero real nao negativo 

n n 

(x, x) = ;r x&i =i^ii 2 . (i 8) 

i=i /=i 

A quantidadc nao negativa (x. x) 1 *, denotada muitas vezes por llxll. e chamada de compriinento ou ta- 
manho de x. Se (x, y) = 0, os dois vetores x e y silo ditos ortogonais. Por exemplo, os vetores unitilrios i, j 
e k. da geometria vetorial tridimensional, formant um conjunto orlogonal. Por outro lado, se alguns dos 
elementos de x n3o sao reais, entao o produto 

= £*? 
i=i 


T 

X X 


(19) 


pode nao ser um niimero real. 
Por exemplo, sejant 


x = 



^2 - A 


y = 


Entao, 


x' y = (/)(2 - 0 + (—2)(0 + (1 + 0(3) = 4 + 3t, 


(x. y) = (0(2 + 0 + (—2)(—0 + (1 + 0(3) = 2 + 7/, 
x r x = (0 2 + (—2) 2 + (1 + 0 2 = 3 + 2i, 

(x.x) = (0(-0 + (—2)(—2) + (1+0(1 - 0 = 7. 

8. Matriz Identidade. A identidade multiplicativa, ou simplesmente a matriz identidade 1,6 dada por 


/l 0 ... OX 

0 1 ... 0 


Vo o ... 1 / 


( 20 ) 


•Em portugues estc produto tambem e chamado, muitas vezes. de produto escalar. No entanto, para nao confundir com o 
produto detinido pela Eq. (13). reservaremos a nomenclatura “escalar" para o produto detinido por (13). 
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Da defini^ao de multiplicatao matricial. temos 


AI = IA = A (21) 

para qualquer matrix (quadrada) A. Portanto. a comutatividade e valida para matrixes quadradas se unta 
delas 6 a identidade. 

9. lnversa. A matrix A 6 dita nao singular ou invertivel se existe uma outra matrix 1$ tal que AB = I e 
BA = l.onde I c a identidade. Se existe tal B. pode-se mostrar que existe apenas uma. Ela 0 chamada de 
inversa multiplicativa, ou. simplesmente. inversa de A, e escrevcmos B = A Entao 

AA 1 = A _1 A = I. ( 22) 

Matrixes que nao tern inversas sao dilas singulares ou niit» invertiveis. 

Existem varias maneiras de se calcular A’ 1 a partir de A.supondo que ela exisla. Uma envolve o uso 
de determinantes. A cada elemento a, de uma matrix dada associa-se o menor A/ que e o determinante 
da matrix obtida excluindo-se a r-esima linha e a /-esima coluna da matrix original - ou seja, a linha e a 
coluna que cont£m o elemento a„. Alem disso. associa-se a cada elemento tr l( o cofator C, delinido pela 
equa?ao 

Qj = (23) 


Se B = A podc-se mostrar que o elemento gcral b (j 6 dado por 

b -Se. 

dot A' 


(24) 


Embora a Eq. (24) nilo seja urn niodo eficiente 3 de calcular A sugere uma condiqSo que A precisa 
satisfaxer para ter inversa. De fato.a condiqao £ necessaria e suficiente: A e invertivel sc,e somente se.del 
A i= 0. Se del A = 0, entao A e singular. 

Outra maneira.geralmente melhor.de calcular A 1 e alravtSs de operatives elementares sobre as linhas. 
Existem tres dessas operates: 

1. Permutar duas linhas. 

2. Multiplicar uma linha por urn escalar diferente de xero. 

3. Soniar qualquer multiplo de uma linha a outra linha. 

A translorniaqao de uma matrix por uma sequencia de operates elementares e chamada de redu^au 
por linhas ou metodo de climinatao de Gauss 1 . Qualquer matrix invertivel A pode ser transformada na 
identidade F atraves de uma sequencia sislermltica dessas operates. E possivel mostrar que se a mesma 
sequencia de operatives for efeluada eni I. entao 1 e transformada em A '. E mais eficiente cxecutar a se¬ 
quencia de operatives nas duas matrixes ao mesmo tempo, formando a matrix aumentada All. O exemplo 
a seguir ilustra o calculo de uma matrix inversa desse modo. 


EXEMPLO 


Encontre a inversa da matrix 



Cometamos formando a matrix aumentada All 

'I -1 -1 

A |l =13 -1 2 


1 0 
0 1 
0 0 


’Para valores grandes de ;i.o niimero de multipliers nccessarias para se calcular A 1 pela Eq. (24) d proporcional a n\. Com 
a utilixacao de metodos mais eficientes. como o procedimento de reduce por Imhas descrito mats tarde. o mimero de multi- 
plicatoes fica proporcional a n' apenas. Mesmo para valores pequenos de n (como n = 4). determinantes nSo sao ferramentas 
boas para o calculo de inversas e metodos de redutSo por linhas sao preferiveis. ..... 

4 Carl Friedrich Gauss (1777-1855) passou a maior parte de sua vida em Gottingen e fex contnbuicoes importantes em muitas 
Areas da matemdtica, incluindo teoria dos numeros. algebra, geometna n3o eucl.diana e dtferenctal. e analise, assim como 
cm campos mais aplicados. como geodes, ca. estatistica e mecaniea celeste. Considcra-se que esleja entre os seis melhores 
matematicos de todos os tempos. 


— 
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A matriz A pode ser Iransformada em I pela sequSncia de operagoes a seguir c. ao mesmo tempo. I e trans- 
formada em A' 1 .0 resuliado de cada passo parece abaixo do enunciado. 

(a) Obtenha zeros na primeira coluna fora da diagonal somando (-3) vezes a primeira linha 4 segunda e soman 
do (-2) vezes a primeira linha & terceira. 

<1 —1 —1 | 1 0 0 \ 

0 2 5 | -3 1 0 

jO 4 5|-2 0 ]) 

(b) Obtenha 1 na posigHo diagonal na segunda coluna multipiicando a segunda linha por y. 

/I -1 -1 | 1 0 0\ 

0 1 § I —i 5 0 

Vo 4 5 I -2 0 1 / 

(c) Obtenha zeros na segunda coluna fora da diagonal somando a segunda linha it primeira e somando ( 4) 
vezes a segunda linha a terceira. 


0 -5 | 


4 -2 


(d) Obtenha 1 na posigiio diagonal na terceira coluna multipiicando a terceira linha por (-y). 


\o o 1 i ~\) 

(e) Obtenha zeros na terceira coluna fora da diagonal somando (-y) vezes a terceira linha it primeira e soman¬ 
do (-4) vezes a terceira linha a segunda. 


\0 0 1 | -1 \ -\) 

A ultima dessas matrizes e I!A '.urn resultadoque pode ser verificado diretamente atraves da multiplicagao 
pela matriz original A. 

Esse cxemplo tornou-se ligeiramente mais simples pelo fato de que a matriz original A tinha o printei- 
ro elemento igual a 1 (a„ = 1). Se nao for esse o caso, entao o primeiro passo e produzir 1 nessa posigao 
multiplicando-se a primeira linha por 1 /«,, se a,, # 0. Se =0,entao a primeira linha tern que ser trocada 
por outra, de modo a trazer um elemento diferente de zero para o primeiro elemento da primeira linha 
antes de prosseguir. 


Funcoes Matriciais. Vamos precisar, algumas vezes, considerar vetores ou matrizes cujos elementos sao 
fungoes de uma variavel real t. Escrevemos 


x(r) = 


Ml) = 




tl mn (i ) 


respectivamente. 

A matriz A(/) e dita contfnua em / = / 0 . ou em um intervalo a < I < f), se todos os elementos de A sao 
fungoes contfnuas de t no ponto dado, ou no intervalo dado. Analogamente, A t5 dita diferenciavel se 
todos os seus elementos sao diferencidveis e sua derivada d\/dt e definida por 


dX _ / dfly \ 
dt ~\dt )' 


ou seja, cada elemento de dXIdt e a derivada do elemento correspondente de A. Do mesmo modo, a 
integral de uma matriz de fungoes 6 definida por 


X(t)dt 


■a: 


aM)dt 
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PROBLEMAS 


For exemplo, se 


entao 


~-(T i). 

™-(t -D- r*~-c "n 

Muitas das propriedades do cdlculo elementar podem ser facilmente estendidas para funqoes matriciais: 
cm particular, 


d r/A 

—(CA) = C—, 
dt dt 


onde C <1 uma matriz constante; 


d „ d\ d B 

— (A + B) = ——f- —; 
dt dt dt 

d, Ani r/B d\ 

- AB =A— + — B. 
dt dt dt 


(28) 

( 2 ‘>) 

(30) 


E preciso tomar cuidado cm cada termo das Eqs. (28) e (30) para evitar trocar a ordom dc mulliplicn- 
(;ao. As defini^oes expressas pelas Eqs. (26) e (27) tambem se aplicam ao caso particular dc vctores. 


( 1 

-2 

0> 

( 4 

-2 

3 \ 

1. Se A = 3 

2 

-1 

c B= -1 

5 

0 1. encontre 

u 

1 

V 

l ^ 

1 

V 

(a) 2A + B 




(b) A 

— 4B 


(c) AB (d) BA 


2. Se 




-1 +2i\ 
2 -‘} 


e 


B = 



, encontrc 


(a) A —2B 
(c) AB 


(b) 3A + B 
(d) BA 


3. 


Se A = 


(~ 2 

1 

2 \ ( 1 

2 

3 \ 

1 

0 

-3 e B = 1 3 

-1 

— 1 1 . encontre 

V 2 

-1 

1 1-2 

1 

0/ 


(a) A 7 
(c) A r + B 7 


(b) B 7 
(d) (A + B) r 


4. 


Sc A = 



21 
i 


1 +< 

-2 + 31 


) 


encontre 


(a) A 7 (b) A 

(3 2 -l\ 

5. Sc A = 2 -1 2 

V 2 1/ 

verifique que 2(A + B) = 2A + 2B. 


( 1 

-2 



6. Sc A = 3 

2 

-1 

, B = 

I " 2 

0 

V 

V 


verifique que 


(a) (AB)C = A(BC) 

(c) A(B + C) = AB + AC 



(c) A* 



(b) (A + B) + C = A + (B + C) 
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7. Prove cada uma das propriedades a seguir da cilgebra de matrixes: 


(a) A + B = B + A 
(c) a(A + B) = a\ + uB 
(e) A(BC) = (AB)C 


(b) A + (B + C) = (A + B) + C 
(d) (a + P)\ =a\+ fi\ 

(0 A(B + C) = AB + AC 



( 2 \ 


f-l+A 

8. Se x = 

3/ 

l 1 -i) 

e y = 

3-j 


encontre 


(a) x 7 y 
(c) (x,y) 


(b) y T y 

(d) O', y) 



f l - 21> 

1 2 \ 

9. Sex = 

i 

e y = 1 3-1 


l 2 ) 

\l+ 2 '7 


, mostre que 


(a) x r y = y r x (b) (x,y) = (y,x) 

Em cada urn dos Problemas de 10 a 19,calcule a inversa da matrix dada ou mostre que ela e singular. 




16. 


18. 


( 1 

2 

l\ 



h 

1 



- 2 

1 

8 


15 . 

0 

2 

1 


l 1 

-2 

-v 




0 

2j 



-1 

~ l \ 



' 2 

3 

I s 


2 

1 

° 


17. 

-1 

2 

1 


\3 

-2 

1 1 



k 4 

-1 



1 

0 

0 

-IN 


/ 1 

-1 

2 

0\ 

0 

-1 

1 

0 

19. 

-1 

2 

-4 

2 

-1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

3 

V o 

1 

-1 



1-2 

2 

0 

-1/ 


20. Prove que se existem duas matrixes B e C tais que AB = I e AC = I. entao B = C. Isso mostra que a matriz 
A s6 pode ter uma inversa. 


21. SeA(r) = | 2e' 


2e~' 

e 2 ‘\ 

( 2e> 

e ' 

3c 2 ' 

e~‘ 

-e* 

e B(r) = -e 

2e~' 

c 2 ' 

3e~' 

2<r'> 

V* 1 

-e" 

-e 27 


. encontre 


(a) A + 3B 
(c) d\/dl 

Em cada urn dos Problemas de 22 a 24, veriftque que o vetor dado satisfaz a equu^ao diferencial dada. 


(b) AB 
(d) ^ MDdt 


“ •'"(a -?)'■ ‘"(2)'' 

23 . x'= 
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Em cada um dos Problemas 25 e 26, veriftque que a matriz dada satisfaz a equagao diferencial dada. 




-1 

4 "i 



( * 



26. 4<’ = 1 3 

2 

-M 

+ . 

*<0 = 



le*' 

\2 

1 




\ - e ‘ 

-e~ h 

e 31 j 


7.3 Sistemas de Equagoes Lineares Algebricas; Independence Linear, Autovalores e Autovetores 


Vamos rever, nesta segao, alguns resultados de dlgebra linear que sao importantes para a resolugao de 
sistemas lineares de equagoes diferenciais. Alguns desses resultados sao facilmente demonstraveis,oulros 
nao; como estamos interessados apenas em resumir uma informagao util de forma compacta, nao dare- 
mos indicagao da demonstragao em nenhum dos casos. Todos os resultados nesta segao dependent de 
alguns fatos basicos sobre sistemas lineares de equagoes algebricas. 


Sistemas Lineares de Equagoes Algebricas. lint conjunto de n equagoes algebricas lineares simultaneas em 
n variaveis 


flit-Vi + « 12-^2 d- h 0\„x n = b i, 

u,ii a j a,i2Xi -(-•••+ a,, n x n = b„ 


(1) 


pode ser escrito como 

Ax - b, (2) 

onde a matriz n x n A e o vetor b sao dados, e as components de x tent que ser determinadas. Se b = 0, 
o sistema 6 dito hontogeneo; caso contrario. ele e nao honiogeneo. 

Se a matriz de coeficientes A for invertivel - ou seja. se det A for diferente de zero - entao o sistema 
(2) tera uma unica solugao. Como A 6 invertivel, A ' existe e a solugao pode ser encontrada multiplican- 
do-se cada lado da Eq. (2) & esquerda por A assim, 

x = A-'b. (3) 

Em particular, o problema hontogeneo Ax = 0, correspondente a b = 0 na Eq. (2), tent apenas a solugao 
trivial x = 0. 

Por outro lado, se A for singular - ou seja, se det A e zero - entao ou nao existe solugao da Eq. (2), ou 
existe, mas nao 6 unica. Como A e singular, A 1 nao existe, de modo que a Eq. (3) nao 6 mais valida. O 
sistema hontogeneo 

Ax = 0 (4) 

tern (uma inftnidadc de) solugoes nao nulas, alent da solugao trivial. A situagao para o sistema nao homo- 
geneo (2) e mais complicada. Esse sistema nao tern solugao. a ntenos que o vetor b satisfaga uma deter- 
ntinada condigao. Essa condigao 6 que 

(b,y) = 0, (5) 

para todos os vetores y tais que A*y = O.onde A* 6 a adjunta de A. Se a condigao (5) for satisfeita, entao 
o sistema (2) tern uma inftnidade de solugoes. Cada uma dessas solugoes tern a forma 

x = x' 0) + |, (6) 

onde x (n| 6 uma solugao particular da Eq. (2) e f 6 qualquer solugao do sistema honiogeneo (4). Note a 
semelhanga entre a Eq. (6) e a solugao de uma equagao diferencial linear nao homogenea. As demonstra- 
goes de algumas das afirmagoes precedentes estao esbogadas nos Problemas de 25 a 30. 

Os resultados do pardgrafo anterior sao importantes para classificar as solugoes de sistemas lineares. 
No entanto, para resolver um sistema particular 6 mclhor.em geral, usar redugao por linhas para transfor- 
mar o sistema em um muito mais simples, do qual a solugao (ou as solugoes), se existir(em), pode(m) ser 
escrita(s) facilmente. Para fazer isso de maneira eficiente, podemos formar a matriz aumentada 
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A | b = 


juntando o vetor b & matriz de coeficientes A como uma coluna adicional. A linha pontilhada fica no lugar 
dos sinais de igualdade e divide a matriz aumentada. Agora efetuamos as operates elementares na matriz 
aumentada de modo a transformar A em uma matriz triangular - ou seja, em uma matriz cujos elementos 
abaixo da diagonal principal sao todos nulos. Uma vez feito isso, 6 facil ver se o sistema tern ou nao solu?ao 
e,se tiver,encontra-las. Observe que as operates elementares sobre as linhas da matriz aumentada (7) sao 
operates legi'timas sobre as equates do sistema (1). O exemplo a seguir ilustra o processo. 


EXEMPLO 


Resolva o sistema de equates 


Jti - 2*2 + 3 x 3 = 7, 
-jq + x 2 - 2x3 = -5, 
2x\ - x 2 — x 3 = 4. 

1-2 3 | 7\ 

-1 1-2 1-5 


A matriz aumentaJa para o sistema (8) e 


\ 2 -1 -1 I 4/ 

Vamos agora efetuar operaqoes elementares sobre as linhas da matriz (9) com o objctivo de introduzir zeros na 
matriz em sua parte inferior & esquerda. Cada passo esta descrito, e o resultado e mostrado em scguida. 

(a) Some a primeira & segunda linha e some (-2) vezes a primeira linha a terceira. 

/I -2 3 | 7\ 

0-1 1 | 2 

\0 3-7 1 -10/ 


(b) Multiplique a segunda linha por-1. 


1 -2 


(c) Some (-3) vezes a segunda linha & terceira. 


f * fft.5 


1 -2 


-1 | -2 


(d) Divida a terceira linha por -4. 


■Vy* iirtifc’f’.'i 


0 0 -4 I 

1-2 3 | 

0 1-11 



A matriz obtida desse modo corresponde ao sistema de equates 

X| - 2x 2 + 3 x 3 = 7, 

x 2 - x 3 = -2, (10) 

x 3 = 1, 

que i equivalente ao sistema original (8). Note que os coeficientes na Eq. (10) formam uma matriz triangular. Da 
ultima das Eqs.(10).temosxj= l;da segunda, x 2 = -2 + x 3 = -l;e, da primeira, x, = 7 + 2r, - 3x, = 2. Obtemos, assim. 


que 6 a solu$ao do sistema dado (8). Alias, como a solu<;ao 6 unica, conclufmos que a matriz de coeficientes 6 
invertfvel. 
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exemplo 

2 


Discuta as solugoes do sistema 

xj — Zxi + 3.E3 = b i, 

-Xl + x 2 -Zx 3 = bi, (11) 

2xi — x ; + 3 x 3 = 63 

para diversos valores de 6,, 6, e b y 

Observe que os coeficientes no sistema (11) sao os mesmos do sistema (8), exceto pelo coeficiente de x, na 
lerceira equagao. A matrix, aumentada do sistema (11)6 


_2 

3 

b '\ 

1 

-2 


-1 

3 

by 


Efetuando as operagoes (a), (b) e (c) como no Exemplo 1, iransformamos a matrix (12) era 

/I -2 3 | 6, \ 

0 1 -1 ! -bi-b 2 . (13) 

^0 0 0 | bi+Sbi + bi) 

A equagao correspondenle a terceira linha da matrix (13) e 

b\ + 36 : + by = 0: (14) 

logo, o sistema (11) nao tent solugao, a menus que a condigao (14) seja satisfeita por b t , b 2 e b } . E possivel mos- 
trar que essa condigao e exatamente a Eq. (5) para o sistema (11). 

Vamos supor que 6, = 2, b : = I e 6, = -5. caso em que a Eq. (14) e satisfeita. Entao. as duas primeiras linhas 
da matrix (13) correspondent as equagoes 

„-2,:+3„. 2 ' (15) 

X; - Xj = -3. 

Para resolver o sistema (15), escolhemos uma das incognitas arbitrariamente e resolvemos para as outras duas. 
Faxendo x = u. onde ur e arbitrario, segue que 

X; = a — 3, 

X| — 2(or — 3) - 3a + 2 = -a —1 
Escrevendo a solugao em notagao vetorial. ternos 

*-a — 4\ /-I \ /—4\ 

x= or — 3 I = a 1 I + j — 3 (16) 

V “ / V 1/ l 0/ 

E facil verificar que a segunda parcela it direita do segundo sinal de igualdade na Eq. (16) 6 uma solugao do sis¬ 
tema nao humogeneo (11), enquanto a primeira parcela e a solugao mais geral possivel do sistema homogeneo 
correspondente a (11). 


A redugao por linhas e tambem util na resolugao de sistemas homogeneos e de sistemas nos quais o 
numero de equagoes 6 diferente do nuntero de incognitas. 

Independence Linear. Um conjunto de k vetores x‘".x 1 *’ e dito linearmente dependente se existe um 

conjunto dc ntimeros (complexos) c. . nem todos nulos. tais que 

cix (,> + --- + c** l *'=0. (17) 

Em outras palavras, x"\.... x IM sao linearmente dependentes se existe uma relagao linear entre eles. Por 
outro lado, se o tinico conjunto c,, ...,c k para o qual a Eq. (17) 6 satisfeita 6 c, = c, = ... -c k = 0, entao x (1) , 
.... x 1 * 1 sao ditos linearmente independentes. 

Considere um conjunto de n vetores, cada um deles com n componentes. Seja x, y = xa r-esima com- 
ponente do vetor x 01 e seja X = (x,,). Entao, a Eq. (17) pode ser escrita na forma 

0cj l) ci -I-hx t ,'"c„\ /-VtiC| H-Fxi„c„> 

i = : i =Xc = 0. (18) 

gx^'ci + • • • + x' n, C„/ \XnlC! + - • • + X^CnJ 
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EXEMPLO 


Sedet X # 0, entaoa linicasoluijaoda Eq.(18)e c = 0. masse det X = 0. existent soluijoes nao nulas.Logo, 
o conjunto de vetores x (l) . \ (k> 6 linearmente independente se, e somente se, det X # 0. 

Determine se os vetores 

( l \ ( 2 \ ( ~ 4 \ 

x ( " = 2 , x' 21 = 1 . x 131 = ll ( 19 ) 

v-v W hi/ 

sao linearmente independentes ou linearmente dependentes. Se forem linearmente dependentcs.encontre uma 
relaqSo linear entre eles. 

Para determinar se x n) , x ,:i e x' 31 sao linearmente dependentes. procuramos constantes c,. c, e c } tais que 

Cix" 1 + c 2 x' : ’ + c,x' 3 ' = 0, (20) 

A Eq. (20) tamWni pode ser escrita na forma 

/I 2 —4\ /c,\ /0\ 

2 1 1 c, = 0 (21) 

V-l 3 11 / w w 

e resolvida atraves de operates elementares sobre as linhas da matriz aumentada 

< 1 2 -4 | 0\ 

2 1 1(0. (22) 
V-l 3 -11 | 0/ 

Vamos proceder como nos Exentplos 1 e 2. 

(a) Some (-2) vezes a primeira linha & segunda e some a primeira ;'i lerceira linha. 

/I 2-4| 0\ 

0-3 9 | 01 

\0 5 -15 | 0/ 

(b) Divida a segunda linha por -3; depois some (-5) vezes a segunda linha a terceira. 

f \ 2 -4 | 0\ 

0 1 -3 | 0 

,0 0 0 | 0/ 

Obtemos. assini, o sistema cquivalentc 

Ci + 2cj - 4ci = 0. 

(23) 

c 2 - 3cj = 0. 

Da segunda das Eqs. (23) temos c 2 = c, e. da primeira, obtemos c, = 4c, - 2 c 2 = -2c,. Kcsolvemos, entao para c, 
e c, em lungao de c,, com esse ultimo arbitrario. Se escolhermos, por conveniencia, c, = -1, teremos c, = 2 c c 2 = 
-3. Nesse caso a relatjao desejada (20) fiea 

2x"’ - 3x ,: ’ - x l3) = 0. 

e os vetores dados sao linearmente dependentes. 

De maneira alternativa, podemos calcular det(.r,y), cujas colunas sao as componentes de x"\ x ,3) e x (5, t res- 
pectivamente. Assim, 

1 2 -4 

det(jtj/) =21 1 

-1 3 -11 

e calculos diretos mostram que d zero. Portanto, x m , x <;i e x 1 ’ 1 sao linearmente dependentes. No entanto, se os 
coelicicntes c,. c 2 e c, forem necessdrios. ainda podemos resolver a Eq. (20) para encontrd-los. 


Muitas vezes e util pensar nas colunas (ou linhas) de uma matriz A como vetores. Esses vetores colunas 
(ou linhas) sao linearmente independentes se, e somente se, det A * 0. Alem disso, se C = AB, pode-se 
mostrar que det C = (det A)(det B). Portanto, se as colunas (ou linhas) de ambas, A e B, sao linearmente 
independentes, entao as colunas (ou linhas) de C tambem o sao. 

Vamos agora estender os conceitos de dependencia e independence linear a urn conjunto de funqoes 
vetoriais x"^)- •••. x w (0 definidas em um intervalo or < t < p. Os vetores x (l| (f).x w (/) sao ditos linear- 
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mente dependentes em a < t < p se existir um conjunto de constantes c,, ...,c k , nao todas nulas, tais que 

C | X '"(/) + ... + c k x ai (l) = 0 para lodo t no intervalo. Caso contrario, x '"(0 . x lk) (t) sao ditos linearmente 

independentes. Note que se x ul (f), ...,x ( *>(r) forem linearmente dependentes em um intervalo, entaocles 
serao linearmente dependentes em todos os pontos do intervalo. No entanto, se x in (f),..., x ( *’(/) forem 
linearmente independentes em um intervalo, eles podem ou nao ser linearmente independentes em cada 
ponto: cles podem, de fato, ser linearmente dependentes em cada ponto mas com um conjunto diferente 
de constantes em pontos diferentes. Veja o Problema 15 para um exemplo. 


Autovalores e Autovetores. A equagao 

Ax = y (24) 

pode ser vista como uma transformagao linear que leva (ou transforma) um vetor dado x em um novo 
vetor y. Vetores que sao transformados em multiples de si mesmo sao importantes em muitas aplicagoes. 5 
Para encontrar tais vetores fazemos y = Ax. onde A d um fator escalar de proporcionalidade, e procuramos 
solugoes das equates 

Ax = Ax. (25) 

ou 

(A — Al)x = 0. (26) 

A ultima equagao tern solugoes nao nulas se. e somente se. A for escolhido de modo que 

det(A — Al) = 0. (27) 

Os valores de A que satisfazem a Eq. (27) sao chamados de autovalores da matriz A, e as solugoes nao nu¬ 
las correspondentes das Eqs. (25) ou (26), obtidas usando-se tal valor de A, sao chamadas de autovetores 
correspondentes, ou associados, aquelc autovalor. 

Se A e uma matriz 2 x 2. enlao a Eq. (26) flea 


/rtn-A fl| 2 

V a 2\ w 22 — f J \.V2/ \0/ 


e a Eq. (27) lorna-se 


(fl[| — A)(fl22 — A.) — fll2<t21 = 0. 


O exemplo a seguir ilustra como encontrar autovalores e autovetores. 


(28) 

(29) 


EXEMPLO 

4 


Encontrc os autovalores e autovetores da malriz 



Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equagao (A - Al)x = 0. ou 



Os autovalores sao as raizes da equagao 


det(A - AI) = 


3-A 

4 


-1 

-2-A 


A 2 — A — 2 = 0. 


( 30 ) 


(31) 


( 32 ) 


Logo, os autovalores sao A, = 2 e A, =-l. 

Para encontrar os autovetores, voltamos a Eq. (31) e substituimos A por um dos autovalores encontrados. 
Para A = 2, temos 



’Por exemplo, cstc problema e encontrado ao se procuraros eixos principals de tensaoem um corpo elislico e ao se procurar 
os modos de vibra?ao livre em um sistema conservative com um numero fmito de graus de liberdade. 
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Logo, cada linha desta equa^ao vctorial leva a conditio x, -x 3 = 0, logo x, e x, sao iguais, mas seus valores nao 
estao detcrminados. Se x, = c, entao x 2 = c tamWm e o autovetor x ui £ 


x( " -'(!)■ 


(34) j 


Logo, cxiste uma famflia intinita de autovetores. indexada pela constantc arbitnlria c, correspondendo ao au¬ 
tovalor A,. Escolheremos um linico memhro dessa famflia como representante: neste exemplo, parece mais 
simples escolher c = 1. Assim. em vez da Eq. (34). escrevemos 


■(!) 


e lembramos que qualquer miiltiplo niio nulo desse vetor tambem 6 um autovetor. Dizemos que x 1 " 6 o auto¬ 
vetor correspondente ao autovalor X, = 2. 

Fazendo. agora. A = -1 na Eq. (31). obtemos 


C 


Mais uma vez obtemos uma tinica condiijao sobre x, e x 2 . a saber, 4x, - x 2 = 0. Logo, o autovetor correspondente 
ao autovalor A, = -1 e 


■H) 


ou qualquer miiltiplo nao nulo desse vetor. 


Como ilustrado no Exemplo 4, os autovetores sao determinados a menos de uma constantc multipli- 
cativa nao nula; se essa constante e especificada de algum modo. entao os autovetores sao ditos normali- 
/ados. No Exemplo 4 escolhemos a constante c para que as componentes dos autovetores fossem inteiros 
pequenos. No entanto. qualquer outra escolha de c seria igualmente vdlida. embora lalvez nao tao con- 
veniente. Algumas vezes e conveniente normalizar um autovetor x escolhendo a constante de modo que 
seu comprimento seja llxll = (x, x)' : = 1. 

A Eq. (27) e uma equa?ao polinomial de grau it em /., de modo que existem n autovalores k .. A.,,, al- 

guns dos quais podem ser repetidos. Se um determinado autovalor aparece m vezes como raiz da Eq. (27). 
ele d dito de multiplicidade algehrica m. Cada autovalor tern pelt) menos um autovetor associado, e um 
autovalor de multiplicidade algdbrica m pode ter q autovetores linearmenle independentes. O mimero q 
e chamado de multiplicidade geometries do autovalor, e pode-se mostrar que 

1 < q < m. (38) 

Aleni disso, exeniplos mostram que q pode ser qualquer inteiro nesse intervalo. Se todos os autovalores 
de uma matriz A sao simples (tern multiplicidade algebrica um). entao cada autovalor tambdm tern mul¬ 
tiplicidade geometrica um. 

E possfvel mostrarque.se A, e k : forem dois autovalores de A. entao seus autovetores correspondentes 
x 11 ’ e x' :> sao linearmente independentes (Problema 34). Este resultado pode ser estendido para qualquer 

conjunto A,.A 4 de autovalores distintos: seus autovetores x"’.x“' sao linearmente independentes. 

Entao, se todos os autovalores de uma matriz n x n forem simples, os it autovetores de A. um para cada 
autovalor, serSo linearmente independentes. Por outro lado.se A liver um ou mais autovalores repetidos, 
entao pode ter menos do que n autovetores linearmente independentes. j,1 que um autovalor repetido 
pode ter q < m autovetores. Como veremos na Se^So 7.8, este fato pode levar a complicates mais tarde 
na resolute de sistemas de equates diferenciais. 


EXEMPLO 


Encontre os autovalores e autovetores da matriz 

A = I 1 0 1 . 

V' 1 0/ 

Os autovalores A e os autovetores x satisfazem a equaijao (A - Al)x = 0. ou 

n j)0-e 
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Uma classe importantc de matrixes, chamadas de autoadjuntas ou hermitianas, 6 aquela cm que A* = 
A,ou seja.oj, = a, r A classe das matrixes autoadjuntas inclui.como subclasse, as matrizes simetricas reais - 
ou seja, matrizes com todos os clementos reais tais que A r = A. Os autovalores e autovetores de matrizes 
autoadjuntas tCm as seguintes propriedades titeis: 

1. Todos os autovalores s3o reais. 

2. Sempre existe urn conjunto completo de n autovetores lincarmente independentes. independentemente 
das multiplicidades algdbricas dos autovalores. 

3. Se x" 1 e x' 21 sflo autovetores correspondentes a autovalores distintos,ent3o (x (ll ,x |21 ) = 0. Logo.se todos os 
autovalores sao simples, os autovetores associados formam um conjunto ortogonal de vctorcs. 

4. £ possivel escolher rn autovetores ortogonais entre si associados a um autovalor de mulliplicidade m. 
Assim, o conjunto completo de n autovetores sempre pode ser escolhido de modo que seja um conjunto 
ortogonal, al£m de linearmente independente. 
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As demonstrates das afirmagdes 1 e 3 estao esquematizadas nos Problemas 32 e 33. O Exemplo 5 I 
envolve uma matriz simetrica real e ilustra as propriedades 1,2 e 3, mas a escolha que fizemos para x f2 ' e 1 
x ,3 > nao ilustra a propriedade 4. No entanto.sempre e possivel escolher x (21 e x (3 > de modo que (x l2 '.x 13 ') = ] 
0. Por exemplo, podenamos ter escolhido. no Exemplo 5, x 121 como antes e x ,3> usando c, = 1 e c ; = -2 na 
Eq. (46). Dessa forma, obterfamos 



( 1\ 

( 

x< 2) = 

II 

“x 

o 

-2 



\ V 


como autovetores associados ao autovalor X = -1. Esses autovetores sao ortogonais entre si e sao. tam- 
bem, ortogonais ao autovetor x ( " associado ao autovalor X = 2. 


PROBLEMAS cada um ^ os Problemas de 1 

1 a 6. resolva o conjunto de equaqoes dado ou mostre que nao tern solu?ao. 

- 1 . 

X\ - x 3 = 0 

2. 

*1 + 2*2 - *3=1 


3*1 + *2 + *3 = 1 


1*1 + *2 + *3 = 1 


- X \ + *2 + 2*3 = 2 


*, - * 2 + 1*3 = 1 

3 . 

*1 + 2*2 - *3 = 2 

4. 

*1 + 1*2 ~ *3=0 


2*1 + *2 + *3 = 1 


1*1 + *2 + *3=0 


*1 - *2 + 2*3 = -1 


*1 - *1 + 1*3 = 0 

5. 

o 

II 

rr, 

H 

1 

w* 

6. 

*1 + 1*2 - *3 = -2 


3*1 + *2 + *3=0 


—1*1 - 4*2 + 1*3 = 4 


—* 1 +*2+2*3 = 0 


1*1 + 4*2 - 1*3 = -4 


Em cada urn dos Problemas de 7 a 11, determine se o conjunto de vetores dado e linearmente independente. Se 
for linearmente dependente, encontre uma rela^So linear entre os vetores. Os vetores estao escritos na forma 
de linhas para economizar espa^o. mas podem ser considerados como vetores colunas, ou seja. podem ser usa- 
das as transposes dos vetores dados, cm vez dos proprios vetores. 


7. 

x" 1 

= (1.1,0), 

x ,2 > = 

(0.1,1), 

x 13 '= 

(1.0,1) 



8. 

x (l > 

= (2,1,0), 

x «3» = 

(0.1.0). 

x 13 ' = 

(-1,2.0) 



9. 

x m 

= (1.2,2,3), 

x' 21 

= (-1.0,3, 

1). 

x' 3) = (—2, - 

1,1,0), 

x l4 > = (-3,0,-1.3) 

10. 

x<" 

= (1,2,-1.0). 

X 1 

21 = (2,3,1, 

-1). 

x 13 ’ - (-1, 

0,2.2), 

X 

X 

II 

11. 

x<» 

= (1,2,-2), 

x' 2 ' 

= (3,1,0), 

X'3> 

= (2,-1,1), 

x <4) 

= (4,3,-2) 


12. Suponha que cada um dos vetores x‘"_,x'"° tern n componentcs,onde n < m. Mostre que x" 1 , ...,xsao 

linearmente dependenles. 

Em cada um dos Problemas 13 e 14. determine se o conjunto de vetores dado e linearmente independente para 
-oo < l < oo. Se for linearmente dependente. encontre uma rela^ao linear entre os vetores. Como nos Problemas 
de 7 a 10, os vetores estao escritos como linhas para economizar espa?o. 

13. x 11 ^/) = (e~',2e~'), x <2) (r) = (e~',e~'), x <3) (r) = (3e~',0) 

14. x <l, (0 = (2senr,sent), x l2, (0 = (senf.2sen/) 

15. Sejam 



Mostre que x (l| (/) e x <2) (/) sao linearmente dependentes em cada ponto do intervalo 0 < t < 1. Apesar disso. 
mostre que x (,, (t) e x <2, (r) sao linearmente independentes em 0 < t < 1. 

Em cada um dos Problemas de 16 a 25, encontre todos os autovalores e autovetores da matriz dada. 






Sistemas be Equates Lheares de Primeira Ordcm 299 



Os problemas de 26 a 30 tratam da resolu<;ao de Ax - b quando del A = 0. 

26. (a) Suponha que A d uma matriz realii x n. Mostre que (Ax.y) = (x, A'y) quaisquerque sejam os vetoresxey. 
Sugestao: voce pode achar mais simples considerar primciro o caso n = 2;depois estenda o resultado para 
um valor arbitrario de n. 

(b) Se A n3o for neeessariamente real, mostre que (Ax.y) = (x, A* y) quaisquer que sejam os vetores x e y. 

(c) Se A for hcrmitiana. mostre que (Ax.y) = (x. Ay) quaisquer que sejam os vetores x e y. 

27. Suponha que para uma matriz dada A existe um vetor nao nulo x tal que Ax = 0. Mostre que existe. tarn- 
bem. um vetor nao nulo y tal que A*y = 0. 

28. Suponha que del A Oe que Ax = b tern soluqao. Mostre que (b.y) = O.onde y e qualquer solu<;ao de A'y 
= 0. Verifique que essa afirmagao e verdadeira para o conjunto de equates no Exemplo 2. 

Sugestao: use o resultado do Problema 26(b). 

29. Suponha que det A = 0 e que x = x"" 6 uma solu<;ao de Ax = b. Mostre que se $ e uma solu<;ao de A£ = 0 e 
a d qualquer constante. entao x = x"" + a( tambem e solui;ao de Ax = b. 

30. Suponha que det A = 0 e que y e uma solui;ao de A'y = 0. Mostre que se (b, y) = 0 para qualquer desses 
y, ent3o Ax = b tent soluqno. Note que isso d a recfproca do Problema 28; a forma da solugdo d dada pelo 
Problema 29. 

Sugestao: o que a relatjao A'y = 0 diz sobre as linhas de A? Novamente. pode ajudar considerar o caso n = 
2 primciro. 

31. Prove que A. = 0 d um autovalor de A se, e somente se. A d singular. 

32. Vamos mostrar. neste problema. que os aulovalores de uma matriz autoadjunta A sao reais. Seja x um 
autovetor associado ao autovalor 

(a) Mostre que (Ax. x) = (x. Ax). Sugestao: veja o Problema 26(c). 

(b) Mostre que A(x, x) = A(x, x). Sugestao: lembre que Ax = A.x. 

(c) Mostre que A. = X, ou seja, o autovalor A. d real. 

33. Mostre que, se X, c A., sao autovalores de uma matriz A autoadjunta e se X, # X 2 , entao os autovetores 
correspondentes x" 1 c x i: ’ sao ortogonais. 

Sugestao: use os resullados dos Problemas 26(c) e 32 para mostrar que (X, - X ; )(x l ", x ,2) ) = 0. 

34. Mostre que, sc X, e X 3 sao autovalores de uma matriz A qualquer e se X, # X : , entao os autovetores corres¬ 
pondentes x"’ e x l!) sao linearmente independentes. 

Sugestao: cornece com CiX 1 " 4 c 2 x ,:> = 0; multiplique por A para obter c,X,x ll> 4 c ; X,x a) = 0. Depois mostre 
que c, - Cj = 0. 


7.4 Teoria Basica de Sistemas de Equates Lineares de Primeira Ordem 

A teoria geral para sistemas de n equates lineares de primeira ordem 

x\ = pn(t)x\ + ••• +P\„(t)x„ +gi(0. 


( 1 ) 


X'„ - p n l V)Xl + • • • + P„n(t)X n + g n (t) 




300 CAPfrULO SETE 


e bastante semelhante d teoria para uma linica equagao linear de ordem n. A discussao nesta segao, 
portanto, segue as mesmas linhas gerais daquela feita nas Segoes 3.2 e 4.1. Para discutir o sistema (1) de 
maneira mais eficiente, usaremos notagdo matricial. Ou seja, vamos considerar .r, = </>,(/), ...,.r„ = <fi„(t) 
como componentes de um vetor x = 0(f); analogamente,g,(0' • ••.g„(f) sao componentes de um vetor g(r) 
e p u (t), sao elementos de uma matriz n x n P(f). A Eq. (1) fica, entao, na forma 

x' = P(f)x + g(0- (2) 

A utilizagao de vetores e matrizes nao sd economiza muito espago e facilita os cdlculos, mas tambdm 
enfatiza a semelhanga entre sistemas de equates e uma unica equagao (escalar). 

Dizemos que um vetor x = 0(f) e uma solugao da Eq. (2) se suas componentes satisfazem o sistema de 
equates (1). Ao longo desta segao, vamos supor que Peg sao continuas em algum intervalo a < t < /3, 
ou seja, as fungoes escalares...,g„ sao continuas nesse intervalo. De acordo com oTeorema 
7.1.2, isso 6 suficiente para garantir a existencia de solugoes da Eq. (2) no intervalo a < t < ft. 

E conveniente considerar primeiro a equagao homogenea 

x' = P(f)x (3) 


obtida da Eq. (2) fazendo-se g(f) = «. Uma vez resolvida a equagao homogenea, existem diversos mdtodos 
para se resolver a equagao nao homogenea (2); isso serd feito na Segao 7.9. Usaremos a notagao 


An (O'' 

x <«( 0 = P . (0 . x <*>(0 = 


para denotar solugoes especificas do sistema (3). Note que .t # (f) = xf (f) denota a /-esima componcnte da 
/-esima solugao x u '(f). Os fatos principals sobre a estrutura das solugSes do sistema (3) estao enunciados 
nosTeoremas de 7.4.1 a 7.4.4. Eles sao bastante semelhantes aos teorcmas correspondentes nas Segoes 
3.2 e 4.1; algumas das demonstrates ficam como exercicio para o leitor. 


Teorema 7.4.1 Se as fungoes vetoriais x (1) e x ,2) sao solugoes do sistema (3), entao a combinagao linear CiX (1) + c 2 x m 
tambdm 6 solugao quaisquer que sejam as constantes c, e c 2 . 


Esse e o principio da superposigao; para prova-lo, basta derivar CiX 01 + c.x <:> e usar o falo de que x (l) e 
x ,2> satisfazem a Eq. (3). Aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1, chegamos d conclusao de que, se x (1) , 
....x 1 * 1 sao solugoes da Eq. (3). entao 

x = CiX (I) (f) H -l-CtX <A:, (f) (5) 

tambem e solugao quaisquer que sejam as constantes c„.... c k . Como exemplo, pode-se verificar que 


= ( 2 ^) = (2)^'- x,!l( ' ) = (-2'-) = (-2) 


satisfazem a equagao 


De acordo com oTeorema 7.4.1, 


*-G !)*■ 




ctx ( '(0 + cjx u, (0 


tambem satisfaz a Eq. (7). 

Como indicamos antes, aplicando repetidamente o Teorema 7.4.1 segue que toda combinagao linear 
fmita de solugoes da Eq. (3) tambem e solugao. A questao, agora, e saber se todas as solugoes da Eq. (3) 
podem ser encontradas dessa maneira. Por analogia com casos anteriores e razodvel esperar que para um 
sistema da forma (3) de ordem n seja suficiente formar combinagoes lineares de n solugSes escolhidas 
apropriadamcnte. Sejam,entao,x <1) , ...,x <n) n solugoes do sistema (3) de ordem n e considere a matriz X(r) 
cujas colunas sao os vetores x (l, (f),.... x (n, (f): 
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Teorema 7.4.2 


Teorema 7.4.3 


X(0 = 



•• X\ n (t) 

U.l(0 • 

Xn/i(0 


(9) 


Lembre-se, da Se?ao 7.3, de que as colunas de X(/) sao linearmente independentes para ura valor dado 
de / se, e somente se, det X * 0 para esse valor de /. Esse determinante 6 chamado de wronskiano das n 
solugoes X 01 ,.... x'" 1 e denotado por H'|x <l, ( ..., x'"’]. ou seja, 

W r [x <l) ,...,x ( '°](/) = detX(r). (10) 

Entao, as solu^oes x ,u .x 1 " 1 sao linearmente independentes em urn ponto se. e somente se. VVlx" 1 ,.... 

x""] nao e zero nesse ponto. 


Se as fungdes vetoriais x <n .x*"* sao soluq&es linearmente independentes do sistema (3) em cada ponto 

do intervalo or <t< 0, entao cada solu^ao x = 4>(0 do sistema (3) pode ser expressa como uma combina- 
(jao linear de x (l) ,..., x'^, 

4>(t) = cix (1) (0 + • • • + c n x (n> (t) (jl) 

de cxatamcnte um modo. 


Antes de provar oTeorema 7.4.2, note que de acordo com o Teorema 7.4.1 todas as express&es da for¬ 
ma (11) sao solugdes do sistema (3),enquantoque peloTeorema 7.4.2 todas as soluqoes da Eq.(3) podem 
ser escrilas na forma (11). Se pensarmos nas constantes c,. ...,c„ como arbitrarias, entao a Eq. (11) inclui 
todas as solu^oes do sistema (3). e £ costume chama-la de solu^'ao geral. Qualquer conjunto de soluijoes 

x 0) .x"" da Eq. (3) que seja linearmente independente em cada ponto do intervalo a < t < p £ chamado 

de conjunto fundamental de solufdes para esse intervalo. 

Para provar oTeorema 7.4.2 vamos moslrar que, dada qualquer solu<;ao <p da Eq. (3), 4>(t) = c,x (l) + ... 

+ c-.x*"’ para valorcs apropriados de c,.c„. Seja t = algum ponto do intervalo a < i < f) e seja $ = 0(f o ). 

Queremos determinar se existe alguma soluijao da forma x = C|X 0 ' + ... + r„x"" que tambem satisfaz a 
condigao inicial x(/„) = £. Em outras palavras, queremos saber se existem valores c,.c„ para os quais 

CiX ll, (fo) +-b CnX <n, (fn) = (12) 

ou, em forma escalar, 

cix n Uol+---t-Cn«i n tfoJ = *t, 

i (13) 


ci-r„i (/«) + ■••+ c n .v nn (r 0 ) = £„. 


A condiqao necessiria e suficiente para que as Eqs. (13) possuam uma unica solugao c„ .... c„ 6 exata- 

mente que o determinante da matriz dos coeficientes, que e o wronskiano H’lx"’.x'" 1 ] no ponto / 0 ,seja 

diferente de zero. A hipdtese de que x U) , ...,x ,n) sao linearmente independentes em todo o intervalo a < t 

< p garante que VV'jx 1 ".x M, | nao se anula em t = f 0 e. portanto, existe uma (unica) solugao da Eq. (3) da 

forma x = C|X (II + ... + c„x ,n 'que tambem satisfaz a condigSo inicial (12). Pela unicidade no Teorema 7.1.2, 
essa solugao £ identica a 0(r). logo = c,x"' + ... + c„x ( "’,como quenamos provar. 


Sc x"\..., x ( "' sao solugdes da Eq. (3) no intervalo a <(< p, entao Wlx 0 *,..., x <-> ] ou € identicamente nulo 
ou nunca se anula nesse intervalo. 


A importiincia do Teorema 7.4.3 reside no fato de que nos livra da necessidade de examinar Wlx* 1 *, 
.... x 1 "’] em todos os pontos do intervalo de interesse e nos permite determinar se x (1, t .... x'"' forma um 
conjunto fundamental de solutes simplesmente calculando seu wronskiano em qualquer ponto conve- 
niente do intervalo. 

A demonstragao do Teorema 7.4.3 e feita estabelecendo-se, primeiro.que o wronskiano de x*'*.x'" 1 

satisfaz a cquagao diferencial (veja o Problema 2) 
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Teorema 7.4.4 


PROBLEMAS 


dW 

=(P 11 +P22+ ■■+Pnn)W. 

at 


(14) 


Logo. 


W(t) = cexp 



tPll(0 + --* + Piro(0]<M. 


(15) 


onde c e uma constante arbitraria e a conclusao do teorema segue imediatamentc. A expresstio para VV(/) 
na Eq. (15) 6 conhecida como a fdrmula de Abel; observe a semelhanga com a Eq. (27) da Segao 3.2. 

De maneira alternativa, o Teorema 7.4.3 tambem pode ser demonstrado provando-se que se n solu- 
goes x"’, ...,x (n| da Eq. (3) forem linearmente depcndentes em urn ponto t = t (l , entao serao linearmente 

dependcntes em todos os pontos em or < t < f) (veja 0 Problema 8). Em consequ^ncia, se x">.x 1 "' forem 

linearmente independentes em urn ponto, terao que ser linearmente independentes em todos os pontos 
do intcrvalo. 

O prdximo teorema diz que o sistema (3) tern pelo menos urn conjunto fundamental de solugdes. 




Sejam 



/ 


/°\ 


0 


1 

e a) = 

0 

, e (2) = 

0 


(0> 


v0> 


/°\ 

0 

0 

\ 1 / 


al£m disso, suponha que x (1) , s3o solugoes do sistema (3) satisfazendo as condigoes iniciais 

X (1, (r 0 ) = e (1) , .... x (n) (r 0 ) = e (n) , (16) 

respectivamente, onde l 0 6 urn ponto qualquer no intervalo a < l < p. Entao x 01 ,.... x 1 "' formam um con- 
junto fundamental de solugoes para o sistema (3). 


Para provar este teorema. note que a existencia e a unicidade das solugoes x n) .x"" mencionadas 

no Teorema 7.4.4 s3o garantidas pelo Teorema 7.1.2. Nao e dificil ver que o wronskiano dessas solugoes £ 

igual a 1 quando t = f„; portanto, x"’.x'"’ e um conjunto fundamental de solugoes. 

Uma vez encontrado um conjunto fundamental de solugoes,podcm ser gerados outros conjunlos atra- 
ves de combinagOes lincares (independentes) do printeiro conjunto. Para fins tedricos o conjunto dado 
pelo Teorema 7.4.4 e, em geral, o mais simples possivel. 

Resumindo: 

1. Oualquer conjunto de n solugoes linearmente independentes do sistema x' = P(/)x constitui um conjunto 
fundamental de solugoes. 

2. Sob as condigdes dadas nesta segao, tais conjuntos fundamentals sempre existem. 

3. Toda solugao do sistema x’ = P(r)x pode ser representada como uma combinagiio linear de qualquer con¬ 
junto fundamental de solugoes. 


1. 

2 . 


Prove a afirmagao feita logo apds oTeorema 7.4.1 para um valor arbitrario do inteiro k. 

Neste problema vamos esquematizar a demonstragao do Teorema 7.4.3 no caso n = 2. Sejam x 1 " e x ,:l solu- 
gdes da Eq. (3) para a < I < p e seja VP o wronskiano de x"’ e x ,Jl . 

(a) Mostrc que 


dx\" 

dx? 


,<11 

•*1 

J2) 

di 

_tn 

di 

+ 

dx<" 

dx?' 

x i 

X 2 


dt 

dt 


d\V 

~dT 


ip 11 +Pn)W. 



(b) Usando a Eq. (3). mostre que 
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(c) Encontre \V(t) resolvendo a equa?ao diferencial obtida no item (b). Use esta expressao para obter a 
conclusao enunciada noTeorema 7.4.3. 

(d) Demonstre o Teorema 7.4.3 para urn valor arbitr4rio de n generalizando os procedimentos dos itens 

(a), (b) e (c). 

3. Mostre que os wronskianos de dois conjuntos fundamentais de solutes do sistema (3) podem diferir, no 
maximo. por uma constante multiplicativa. 

Sugestao: use a Eq. (15). 

Q Se .V, = y e x : = entao a equa?ao de segunda ordem 

/' + pd)y' + q(l)y = 0 (i) 


corresponde ao sistema 


.t[ = Xi, 


x' 2 =-qU)xi - p(i)x 2 . (ii) 

Mostre que, se x 01 e x 121 forntarem urn conjunto fundamental de solugoes para as Eqs. (ii) e se y (l) e v i:i 
formarem um conjunto fundamental de solu?5es para a Eq. (i). entao W[y ,,, i y j| ] = cVV'jx 1 ", x‘ :i ], onde c 6 
uma constante nao nula. 

Sugestao: y'"(0 e y l2 ’(t) tem que ser combina^oes lineares de ,v lt (f) e .r 12 (t). 

^MMostre que a solu<;ao geral de x' = P(/)x + g(/) e a soma de qualquer solugao particular x l ' ,) dessa equa;ao 
com a solugao geral x !< l da equa^ao homogenea associada. 


6. Considere os veloresx ,ll (0 = e x ,2 ’(0 = 


(a) Calcule o wronskiano de x 111 e x 1 -’. 

(b) Em que intervalos x m e x 1 - 1 sao linearniente indcpendentes? 

(c) Que conclusao pode-se tirar sobre os cocficicntes no sistema homogeneo de equaqoes diferenciais 
satisfeito por x‘" c x IJl ? 

(d) Encontre esse sistema de equagoes e veritique as conelusbes do item (c). 

^7 'j Considere os vetores x"’U) -- L | e x ,: '(/| = U, J.e rcsponda as mesmas perguntas existentes no Pro- 
blema 6. ' ' ' 

Os dois problemas a seguir indicam uma outra demonstraqao para o Teorema 7.4.2. 

8. Sejam x" 1 .x 1 "" solu^oes de x' = P(z)x no intervalo a < t < /). Suponha que P e continua e seja r„ um ponto 

arbitririo no intervalo dado. Mostre que x 111 . x'™ 1 sao linearmente dependentes para a < t < fl sc (e so- 

mente se) x 11 •(/,,).x'"'’(f (l ) sao linearmente dependentes. Em outras palavras. x lU .x 1 "" sao linearmente 

dependentes no intervalo (a, ft) se forem linearmente dependentes em qualquer ponto nele. 

Sugestao: existem constantes c .. tais que C|X (1 >(f l( ) + ... + c„,x'" 0 (r„) = 0. Seja i(t) = C|X (,| (f) + ... + c„x im) 

(/) e use o teorema de unicidade para mostrar que z(f) = 0 para todo t em a < t < p. 

9. Sejam x"'.x'" 1 soluijoes linearmente independentes de x' = P(/)x. onde P e continua em or < t < f). 

(a) Mostre que qualquer solu?ao x = z (t) pode ser escrita na forma 

z(0 = C|X M, (r) H-+ c„x' n, (t) 

para constantes apropriadas c h ...,c„. 

Sugestao: use o resultado do Problema 12 da Se^ao 7.3 e o Problema 8. 

(b) Mostre que a expressao para a soluijao z(r) no item (a) e unica, ou seja.se z(f) = k,x (,) (t) + ... + k„x <n1 
(f). entao k t = c„ ...,k„ = c„. 

Sugestao: mostre que (k, -c,)x m (t) + ... + (k„- c„)x w (/) = 0 para todo t em a < t < fie use a independence 
linear de x"’.x'"*. 


7.5 Sistemas Lineares Homogeneos com Coeficientes Constantes 


Vamos concentrar a maior parte da nossa aten?ao em sistemas de equates lineares homogeneas com 
coeficientes constantes, ou seja, sistemas da forma 

x' = Ax, 


( 1 ) 
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onde A e uma matriz constantc n x n. A menos quo se diga o contr^rio. suporemos que todos os elcmen- 
tos dc A sao niimeros rcais (e nao complexos). 

Se n = l,o sistema se reduz a uma unica equaqao de primeira ordem 


dx 



( 2 ) 


cujasoluqao e.t = ce“. Observamos,na Seqao2.5, que.r = 0e a unica solucaode eauiirbriose a * O. Outras 
soluqoes tendem a .t = 0 sc a < 0 e, nesse caso, dizemos que x = 0 e uma soluqao de equilfbrio assintotica- 
mente estavel. Por outro lado. sc a > 0, entao x = 0 6 instdvel.jd que as outras soluqoesse distanciam dela. 
Para sistemas de n equates a situaqao 6 analoga, de certa forma, embora mais complicada. Soluqoes de 
equilfbrio sao encontradas resolvcndo-se Ax = 0. Em geral, vamos supor que det A * 0, de modo que a 
unica soluqdo de equilfbrio 6 x I). U ma pergunta imp ort ante 6 se outras soluqoes se ap roximam ou se 
afastam dessa quando t aumenta; em outras palavras, x = 06 assintoticamente estdv el ou instdvcl? Exis- 
tem outras possibilidadesT 

O caso n = 2 e particularmentc importante e permite visualizaqao no piano .v,.v,, chamado o piano de 
fase. Calculando Ax em urn grande niimero de pontos e fazcndo o grafico dos vetores resultantes, obte- 
mos urn campo de dire cbes de vetores tangentes a soluqbes do sistema de equa qoes difere nciais. Pode-se 
obter, em geral, uma compreensao qualitativa do comportamento de solutes atravds de um campo de 
direqbes. Incluindo-se no grdfico algumas curvas-soluqbes. ou trajetorias. pode-sc obter informaqao mais 
precisa. Um grafico contcndo uma amostra representativa de trajetorias para um sistema dado e chamado 
um retrato de fase. Veremos mais tarde, nesta seqdo, excmplos de campos de direcbes e retratos de fase. 

Para construir solugdes do sistema (1) tentaremos generalizar o tratamento de equates lineares de 
segunda ordem da Seqao 3.1. Vamos supor. entao. que uma soluqiio vai envolver uma funqao exponencial 
e". AI6m disso. soluqoes da Eq. (1) sao vetores, logo vamos mulliplicar e" por um vetor constante |. Assim. 
procuramos soluqoes da Eq. (1) da forma 

x = |e", (3) 


onde o expoente r e o vetor { devem ser determinados. Subslituindo x dado pela Eq. (3) no sistema (1), 
obtemos 


r$e rl = \$e n . 


Cancelando o fator escalar nao nulo e", obtemos A$ = r$. ou 

(A - rl)£ = 0, (4) 

onde Ida matriz identidade n x n. Entao, para resolver o sistema de equates diferenciais (1) precisamos 
resolver o sistema de equaqdes algdbricas (4). Esse ultimo problema e precisamentc o que determina os 
autovalores e autovetores da matriz de co«*ficientes A. Portanlo.o vetor x dado pela Eq. (3) d uma soluqao 
da Eq. (1), desdc que r seja um autovalor e | seja um autovetor associado da matriz de coeficicntcs A. 

Os dois exemplos a seguir ilustram o procedimento para se encontrar a soluqao no caso de matrixes 
de coeficientes 2 x 2. Vamos mostrar, tambem.como construir os retratos de fase correspondentes. Mais 
adiante, nesta seqao, vamos discutir mais o sistema geral n x n. 


EXEMPLO 

1 


Considere o sistema 


:) 


X. 


(5) 


Faqa um grafico do campo de direqbes c determine o comportamento qualitativo das soluqdes. Depois encontre 
a soluqdo geral e desenhe diversas trajetorias. 

A Figura 7.5.1 mostra um campo de direqoes para esse sistema. Dessa figura e facil ver que uma soluqao 
tfpica se afasta da vizinhanqa da origem e acaba tendo retas tangentes com coeficientes angulares de aproxima- 
damente 2 no primeiro ou no terceiro quadrantc. 

Para encontrar explicitamente soluqdes, vamos supor que x = fe" e substituir na Eq. (5). Somos levados ao 
sistema de equaqoes algtibricas 




(6) 


As Eqs. (6) tdm uma soluqao nao trivial se,e somente se,o determinante da matriz de coeficientes 6 zero. Logo, 
os valores permitidos para r sao encontrados pela equaqao 
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FIGURA 7.5.1 Campo de direijdes para o sistema (5). 


1 -r 1 
4 1 - r 


= (1 - r) 2 - 4 




k ! $&£ 


= r I -2r-3 = 0. (7) 

A Eq. (7) tern raizes r, = 3 e r, = 1: esses sao os autovalores da matriz de coeficientes na Eq. (5). Se r - 3, o 
sistema (6) se reduz a uma unica equaqao 

-2*,+fe=0. (8) 

Logo, = 2|, e o autovetor correspondente a r, = 3 pode ser escolhido como 


•"■(O' 

= -1 enconlramos quc = -2|,. de mod 

iqao diferencial sao 

"(0 = I* j <?\ x ,2, (0 = j e ~’. 


Analogamente.correspondendo a r. = -1 enconlramos quc = -2|,.de modo que o autovetor £ 


As solutes correspondentes da equa^ao diferencial sao 


O wronskiano dessas solu^oes e 


lV[x (1 \x ,2, )(0 = 2 ^, _ 2 ^_, = -4c 2 ', 


que nunca se anula. Portanto. as solu^oes x" 1 c x <2> formam um conjunto fundamental de soluQdes, c a soluqao 
geral do sistema (5) e 

X = Cix'‘’(/) +c : x ,2, (/) 




onde e, e c 2 sao constantes arbitr.lrias. 

Para visualizar a soluqao (13). ajuda considcrarmos seu grdfico no piano .t,.r 2 para diversos valores das cons¬ 
tantes c, e c ; . Comeqamos com x = c,x < "(f) ou.em forma esealar, 

Jti = c ie 3 ', x 2 = 2cie 3 '. 

Eliminando r nessas duas equates, vemos que essa soluqao pertence & reta x, = 2x,; veja a Figura 7.5.2 a. Esta 6 
a reta que contem a origem e tern a dire<;ao do autovetor f". Se olharmos a solugdo como a trajetdria de uma 
partfcula cm movimento, entao a partfcula estd no primeiro quadrante quando c, > 0 c no terceiro quando c , < 
0. Em qualquer desses casos, a partfcula se afasta da origem quando I aumenta. Considereagorax^c^Vou 


x, = c 2 e~ , 


x 2 = —2 c 2 e 
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EXEMPLO 

2 




FIGURA 7.5.2 (a) Trajet6rias do sistema (5): a origem ^ urn ponto dc sela. ( b) Graficos de .v, em fung3o de t 
para o sistema (5). 


Essa solugao pertence a reta x 2 = -lx t . cuja diregao 6 determinada pelo autovetor f 31 . A solugao estd no quarto 
quadrante quando q>0e no segundo quando c. < 0.como ntosira a Figura 1.5.2a. Em antbos os casos a parti - 
cula se aproxima da origem quando t aumenta. A solugao (13) 6 uma combinagao de x"'(/) e Para valores 
grandes de I. a parcela C|X"'(f) 6 dominante e a parcela c,x' :i (r) torna-se desprczivel. Logo, todas as solugoes 
para as quais c, * 0 silo assintdticas a reta x : = It, quando / -» oo. Analogamente, todas as solugoes para as 
quais c 2 * 0 sao assintdticas a reta jc 2 = -2jr, quando t —* -oc. A Figura 1.5.2a niostra o grafico de diversas so¬ 
lugoes. O padrao de trajetdrias nessa ligura e tfpico de sistemas 2 x 2 x’ = Ax para os quais os aulovalores sao 
reais e tern sinais opostos. A o rigem e chantada de p onto de sel a neste caso. Pontos de sela sao sempre instaveis, 
porque quase todas as trajetorias se afastam dele quando t aumenta. 

No parAgrafo precedente descrevemos como descnhar. manualmcnte, uni esbogo qualitativamente correto 
das trajetorias de um sistema como na Eq. (5). uma vez determinados os aulovalores e autovetores. No entanto, 
para produzir um desenho detalhado e preciso como na Figura 1.5.2a e em outras figuras que aparecem mais 
adiante neste capflulo um computador e extremamente util.se nao indispensavel. 

Como alternativa a Figura 1.5.2a voce pode fazer, tambem, o gratico de .v,.ou de ,v 2 , como fungao de r. alguns 
graticos tfpicos de .v, cm fungao de t aparecem na Figura 1.5.2b, e os de ,v : em fungao de I sao semelhantes. Para 
determinadas condigoes iniciais c, = 0 na Eq. (13), de mode que .v, = c\e ' e .r, —» 0 quando r — oc. A Figura 
1.5.2b mostra um desses grdficos, correspondente a trajeloria que se aproxima da origem na Figura 1.5.2a. Para 
a maioria das condigoes iniciais, no entanto, c, * 0 e x, e dado por c,^' + c 2 e'. A presenga da parcela contendo 
uma exponencial positiva faz com que .r, cresga exponencialmentc em modulo quando t aumenta. A Figura 
1.5.2b mostra diversos graficos desse tipo, correspondendo a trajetdrias que se afastam da origem na Figura 
1.5.2a. E importante compreender a relagao entre as partes (a) e (b) da Figura 7.5.2 e de outras figuras seme¬ 
lhantes que aparecerao mais tarde, ja que voce pode querer visualizar solugoes no piano ou como fungoes 
da varidvel independente t. 


Considere o sistema 



(14) 


Desenhe um campo de diregoes para este sistema; depois encontre a solugao geral e faga o grafico de diversas 
trajetdrias no piano de fase. 

O campo de diregoes para o sistema (14) na Figura 7.5.3 mostra claramente que todas as solugoes se aproxi- 
mam da origem. Para encontrar solugoes, suponha que x = ; obtemos, entao, o sistema algdbrico 


Os autovalores satisfazem 



(-3 - r)(-2 -r)-2 = r 2 4-5r + 4 

= (r+!)(/• +4) = 0, 


(1-5) 


(16) 
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FIGURA 7.5.3 Campo de dire<;ftes para o sistema (14). 


de modo que r, = -1 e r 2 = -4. Para r = -l,a Eq. (15) fica 

G ")(M- 

Logo.fj = >/2fi,e o autovctor associado ao autovalor r, = -l podc ser escolhido como 


Analogamcnte.correspondcndo ao autovalor r, = -4, temos^ = ->/25 2 .de modo que o autovetor 6 

V 

Portanto. urn conjunto fundamental de soluijoes para o sistema (14) e 


—(-f) 


e a solugao geral e 


x"’(/) 


X = Cl X 1 * 1 (/) + C’X' 




(17) 


(18) 


(19) 


( 20 ) 


( 21 ) 


A Figura 7.5.4a mostra graficos da soluqSo (21) para diversos valores de c, e c 2 . A solutjSo x‘"(r) se aproxi- 
ma da origem ao longo da reta x 2 = a/2xi, enquanto a soluqao x l!, (f) se aproxima da origem ao longo da reta 



(a) (M 

FIGURA 7.5.4 (a) Trajetdrias do sistema (14); a origem i um no. ( b) Gr$fico de x, em fun<;ao de t para o 
sistema (14). 
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jci = --Jixi.As diregoes dessas retas sao determinadas pelos autovetores 5"* e f 2| , respectivamente.Temos, em 
geral, uma combinagao dessas duas solugoes fundamentais. Quando t —► oc, x (2) (f) 6 desprezi'vel em comparagao 
com Entao, a menos que c, = 0, a solugao (21) se aproxima da origem tangente k reta x 2 = \fl X \. O padrao 

de trajetorias ilustrado na Figura 7.5.4a 6 ti'pico de todos os sistemas 2 x 2 x' = Ax para os quais os autovalores 
sao reais, distintos e de mesmosinal. A origem e chamada de no para tais sistemas. Se os autovalores fossem po¬ 
sitives, em vez de negativos, as trajetorias seriam semelhantes, mas o sentido de percurso seria no sentido opos- 
to. Os n6s serao assintoticamente esttiveis se os autovalores forem negativos, e instdveis se forem positivos. 

Embora a Figura 7.5.4a tenha sido gerada por computador, um esbogo qualitativamente correto das trajetd- 
rias pode ser feito rapidamente & mao, baseado no conhecimento dos autovalores e autovetores. 

A Figura 7.5.46 mostra graficos lipicos de x, em fungao de t. Note que cada um dos grdficos se aproxima 
assintoticamente do eixo dos t quando t aumenta, correspondendo a uma trajetoria que se aproxima da origem 
na Figura 7.5.4a. O comportamento de x 2 como fungao de / d analogo. 

Os dois exemplos precedentes ilustram os dois casos principais para um sistema 2x2 com autovalores 
reais distintos: os autovalores tern sinais opostos (Exemplo 1) ou o mesmo sinal (Exemplo 2). Outra pos- 
sibilidade e zero ser autovalor, mas nesse caso det A = 0, o que contradiz a hipotese feita no im'cio desta 
segao. No entanto, veja os Problemas 7 e 8. 

Voltando ao sistema geral (1), procedemos como nos exemplos. Para encontrar solugoes da equagao 
diferencial (1) precisamos encontrar os autovalores e autovetores de A a partir do sistema algebrico (4). 
Os autovalores /•„.... r„ (que nao precisam ser distintos) sao raizes da equagao polinomial de grau n 

det(A - rl) = 0. (22) 

A natureza dos autovalores e dos autovetores associados determina a natureza da solugao geral do siste¬ 
ma (1). Se supusermos que A e uma matriz real, existem tres possibilidades para os autovalores de A: 

1. Todos os autovalores sao reais e distintos entre si. 

2. Alguns autovalores ocorrem em pares complexos conjugados. 

3. Alguns autovalores sao repetidos. 

Se os autovalores forem reais e distintos, como nos dois exemplos precedentes, entao existe um auto- 
vetor real associado a cada autovalor r,eo conjunto de n autovetores I"’, e linearmente inde- 
pendente. As solugoes correspondentes do sistema diferencial (1) sao 

x (1) (f) = £x ( "’(f) = £ ,n) e r "'. (23) 

Para mostrar que essas solugoes formam um conjunto fundamental, calculamos seu wronskiano: 

$ 'V 1 ' ••• $<'V■' 

W[x a) .x tn, ](0= ; : 

••• 

10) t (n) 

M “• si 

i i • (24) 

td) ... t <«) 

s n S n 

Em primeiro lugar,note que a fungao exponencial nunca se anula. Segundo.como os autovetores £■>,.... 
$ n) sao linearmente independentes, o ultimo determinante na Eq. (24) e diferente de zero. Em consequen- 

cia.o wronskiano W[x <l| ,...,x (, "](0 nunca se anula;portanto.x' 11 .x 1 "’ formam um conjunto fundamental 

de solugoes. Logo, a solugao geral da Eq. (1) e 

x = c 1 ^ ( 1 V 1 ' +-1 -c„^ n) e r "'. (25) 

Se A for real e sim6trica (um caso particular de matrizes autoadjuntas), lembre-se, da Segao 7.3, de que 
todos os autovalores r.. r„ tern que ser reais. Aldm disso, mesmo que alguns autovalores sejam repeti¬ 
dos sempre existe um conjunto completo de n autovetores que sao linearmente independentes 

(de fato, ortogonais). Portanto, as solugoes correspondentes do sistema diferencial (1) dadas pela Eq. 
(23) formam um conjunto fundamental de solugoes, e a solugao geral 6 dada, novamente, pela Eq. (25). 
O exemplo a seguir ilustra esse caso. 


_ g(n +•••+»•» )r 
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EXEMPLO 

3 


PROBLEMAS 


Enconire a solugao geral de 


'0 1 
1 0 

V 1 


I\ 

1 

°) 


(26) 


Note que a matriz de coeficientes <5 real e simdtrica. Os autovalores e autovetores dcssa matriz foram en- 


contrados no Exemplo 5 da Segao 7.3: 


'i\ 


r, =2, | = 1 




(27) 


r 2 = -l. r 3 = -1; | ,2 ' = I 0 


v-h 


Portanto, um conjunto fundamental de solugdes da Eq. (26) <5 


e a solugAo geral e 


0\ 


l 13, = | 1 

rV 




( 

(°\ 

x tl, U) = 1 

e 2 \ 

o 

II 

N 

x (,) (r) = i 

W 


v-v 

V-v 


X = C] 

1 

e 1 ' + c 2 

[i] 

e~' + c 3 

/ ON 
l 






l-v 


e . 


(28) 


(29) 


(30) 


Estc exemplo ilustra o fato de que embora um autovalor (r = -l) tenha mulliplicidade algdbrica 2,pode ainda 
ser possfvel encontrar dois autovetores linearmenie independentes fe|"' c, entao, construir a solugao geral 
(30). 

O eomportamento da solugao (30) depende, de modo crftico, das condigdes iniciais. Para valores grandes dc 
i a primeira pareela na Eq. (30) £ a dominante: logo, se c, * 0. todas as componentes de x tomam-se ilimitadas 
quando t —► oc. Por outro lado. para determinadas condigdes iniciais c, pode ser zero. Nesse caso, a solugao s6 
tern termos exponenciais com potencias negativas c x —► 0 quando i — ► oc. Os pontos iniciais que fazem com 
que c, seja nulo sAo exatamente aquelcs que porlencem ao piano determinado pelos autovetores ? 21 e £•’> as- 
sociados aos dois autovalores negativos. Assim. solugoes que comegam nesse piano se aproximam da origem 
quando I —» oo.enquanto as outras solugoes tornam-se ilimitadas. 


Se alguns dos autovalores ocorrem em pares complexos conjugados, entao ainda existem n solutes 
linearmente independentes da forma (23). desde que todos os autovalores sejam distintos. £ claro que 
solugdes vindas de autovalores complexos tomam valores complexos. No entanto, como na SegAo 3.3.6 
possfvel obter um conjunto completo de solugoes reais. Isso sera discutido na Segao 7.6. 

Dificuldades mais serias podem ocorrer se um autovalor for repetido. Nessa eventualidade, o ntimero 
de autovetores linearmente independentes pode ser menor do que a multiplicidade algebrica do autova¬ 
lor. Se for esse o caso, o mimero de solugoes linearmente independentes da forma £ e" serd menor do que 
n. Para construir um conjunto fundamental de solugoes € necessdrio, entao, procurar solugoes adicionais 
dc outra forma. A situagao e parecida com o caso de uma equagao linear de ordem n com coeficientes 
constantes; uma raiz repetida da equagao diferencial fomecia solug&es da forma e ", ic", rV, etc. O caso de 
autovalores repetidos serd tratado na Segao 7.8. 

Finalmente, se A for complexa. entdo os autovalores complexos nao precisam aparecer em pares con¬ 
jugados e os autovetores sao, em geral. complexos, mesmo que o autovalor associado seja real. As solu- 
gocs da equagao diferencial (1) ainda sao da forma (23). desde que os autovalores sejam distintos, mas em 
geral todas as solugdes sao complexas. 


Em cada um dos Problemas de 1 a 6: 

(a) Encontre a solugao geral do sistema de equagOes dado e descreva o eomportamento das solugoes quando 
t -* oo. 

(b) Desenhe um campo de diregoes e faga o grdfico de algumas trajetdrias do sistema. 
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41 i. x' = 

(3 -2\ 


/A , (\ 

-2\ 

(’ - 2 )‘ 

4 

0 x = ( 3 

-*)' 

^0*' = 

1 1 

4 

4- 

X 

II 

> 

4fi 5. x' = 

(i > 

jS) 

“■(! 

!)> 

Em cada um dos Problemas 7 e 8: 





(a) Encontre a solu?ao geral do sistema de equaqoes dado. 

(b) Desenhe um campo de diregoes e algumas das trajetdrias. Em cada ura desses problemas a matriz dc 
coeficientes tern um autovalor nulo. Como resultado, o padrao das trajetdrias e diferente dos padroes nos 
exemplos no texto. 


4 




S. x' = 



x 


Em cada um dos Problemas de 9 a 14. encontre a soluqao geral do sistema de equates dado. 


9. 





/I 

1 

V 2 


13. x' = 


/ 1 

2 

V - 8 


1 2 > 

2 1 x 

1 V 
1 

1 -1 x 

-5 —3, 




x 



2 

0 

2 


4\ 

2 

V 


-1 4\ 

2 -1 x 

1 -\) 


Em cada um dos Problemas de 15 a 18. resolva o problema de valor inicial dado. Descreva o comportamento 
da solu<;ao quando t -» oo. 



19. O sistema tx' = Ax e analogo a equaqao de Euler de scgunda ordem (Seijao 5.4). Suponha que x = §(', onde 
£ 6 um vetor constante.e mostre que £ e r tern que satisfazer (A - rl){ = 0 para se obter soluqoes nao triviais 
da equa<;ao diferencial dada. 


Referindo-se ao Problema 19, resolva o sistema de equates dado em cada um dos Problemas de 20 a 23. Su¬ 
ponha que r>0. 



Em cada um dos Problemas de 24 a 27 sao dados os autovalores e autovetores da matriz A. Considere o sistema 
correspondente x' = Ax. 

(a) Esboce um retrato de fase do sistema. 

(b) Esboce a trajetdria que passa pelo ponto inicial (2,3). 

(c) Para a trajetdria no item (b), esboce os graficos de .r, e de x : em fun?ao de / no mesmo conjunto de eixos. 



aMW 
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25. r, = 1, 


26. r, = -1. 


27. r, = 1. *' 


-(> 


= - 2 , 


r 2 = 2, 


r 2 = 2 , 


•"-(0 

•*■(0 

-U) 


28. Considere um sistema 2x2*’ = Ax. Sc supusermos que r- * r : , a solu<;ao geral e x = c,f "e , ‘ l + c£ :) e’-, 
desdc que e sejam lincarmente independentes. Neste problema vamos estabelccer a independence 
linear de f'ef supondo que sao lincarmente dependentes e, depois, mostrando que isso nos leva a uma 
contradiqao. 

(a) Note que I" 1 satisfaz a equa^ao matriciul (A - r,!)? 11 = 0: analoganiente. (A - rl)^ 1 = 0 

(b) Mostre que (A - = (r, -r 2 )|°’. 

(c) Suponha que f 11 e s3o lincarmente dependentes. Entao c,f " + c ; f 2, = 0 e pelo menos um entre c. e 

c : e diferente de zero; suponha que c, * 0. Mostre que (A - r,I)(c,f " + = 0 e que (A - r,l)(c,£" + 

=c,(r, -r.)f". Logo.r, = 0. uma conlradiijao. Portanto.f 11 e f- 1 sao lincarmente independentes. 

(d) Modifique o argumento no item (c) para o caso em que c, * 0. 

(e) Faqa um argumento semelhante para o caso em que a ordem n 6 igual a 3; note que o procedimento 
pode ser estendido para um valor arbitrSrio de n. 

p*}) Considere a equaqio 

ay" + hy' + cy = 0 . 

onde a.b e c sao constantes. Foi mostrado. no Capitulo 3. que a solu<;ao geral depende das raizes da equa- 
<;ao caracteristica 

ar 2 + br + c = 0. (ii) 

(a) Transforme a Eq. (i) em um sistema de equaqdes de primeira ordem fazendo .t, = y, x> = y’. Encontre 
o sistema de equa<;6es x' = Ax satisfeito por x = ^ 1 j 

(b) Encontre a equaqSo que determina os autovalores da matriz de coeficienles A no item (a). Note que 
essa cquaqao e simplesmente a equaqSo caracteristica (ii) da Eq. (i). 

30. O sistema de dois tanques do Problema 21 na Seqao 7.1 nos leva ao problema de valor inicial 




onde .v, e ,v. sao os desvios dos niveis de sal Q, e Q : dos seus respectivos pontos dc equilibrio. 

(a) Encontre a solugao do problema de valor inicial dado. 

(b) Fa?a os gr.lficos de .r, e x ; em fun<;uo de I no mesmo conjunto de eixos. 

(c) Encontre o menor instanle T tal que Lt,(f)l < 0.5 e Lr,(r)l < 0,5 para todo / > T. 

31. Considere o sistema 




(a) Resolva o sistema para a = 0,5. Quais sao os autovalores da matriz dc coeficientes? Classifique o pon- 
to de equilibrio na origem em rela<;ao ao tipo. 

(b) Resolva o sistema para a = 2. Quais sao os autovalores da matriz de coeficientes? Classifique o ponto 
de equilibrio na origem cm relaqao ao tipo. 

(c) As soluqdes encontradas em (a) e (b) exibem dois tipos de comportamento bem diferentes. Encontre 
os autovalores da matriz dc coeficientes em funqao de a e determine o valor de a entre 0,5 e 2 onde 
ocorre a transiqao de um tipo de comportamento para outro. 

Circuitos Fletricos. Os Problemas 32 c 33 tratam do circuilo eliftrico dcscrilo pelo sistema de equates diferen- 
ciais dado no Problema 21 da Se?3o 7.1: 


d,{v) 
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32. (a) Encontre a solugao gerat da Eq. (i) se /?, = 1 fi, R 2 = j fi, L = 2 H e C = j F. 

(b) Mostre que /(f) -» 0 e V(t) -*■ 0 quando t -* oo, independentemente dos valores iniciais 1(0) e F(0). 

33. Considere o sistema precedente de equates diferenciais (i). 

(a) Encontre condigoes que /?,, /? 2 , C e L tem que satisfazer para que os autovalores da matriz de coefi- 
cientes sejam reais e distintos. 

(b) Se as condi?oes encontradas no item (a) sao satisfeitas, mostre que ambos os autovalores s5o ne- 
gativos. Depois. mostre que /(f) -*• 0 e F(f) —► 0 quando t -* oo, independentemente das condi^oes 
iniciais. 

(c) Se as condi?oes encontradas no item (a) nao forem satisfeitas, entao os autovalores sao complexos ou 
repetidos. Voce acredita que /(f) -> 0 e V(t) ->• 0 quando f -► oo tambdm nesses casos? 

Sugestao: uma abordagem possfvel para o item (c) e transformar o sistema (i) cm uma unica equaqao de 

segunda ordem. Vamos, tamWm, discutir autovalores complexos e repetidos nas Se?oes 7.6 e 7.8. 


7.6 Autovalores Complexos 

Nesta se?ao vamos considerar, novamente, um sistema de n equates lineares homogeneas com coefi- 
cientes constantes 

x' = Ax, (1) 

onde a matriz de coeficientes A e real. Se procurarmos solu^oes da forma x = £e", entao, como na Seqao 
7.5, segue que r tem que ser um autovalor e $ um autovetor associado da matriz de coeficientes A. Lembre 
que os autovalores r, . r„ de A sao as rafzes da equa^ao 

det(A - rl) = 0, (2) 

e que os autovetores associados satisfazem 

(A - fl)$ = 0. (3) 

Se A for real, os coeficientes na equa?ao polinomial (2) para r serao reais e os autovalores complexos 
terao que aparecer em pares conjugados. Por exemplo.se r t = X + ifi for um autovalor de A, onde X e fi sao 
reais, entao r 2 = X - in tambdm o sera. Para explorar o efeito de autovalores complexos, vamos comeijar 
com um exemplo. 


EXEMPLO 



Encontre um conjunto fundamental de soluijdes reais do sistema 


-D 


(4) 


e mostre-o graficamente. 

A Figura 7.6.1 mostra um campo de direijdes para o sistema (4). Esse grafico sugere que as trajetorias no 
piano de fase sao espirais aproximando-se na origem no sentido hordrio. 
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FIGURA 7.6.1 Um campo de dire?oes para o Problema (4). 
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Para enconirar um conjunio fundamental de solugoes. supomos que 


e obtemos o eonjunto de equates lineares algdbricas 


(t' 


para os autovalores e autovetores de A. A equa<;ao caracteristica e 

l-s-/- 1 I , 


-1 - -H 


= r + r+ |= 0; 


portanto, os autovalores sao r, = -3 +1 e r, = -•£ - /'. Um ealculo dircto a partir da Eq. ( 6 ) mostra que os auto¬ 
vetores associados sao 


r -0- •“■(-!) 


Observe que os autovetores f " e tambem sao complexos conjugados. Logo, um eonjunto fundamental de 
solu<; 6 es para o sistema (4) £ 


(0 


x' 2, (/) 




Para obter um eonjunto de solu^des reais. precisamos enconirar as partes real e imagindria de x"' ou de x' Jl . 
De fa to. 


Portanto, 


/1 \ / e 1/7 cos i\ , ( e~' /7 sent\ 

- . e -(cost+ 1 sen/) = ., + < , ). 

\i) y—e'^scnif \e l,m cos if 

cos/\ ,,, /senA 

«(»)=? ( ). v(r) = e I 

\ - sen// \ cos /f 


e um conjunio de sol unites reais. Para verificar que n(r) e v(/) sao lincarmente independentes, vamos calcular 
seu wronskiano: 


W(u. v)(f) = 


r ''cos / e ‘ -sen/ 

—«F’ /J sen/ e~' i: cos/ 


= e '(cos 2 / + sen 2 /) = e 

Como o wronskiano nunca se anula,segue que u(/) c v(/) formam um eonjunto fundamental de solutes (reais) 
do sistema (4). 

Os graficos das solufdcs u(/) e v(/) aparecem na Figura 7.6.2 a. Como 



osgrdficos de u(/) e de v(/) content ospontos(l.O) e (0, l).respectivamente. Outras solugdes do sistema (4) sao 
combinaqoes lineares de u(/) c v(/). e a Figura 7.6.2a mostra, tambem, algumas dessas solutes. Todas as traje- 
torias se aproximam da origeni ao longo de uma espiral quando /—► 00 , formando uma intinidade de caminhos 
era torno da origem; isso e devido ao fato de que as solu?bes ( 11 ) sao produtos de uma exponencial decrescente 
com fatores seno ou cosseno. Alguns graficos tfpicos de .v, em fun^-ao de / esiiio ilustrados na Figura 7.6.2b;cada 
uma representa uma oscilaijAo decrescente no tempo. 

A Figura 7.6.2 a £ tipica de sistemas de segunda ordem x' = Ax cujos autovalores sao complexos com parte 
real negativa. A origem £ chamada de ponto espiral e <5 assinloticamente estavel, ja que todas as trajetdrias se 
aproximam dcla quando / aumenta. Para um sistema cujos autovalores t£m parte real positiva as trajetdrias 
sao semclhantes Us da Figura 7.6.2/I, exceto que o sentido do movimento £ oposto, se afastando da origem, e 
as trajetdrias sao ilimitadas. Ncsse caso, a origem £ instdvel. Se a parte real dos autovalores £ nula, entao as 
trajetorias nem se aproximam da origem nem se tornum ilimitadas, mas,cm vez disso, percorrem repetidamente 
uma curva fechada em torno da origem. Nessc caso, a origem £ chamada de centro e £ tambdm dita estavel, mas 
nao assintoticamente estavel. Nos ires casos o sentido do movimento pode ser horario, como neste exemplo, ou 
trigonomdtrico, dependendo dos elementos na matriz de coeficientes A. 
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FIGURA 7.6.2 (a) Trajetorias do sistema (4): a origem e uni ponto espiral. ( h ) Graficos de .v, cm funijao dc t 
para o sistcma (4). 


Voltando a equatjAo geral (1) 

x = Ax, 

Podemos proceder como no excmplo. Suponha quo exisle um par dc autovalores complexes conjugados 
r, = X + i/i e r, - X /'/(. Entao os autovetores associados c ? :i tambem sao complexes conjugados. Para 
ver isso, suponha que r, e f " satisfazem 

(A — = 0. (12) 


Calculando a cquaqao complexa conjugada dessa equaqao e observando que A e I sao reais. obtemos 

(A - ?|l)f ,l) = 0. (13) 

onde r, e s5o os complexos^conjugados de r, e de respectivamente. Em outras palavras. r. = r, 
tambem e um autovalor e f’’ = um autovetor associado. As soliajoes correspondentcs 

x (1, (0 =|" ) e n ', x <2, (r) = 5 ,, y i ' (14) 

da equa?ao diferencial (1) sAo, entao, complexas conjugadas uma da outra. Portanto. como no Exemplo 
1, podemos encontrar duas solutes reais da Eq. (1) correspondentcs aos autovalores r, e r : tomando as 
partes real e imaginaria de x"’(f) ou de x l2, (/) dadas pela Eq. (14). 

Vamos escrever £" = a + /b, onde a e b sao reais: entao, 

x ,l, (r) = (a + /b)e a+ ' M) ' 

= (a + ih)e Xl (cos /it + isen/it). (15) 

Separando **'>(/) em suas partes real e imaginaria, obtemos 

x (,, (0 = e x '(acosfit - bsen/rf) + /e*'(asen/rH- bcos fit). (16) 

Se escrevermos x ( "(r) = u(r) + iv(f), entao os vetores 

u(r) = e k '(acosfit - bsen/zf)- ^ 

v(r) = e*'(a sen/<f + bcos fit) 

sao soluqdes reais da Eq. (1). £ possivel mostrar que u e v sao soluqdes linearmente independentes (veja 
o Problema 27). 

Por exemplo, suponha que a matriz A tern dois autovalores coniplexos r, = X + //i, r 2 X - in, e que r s , 
.... r„ sao reais e distintos. Sejam = a + /b, = a - <b, .... os autovetores associados. Entao, a 

solu^ao geral da Eq. (1) & 


X = Cju(r) + C2V(/) 4- ctf ( 3 , e fJ ' +- h c„$ "V"', 


(18) 
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onde u(r) e v(<) sao dados pelas Eqs. (17). Enfatizamos quc essa analise sc aplica apenas quando a matriz 
de coeficientes A na Eq. (1) for real, pois sd nesse caso os autovalorcs c autovetores complexos tern que 
aparecer em pares complexos conjugados. 

Para sistemas 2x2 com coeficientes reais, completamos nossa descrigAo do.> tres casos principais que 
podem ocorrer. 

1. Autovalorcs reais com sinais opostos; x = 0 e urn ponto de sela. 

2. Autovalorcs reais diferentes, mas com o mesmo sinal; x = 0 e um no. 

3. Autovalores complexos com parte real diferente de zero; x = 0 d um ponto espiral. 

Outras possihilidades sao menos importantes e ocorrem como transigAo entre dois dos casos que aca- 
bamos de listar. Por excmplo. um autovalor zero ocorre durante a transigAo entre um ponto de sela e um 
n6. Autovalores imaginarios puros ocorrem durante a transigAo entre pontos espirais assintoticamente 
cstilveis e instdveis. Finalmente, autovalores reais e iguais aparecem durante a transigAo entre nds c pon¬ 
tos espirais. 


EXEMPLO 


O sislema 


»)' 


contem um parametro a. Descreva como as solugdes dependem qualitativamente de a; em particular, encontre 
os valorcs criticos de a nos quais o comportainento qualitative das trajetdrias no piano de fase muda drastica- 
mente. 

O comportamento das trajetdrias d controlado pelos autovalorcs da matriz de coeficientes. A equagao ca- 
racteristica d 


de rnodo que os autovalorcs sao 


r - err + 4 = 0. 


a ± Va- — 16 


Da Eq. (21) segue que os autovalores sao complexos conjugados para -4 <a < 4 e reais nos outros casos. Assim, 
dois valorcs criticos sAocr = -4 e a - 4. onde os autovalores mudam de reais para complexos ou vice-versa. Para 
cr < —I ambos os autovalores sao n egatives. de modo quc todas as trajetdrias se aproximam da origem. q~ue d 
Trm no assintoticamente cstavel. Para a > 4 ambos os autovalores sao positives, de modo que a origem d, nova- 
mente. um nd. so que dessa vcz instavel; todas as trajetdrias (exceto x = 0) se lornam ilimitadas. No intervalo 
intermediario -4 < a < 4 os autovalores sao complexos e as trajetdrias sao espirais. No entanlo, para -4 < or < 
0 a parte real dos autovalores 6 negativa, as espirais estao orientadas para dentro e a origem 6 assintoticamen- 
le cstAvel. enquanto para 0 < a < 4 a parte real dos autovalores d positiva e a origem e instAvel. Assim, a = 0 
tambem d um valor crftico.ondc o sentido do movimento espiral muda de dentro para fora. Para ess e valor de 
a a origem e um centre e as trajetdrias sao curvas fechadas em tomo da origem . correspondendo'a sdTugdcs 
periolHca!fno tempo. Os outros valorcs criticos, u = ±4. geram autovalores reais e iguais. Nesse caso a origem 
e, novamente. um nd, mas o relrato de fase d um pouco diferente daqueles da Segao 7.5. Vamos analisar esse 
caso na Scgao 7.8. 


Um Sistema Mola-Massa Multiplo. Considere o sistema com duas massas e tres molas ilustrado na Figura 
7.1.1. cujas equagdes de movimento sao dadas pelas Eqs. (I) na SegAo 7.1. Se supusermos que nAo hd 
forgas externas, entao f\(i) = 0, /■,(/) = 0 e as equagoes resultantes sAo 

^ : - r t 

mi -r-r = ~(*i + *2)-M + »2-t2. 

nt- n->\ 


d 2 .x 2 . 

"«2-JT = "2-^1 
at- 


(k 2 + k 3 )x 2 . 


Essas equagdes podem ser resolvidas como um sistema de duas equagdes de segunda ordem (veja o Pro- 
blema 29), mas consistcnte com nossa abordagem neste capitulo vamos transforma-las cm um sistema de 
quatro equagdes de primeira ordem. Sejam _v, = = x', e y 4 = .t 2 \ Entao 


>‘i = y 3- 


V 2 = >'4. 


(23) 
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EXEMPLO 


e,das Eqs. (22), 

miy' 3 = - (k\ + ki)y\ + fayi, — foyi - (ki + (24) 

O exemplo a seguir trata ura caso particular desse sistema com duas massas e tres nrolas. 

Suponha que m, = 2, «i, = 9/4, k x = 1, k 2 = 3 e k } = 15/4 nas Eqs. (23) e (24). dc modo que essas equates fleam 

y\ = y»< y\ = y-t, y^ = -2yi + fya- yj = b> ~ 3 >’ 2 - (25) 

Analise os movimentos possfveis descritos pdas Eqs. (25) e desenhe grafleos mostrando comportamentos tfpicos. 
Podemos escrever o sistema (25) em forma matricia! como 

/ 0 0 1 0\ 

0 0 0 1 

y' = y = Ay. (26) 

J -2 3/2 0 0 

<4/3 -3 0 0, 

Tenha em menle que y, e y : sao as posiqoes das duas massas em relaqoes its suas posi^oes de equilfbrio e que y } 
e y, sao suas velocidades. Supomos,como de habito, que y = |e rl , onde r tern que ser urn autovalor da rnatri/ A e 
£ urn autovetor associado. E possfvel,emhora trahalhoso, encontrar os autovalores e autovetores de A manual- 
mente. mas 6 mais tacil com um programa de computador apropriado. O polinomio caracterfstico de A e 

r* 4- 5r + 4 = (r + l)(r + 4) (27) 

de modo que os autovalores sao r, = /, r, - -i,r 2 = 2 i e r 4 = -2t. Os autovetores associados sao 
/ 3\ / 3\ / 3\ / 3\ 


As solugoes complexas e " sao complexas conjugadas, logo podemos encontrar duas solugoes reais 
usando as partes real e imaginaria de uma das solu^dcs complexas. Por exemplo. temos 

|"V' = ( (cos / + /sen/) 


—3 sen / 
—2 sen f 


De maneira semelhante, obtemos 


* 'V" = 


= u' 1 '(f) + /V''(/). 


(cos2f + i sen 2/) 


3 cos 2/' 
-4 cos 2 1 
—6 sen 2/ 
8 sen 2/ 


3 sen 2/' 
-4 sen 2/ 
6 cos It 
-8 cos 2 1 , 


= u' : '(/) + rv l2 '(r). 


Deixamos a seu cargo a verificatjao de que u" 1 , v^'.u 12 ’ e v <:, sao linearmente independentes e formant, portanto, 
um conjunto fundamental de soluqoes. Assim, a soluqao geral da Eq. (26) e 


3 cos t' 
2 cos / 
-3 sen t 
—2 sen / 


3 sent' 

2 sen/ 

3 cos / 


3 cos 2/' 
-4 cos 2/ 
-6 sen 2/ 
8 sen 2/ 


3sen2/\ 
—4 sen 2/ 
6 cos 2/ 
-8 cos 2/; 


onde c„ c 2 , c, e c 4 sao constantes arbitrarias. 
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O espatjo de fase para esse sistcma tern dimensao quatro e cada solu^ao, obtida por uni conjunto particu¬ 
lar dc valores para c,.c 4 na Eq. (31). corresponde a uma trajetdria nessc cspaqo. Como cada solu^ao, dada 

pela Eq. (31). e periddica com pen'odo 2;r. cada trajetdria 6 uma curva fcchadu. Ndo importa onde a trajctdria 
come^a cm t = 0, ela retorna a esse ponto cm t 2n, t - 4/r. c assim por diante. percorrendo a tnesma curva re 
pctidamcnte em intervalos de tempo de comprimcnto 2rr. Ndo tentaremos mostrar nenhuma dessas trajet6rias 
de dimensao quatro aqui. Em vez disso. mostramos projeqoes de algumas trajetdrias nos pianos y,y 3 ou >\y 4 nas 
figuras mais adiante. mostrando. assim. o movimcnto de cada massa separadamente. 

As duas primeiras parcelas d direita do sinal de igualdade na Eq. (31) dcscrevem movimentos com fre¬ 
quence I e pen'odo 2n. Note que y> = (2/3)y, nessas parcelas e que y 4 = (2/3)y v Isso signilica que as duas massas 
sc movcrn para a frente e para tr.is juntas, sempre no mesmo sentido. mas com a segunda massa percorrendo 
dois terqos da distancia percorrida pela primeira. Se focalizarmos na solu^do u‘"(r) e fizermos o grdfico de y, e 
y, em luni;ao de I nos mesmos eixos. obteremos os grdficos dc cossenos com amplitudes 3 e 2. respeclivamentc. 
ilustrados na Figura 7.6.3 a. A trajetdria da primeira massa no piano y,y, permancce no circuit! de raio 3 na Fi- 
gura 7.6.3 b. percorrido no sentido hordrio cometjando no ponto (3,0) e completando uma volta cm urn tempo 
In. Esta figura tambem mostra a trajetdria da segunda massa no piano v L y,. que permanece no cfrculo de raio 
2 . tanibdm percorrido no sentido hordrio cometjando em (2.0) e tambdm completando uma volta em um tem¬ 
po 2n. A origem e um centra nos pianos respectivos y,y, c y,v 4 . Grdficos semelhantes (com um deslocamcnto 
apropriado no tempo) sao obtidos dc v" 1 ou de uma combinaqdo linear dc u" 1 e v 1 ". 

As parcelas remanescentes a direita do sinal de igualdade na Eq. (31) dcscrevem movimentos com frequin- 
cia 2 e periodo n. Observe que nessc caso y. = (4/3)y, e y 4 = - (4/3)y,. Isso significa que as duas massas esldo 
sempre se movendo cm sentidos opostos e que a segunda massa percorre quatro ten;os da distancia percorrida 
pela primeira. Considerando apenas u ''(f) e fazendo os grdficos de y, e y. em funqao dc / nos mesmos eixos. 
ohlcmos a Figura 7.6,4 k. Existe uma diferenga de fase de n e a amplitude de y, e de quatro terqos da nmplitu- 




FIGURA 7.6.3 (a) Um grdfico de y, cm funtjao de f e de y, cm funtjao de / para a soluijao u n, (i). (b) Super- 
posiqdo de projeqoes de trajetdrias nos pianos y,y» e y.y 4 para a solutjao u"’(f). 
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de de y,, confirmando as afirmagoes precedentes sobre o movimento das massas. A Figura 7.6.46 mostra uma 
superposigao das trajetorias das duas massas era seus respectivos pianos de fase. Ambas sao elipses, a interna 
correspondendo a primeira massa e a externa & segunda. A trajetdria da elipse interna comega em (3.0) e a da 
elipse externa em (-4.0). Ambas sao percorridas no sentido hor^rio e a volta e completada em urn tempo jt. A 
origent 6 urn centra nos pianos respectivos y L v, e y,y 4 . Mais uma vez, graficos semelhantes s3o obtidos de v l?l ou 
de uma combinagao linear de u ,3) e v ,3 >. 

Os tipos de movimento descritos nos dois paragrafos precedentes sao chamados de modus fundamentais 
de vibrato para o sistema com duas massas. Cada urn deles resulta de condigoes iniciais hem especiais. Por 
exemplo, para obter o modo fundamental de frequ£ncia 1 ambas as constantes. c, e c 4 . na Eq. (31) tern que ser 
nulas. Isso so ocorre para condigdes iniciais nas quais 3y 2 (0) = 2y,(0) e 3y 4 (0) = 2y,(0). Analogamente. o modo 
fundamental de frequencia 2 sd £ obtido quando ambas as constantes, c, e c 2 , na Eq. (31) sao nulas - ou seja, 
quando as condigdes iniciais sao tais que 3y 2 (0) = - 4y,(0) c 3y 4 (0) = - 4y,(0). 

Para condigdes iniciais mais gerais, a solugao e uma combinagao dos dois modos fundamentais. A Figura 
7.6.5 a mostra urn grafico de y, em fungiio de i para um caso tfpico, e a projegao da trajetoria correspondente 
no piano y,y, esta na Figura 7.6.56. Esta ultima figura pode dar uma ideia errada, jri que mostra a projegao da 
trajetdria cruzando a si mesma. Isso nao pode ocorrer na trajetdria real em quatro dimensoes, pois violaria o 
teorema geral de cxistencia e unicidade: nao podem existir duas solugoes diferentes saindo do mesmo ponto 
inicial. 




( 6 ) 


FIGURA 7.6.5 Uma solugao do sistema (22) satisfazendo as condigdes iniciais y(0) = (—1.4.1.1). (a) Um grrifico 
de y, em fungiio de I. (6) a projegilo da trajetoria no piano y L v,. Como dito no texto, a trajetoria real em quatro 
dimensdes n3o se intersecta. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6: 

■ (a) Expresse a solugao geral do sistema de equagoes dado como combinagao de fungoes reais. 

(b) Descnhe. tambem. um cantpo de diregoes, esboce algumas trajetorias e desereva o comportamento das 
solugdes quando t -* oo. 
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* — 6 :;)« 
* l 0=0 :’)» 


fl 5 


H % 


n **-(j :;)» 

* 6, ' = (-5 -!)" 


Em cada uni dos Problemas 7 e 8, cxpresse a solu^So gcral do sistema de equates dado cm termos de funqdes 
reais. 


'1 0 0\ 

7- *' = 2 1 -2 x 

U 2 1/ 


n (~ 3 0 2> \ 

fa/x' =1-1 0 

\-2 "I oj 


Em cada um dos Problemas 9 e 10. enconlre a soluqao do problema de valor inicial dado. Descreva o 
comportamento da soluijao quando t —► oc. 

-■=(: :;)«■ —(!) ©■-(- >• —(-i) 

Em cada um dos Problemas 11 e 12: 

(a) Enconlre os autovalores do sistema dado. 

(b) Escolha um porno inicial (diferente da origem) e desenhe a trajetoria correspondente no piano .v,.v.. 

(c) Para a sua trajetoria encontrada em (b). desenhe os graticos de .r, c x. em fun^ao de I. 

(d) Para a sua trajetoria encontrada em (b). desenhe o gratico correspondente no espa^o tridimensional «,.r.. 


--(! -D 


* ■“-(-!;) 


Em cada um dos Problemas de 13 a 20. a matrix de coeticientes content um parametro a. Em cada um desses 
problemas: 

(a) Determine os autovalores cm funqao de u. 

(b) Enconlre o valor ou valorcs criticos de or onde a nature/a qualitative do retrato de fase para o sistema 
muda. 

(c) Desenhe retratos de fase para um valor de a ligeiramente menor e para outro valor ligeiramente maior do 
que cada valor critico. 


«)* 

*■»>-{: e)> 
* "■*-(:! 
*@■=0 i 


* O' ■ f • ’*)* 
*-=(! |), 


Em cada um dos Problemas 21 c 22. resolva o sistema de equaqoes dado pelo metodo do Problema 19 da Se<;§o 
7.5. Suponha que f > 0. 




‘"-C :S) 


Em cada um dos Problemas 23 e 24: 

(a) Enconlre os autovalores do sistema dado. 

(b) Escolha um ponto inicial (diferente da origem) e desenhe as trajetdrias correspondences no piano x,x 2 . 
Desenhe. tambem. as trajetdrias nos pianos x { x y e .totj. 

(c) Para o ponto inicial do item (b), desenhe a trajetdria correspondente no espatjo -v,.r > r 1 . 
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H 1 °\ 

( * 

1 

o\ 


23. x* = 1 -1 O x 

^(24)x= -1 

4 

0 

X 

—If 

1 

o 

o 

W \ 0 

0 

fo ) 



25. Considere o circuito eldtrico ilustrado na Figura 7.6.6. Suponha quc /?, = /?, = 4 Q. C=-jFeL=8H. 

(a) Mostre que esse circuito (5 dcscrito pelo sistema de equates diferenciais 


d_ 

ell 



0 ) 


onde / e a corrente passando no indutor e V 6 a queda de voltagem atraves do capacitor. Sugestao: veja o 
Problema 19 da Sei;ao 7.1. 

(b) Encontre a solu(,'So geral das Eqs. (i) como combinaqao de fundees reais. 

(c) Encontre /(/) e V(t) se 1(0) = 2 A e V(0) = 3 V. 

(d) Determine os valores limites de /(/) e V(t) quando t -* oc. Esses valores limites dependent das condi- 
i,'6es iniciais? 



FIGURA 7.6.6 O circuito no Problema 25. 

26. O circuito eletrico ilustrado na Figura 7.6.7 e descrito pelo sistema de equates diferenciais 




FIGURA 7.6.7 O circuito no Problema 26. 

onde 16 a corrente passando no indutor e V 6 a queda de voltagem atraves do capacitor. Essas equates 
diferenciais foram deduzidas no Problema 19 da Se?3o 7.1. 

(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes sao reais e distintos se L > 4 R'-C: mostre que sao 
complexos conjugados sc L < 4 R-C. 

(b) Suponha que R = \ fl, C=tFcL = 1H. Encontre a soluq.lo geral do sistema (i) neste caso. 

(c) Encontre l(i) c V(i) se 7(0) = 2 A e V(0) = 1 V. 

(d) Para o circuito no item (b), determine os valores limites de l(t) e V(r) quando t —» oc. Esses valores 
limites dependem das condi(des iniciais? 

27. Vamos indicar. neste problema. como mostrar que u(/) c v(t). dados pelas Eqs. (17). sao linearmente inde- 
pendentes. Sejam r, = X + i/x c r, = X - in um par de autovalores conjugados da matriz de coeficientes A da 
Eq. (1); sejam = a + /b ef"’ = a - ib os autovetorcs associados. Lembre-se de que foi dito na Segao 7.3 
que se r, * F„entao e f<" sSo linearmente independentes. 

(a) Vamos mostrar. primeiro, que a e b sao linearmente independentes. Considere a equa^do r,a + c ; b = 
0. Expresse a e b em fun<;aode £"e def"\e depois mostre que (c, - ic 2 )$" > + (c, + i'c.)£ ( "= 0 
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(b) Mostre que c, - ic : = 0 e c + ic, = 0 e que. portanto, c, = 0 e c ; = 0. Em consequencia. a e b sao linear- 
mente independentes. 

(c) Para mostrar que u(r) e v(f) sao linearmente independentes, considere a equaqao c : u(f„) + c : v(f„) = 0. 
onde r„ £ um ponto arbitrano. Reescreva essa equaqao em termos de a e b c depois prossiga como no 
item (b) para mostrar que c, = 0 e c. = 0. Logo, u(/) c v(r) sSo linearmente independentes no ponto 
arbitrario /„. Portanto, sSo linearmente independentes em qualqucr ponto e em qualquer intervulo. 

Uma massa m em uma niola com constante k satisfaz a equa<;ao diferencial (veja a Segao 3.7) 

/m'" + kv = 0. 

onde v(/) e o deslocamento da massa no instante r a partir de sua posiqao de cquilfbrio 

(a) Sejam .v, = ve ,t ; = v’;mostre que o sistema resultante e 

0 

k/m 


'o) x 


2V. 


(b) Encontre os autovalores da matriz para o sistema no item (a). 

(c) Esboce diversas trajetdnas do sistema. Escolha uma de suas trajetorias e esboce os graficos corres- 
pondentes de .t, e de x. em funqao de r. Esboce ambos os graficos no mesmo conjunto de eixos. 

(d) Qual a relaqao entre os autovalores da matriz de coeficientes e a frequfincia natural do sistema mola- 
niassa? 

Considere o sistema com duas massas e tres molas do Exemplo 3 no texto. Em vez de converter o proble- 
ma em um sistema de qualro equaqdes de primeira ordem. vamos indicar aqui como proceder diretamente 
das Eqs. (22). 

(a) Mostre que as Eqs. (22) podern ser escritas na forma 


(b) Suponha que x = £<•" e mostre que 


l-l 3/2\ 

I 4 / 3 ~V*~ 


(A - rl)$ = 0. 


Ax 


(i) 


4'Z 3o. 




Note que r (em vez de r) c um autovalor de A associndo ao autovetor 

(c) Encontre os autovalores e autovetores de A 

(d) Escreva expressoes para \ e x : . Deve haver qualro constantes arbitrarias nessas expressoes. 

(e) Diferenciando os resultados do item (d). escreva expressoes parax,’ e xl.Seus resultados nos itens (d) 
e (c) devem estar dc acordo com a Eq. (31) no texto. 

Considere o sistema com duas massas e tres molas cujas equates de movimento s5o as Eqs. (22) no texto. 

Suponha que m, = 1. mi. = 4/3. A, = 1, k. = 3 e k, - 4/3. 

(a) Como no texto. transforme o sistema em quatro equaqoes de primeira ordem da forma y' = Ay. De¬ 
termine a matriz de coeficientes A. 

(b) Encontre os autovalores e autovetores de A. 

(c) Escreva a soluqao geral do sistema. 

(d) Descreva os modos fundamentals de vibrato. Para cada modo fundamental, desenhe graficos de y, e 
de y, em funqao de I. Desenhe, tambem, as trajetdnas correspondentes nos pianos > L v, e y-y 4 . 

(e) Considere as condigdcs iniciais y(0) = (2.1.0,0) r . Calcule as constantes arbitrarias na soluqao geral 
do item (c). Oual o perfodo do moiimento nesse caso? Desenhe graficos de y, e de y- em funqAo de 
t. Desenhe, tambem, as trajetorias correspondentes nos pianos y,y, c y,y 4 . Certifique-se de que vocS 
compreende como as trajetorias sao percorridas durante um perfodo completo. 

(f) Considere outras conditjdes iniciais de sua escolha e desenhe graficos semelhantes aos pedidos no 
item (e). 

Considere o sistema com duas massas e tres molas cujas equagoes de movimento sao as Eqs. (22) no texto. 

Suponha que m, = /m ; = 1, A, = A,= k 3 — 1. 

(a) Como no texto, transforme o sistema em quatro equaqdes de primeira ordem da forma y’ = Ay. De¬ 
termine a matriz de coeficientes A 

(b) Encontre os autovalores e autovetores de A 

(c) Escreva a solugao geral do sistema. 

(d) Descreva os modos fundamentals de vibra<ao. Para cada modo fundamental, desenhe graficos de y, 
e de y, em fungao de I. Desenhe, tambem, as trajetdrias correspondentes nos pianosy,yj e y-y 4 . 
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(e) Considcre as condi^des iniciais y(0) = (-l,3.0.0) r . Calcule as constantes arbitrarias na solutjao geral 
do item (c). Desenhe graficos de y, e de >\ em funqao de I. Voce acha que a soluqao e peribdica? De- 
senhe, tamb£m. as trajetdrias correspondentes nos pianos yy, e y$ 4 , 

(f) Considere outras condiqfles iniciais de sua escolha e desenhe gniflcos semelhantes aos pedidos no 
item (e). 


7.7 Matrizes Fundamentals 

A estrutura de solutes de sistemas de equates diferenciais lineares pode ficar mais clara pela introdu- 

i;ao da ideia de matriz fundamental. Suponha que x">(/). \ {n '(t) formam uni conjunto fundamental de 

soluqoes para a equa^ao 

x=P(/)x (1) 

em algum intcrvalo a <t< p. Entao, a matriz 

/x\ u (t) ■■■ .r < 1 '”(f)> 

*(/) = I : : . (2) 

••• -C’t')/ 

cujascolunas sao os vetores x'"(r).x""(/).^ dita uma matriz fundamental para o sistema (I). Note que 

uma matriz fundamental e inverti'vel, jri que suas colunas sao vetores linearmcnte independentes. 


EXEMPLO 


Encontre uma matriz fundamental para o sistema 


:)■ 

■(i) •—(-■:) 

la Eq. (3). Assim. uma matriz fund. 
/ e* e~'\ 

(<) ” y2e v -2e ‘) ‘ 


No Exemplo I da SeqSo 7.5 vimos que 


sao solu<;6es linearmcnte independentes da Eq. (3). Assim. uma matriz fundamental para o sistema (3) e 


A solu^ao de urn problema de valor inicial pode ser escrita de maneira bem compacta em termos de 
uma matriz fundamental. A solu<;ao geral da Eq. (I) e 

x = C|X <l, (f) 3 - 4- c„x w (t) (5) 

ou, em termos de 

x = *(0 c. (6) 


onde c & um vetor constante com componentes arbitrdrias c„ .... c„. Para urn problema de valor inicial 
consistindo na equa<;ao diferencial (1) e na conditio inicial 

x(/ 0 ) = x°. (7) 


onde f„ 6 um ponto dado emoKK/lex 1 ' e um vetor inicial dado, basta escolher o vetor c na Eq. (6) que 
satisfaqa a condi<;ao inicial (7). Portanto, c tern que satisfazer 

¥(/ 0 )c = x°. (8) 


Logo.como 'l»(f 0 ) invertfvel. 
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x = *(/)#“ 1 («o)x° (10) 

6 a soluijao do problems de valor inicial (1). (7). Enfatizamos. no entanlo, que para resolver urn problems 
de valor inicial dado normalmente resolvemos a Eq. (8) por reduqSo de linhas e. depois, substitui'mos a 
solugSo c na Eq. (6). em vez de calcular 4»~ l (/ n ) e usar a Eq. (10). 

Lembre-se de que cada coluna da matriz fundamental 6 uma xolu<;ao da Eq. (1). Segue que * satis- 
faz a equaqao diferencial matricial 

*' = P(r)¥. (11) 

Essa relatjao e conlirmada imediatamente comparando-se os dois lados da Eq. (II) coluna a coluna. 
Algumas vezes e conveniente usar a matriz fundamental especial, denotada pot 4»(f). cujas colunas 

sao os vetores x"’(f).x'"'(f) dados noTeorema 7.4.4. Alern da equa?ao diferencial (I), esses vetores 

satisfazem as condi^oes iniciais 

x w Ub) = e </) , (12) 

onde e e o vetor uniuirio, definido no Teorema 7.4.4, com urn na /-£sima posi<;ao e zeros em todas as 
outras componentes. Assim. 4>(r) tern a propriedade 


OUo) = 


0 0 • • • I 


Vamos sempre rescrvar o simbolo 4> para denotar a matriz fundamental que satisfaz a condiijao inicial 
(13) e usai ♦ quando se desejar uma malri/ fundamental arbitraria. Em termos de 4>(/), a soluqao do 
problems de valor inicial (1), (7) parece ate mais simples; como <l> '(/,,) = 1. segue da Eq. (10) que 

x = <t»(f)x°. (14) 

Embora a matriz fundamental 4>(i) seja. muitas vezes. mais complicada do que 4»(r). ela sera particular- 
mente util sc o mesmo sistema de equaqoes diferenciais for resolvido repetidamente sujeito a condiqoes 
iniciais diferenles. Isso corresponde a uni sistema ffsico dado que podc come^ar em muitos estados ini¬ 
ciais diferentes. Se a matriz fundamental <t>(l) liver sido delerminada.entao a solu^ao para cada conjunto 
de condiqoes iniciais podera ser encontrada simplesmente atraves da multiplicaqao de matrizes, como 
indicado na Eq. (14). A matriz <t>(r) represenla. assim. uma transformaijao das condiqSes iniciais x’ na 
solugao x(f) em urn instante arbitr:Srio t. Comparando as Eqs. (10) e (14), e claro que <t>(f) = »!»(/)♦ '(f). 


EXEMPLO 


entanto. agora 6 facil deterniinar a soluijSo correspondente a qualquer conjunto de condi<;6es iniciais. 


Para o sistema (3). 


-■C ■) 


no Excniplo l.encontre a matriz fundamental <t> tal que «*»(()) = I 

As colunas de 4> sao as soluijoes da Eq. (3) que satisfazem as condi?6es iniciais 


x"’(0) = 


x'-'(O) = 


Como a soluflo geral da Eq. (3) (5 




podemos encontrar a solu^ilo que satisfaz o primeiro conjunto de condig&es iniciais escolhendo c, = c 2 = 4; 
analogamente, obtemos a soluqao que satisfaz o segundo conjunto de condisoes iniciais escolhendo c, = j e c } 
= -j. Logo, 


*«) = 


y e 5 ' - e"' je 3 ' + \e~’ 


Note que os elementos de <t>(r) sao mais complicados que os da matriz fundamental ♦(0 dada pela Eq. (4); no 
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A Matriz expfA t). Lembre que a solu^ao do problema de valor inicial escalar 

x' = ox, x(0) = -t 0 . 


onde a 6 constante, 6 


x = xoexp(at). 


Considere, agora, o problema de valor inicial correspondente para urn sistema n x n, a saber, 

x' = Ax, x(0) = x°, (19) 

onde A e uma matriz constante. Aplicando os resultados desta seqao ao problema (19), podemos escrever 
sua soluqao como 

x = «J»(r)x°, (20) 

onde 4>(0) = I. A compara^o entre os problemas (17) e (19) e suas solmjoes sugere que a matrix <!>(/) 
pode ter um cardter exponencial. Vamos explorar essa possibilidade. 

A fun<;ao exponencial escalar exp(«/) pode ser representada pela serie de potencias 

00 a n t n 

exp(af) = 1 + £ —, (21) 

que converge para todo t. Vamos, agora, substituir o escalar a pela matriz n x // constante A e considerar 
a sdrie correspondente 

A "t n , . A 2 / 2 AY 

l +E-^r = l+A '+^r + -+-^- + — < 22 > 

/f«l 

Cada lermo na s£rie (22) 6 uma matriz n x n. £ possfvel mostrar que cada elemento dessa soma de matri- 
zes converge para todo t quando n -* oo. Logo, a serie (22) define uma nova matriz como sua soma, que 
denotamos por exp( A/), ou seja, 

00 \"[n 

exp(A/) = I + £ —j-» (23) 

n -1 

andloga h expansao (21) da fun$3o escalar exp(a/). 

Diferenciando a serie (23) termo a termo, obtemos 

d 1X1 \”i n 

-[exp(Af)] = £ —-=A I + £ — = Aexp(Af). (24) 

n=t ' ’ L n=l . 

Assim, exp(Af) satisfaz a equa^So diferencial 

j exp(At) = A exp(A/). (25) 

A16m disso, quando t = 0 exp( Ar) satisfaz a condiqao inicial 

exp(A/) = I. (26) 

(=0 

A matriz fundamental 4* satisfaz o mesmo problema de valor inicial que exp( At), a saber, 

4> = A4>, 4>(0) = I. (27) 

Entio, pela parte referente <t unicidade noTeorema 7.1.2 (estendido para equates diferenciais matri- 
ciais) conclufmos que exp(A/) c a matriz fundamental 4>(f) sao iguais. Assim. podemos escrever a solut;3o 
do problema de valor inicial (19) na forma 

x = exp(Af)x°, (28) 

que 6 an^loga a solu^ao (18) do problema de valor inicial (17). 

Para justificar, definitivamentc, a utilizaqao de exp( At) para a soma da serie (22) deverfamos demons- 
trar que essa fun?ao matricial tern as propriedades que associamos a funqao exponencial usual. Um modo 
de fazer isso estd esquematizado no Problema 15. 
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EXEMPLO 

3 



Matrizes Diagonalizaveis. A razao bdsica pela qual um sistema linear de equates (algebricas ou diferen- 
ciais) apresenta alguma dificuldade e que as equates estao, em geral. acopladas. Em outras palavras, 
algumas das equates, ou todas elas, envolvem mais de uma das incognitas - tipicamente, todas elas. Por- 
tanto, as equates em um sistema tern que ser resolvida s simulmn eamente. Por outro lado, sc cada equa- 
qao dependesse de uma unica varidvel entao cada equa^ao podena ser resolvida independentemente de 
todas as outras, o que e uma tarefa muito mais simples. Essa observa53o sugere que uma possi'vel maneira 
de resolver um sistema de equates pode ser transformando-o em um sistema equivalente desacoplado , 
no qual cada equagao content uma unica inedgnita. Isso corresponde a transformar a matriz de coeficien- 
tes A em uma matriz diagonal. 

Autovetores servem para se obter uma tal transforma^ao. Suponha que a matriz n x n A tern um 
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Lembre-se de que esse 6 certamente o 
caso quando os autovalores de A forem todos distintos ou quando A for autoadjunta. Denotando esses 

autovetores por e por X,.X„ os autovalores associados, formamos a matriz T. cujas colunas 

sao os autovetores, ou seja, 




T = 


sr\ 


(29) 


u<” ••• ev 

Como as colunas de T sao vetores linearmente independentes, det T # 0; logo, T e invertivel e T 1 existe. 
Um cdlculo direto mostra que as colunas da matriz AT sao simplesmente os vetores A£ 11 ,.... A? 1 '". Como 
A£ u = X^*», segue que 

An)\ 


AT = 


onde 



at 

i 



MS 

to 

/i 




At 

0 


— 

0 

^■2 



\Q 

0 



= TD, 


(30) 


0\ 

0 

kJ 


(31) 


e uma matriz diagonal cujos elementos diagonals sao os autovalores de A. Da Eq. (30). segue que 

T ‘AT = D. (32) 


Assim, se os autovalores e autovetores de A sao conhecidos, A pode ser transformada em uma matriz 
diagonal pela Eq. (32). Esse processo e conhecido como uma transforma^ao de semelhanqa e a Eq. (32) e 
descrita, em palavras, dizendo-se que A e semelhante a matriz diagonal D. Outra maneira € dizer que A 
e diagonalizavcl. Observe que uma semelhan?a nao muda os autovalores de A e transforma seus autove¬ 
tores nos vetores coordenados e (l> .e'’' 1 . 

Se A for autoadjunta, o determinante de T 1 e muito simples. Sabcmos que os autovetores £ ,) . $ n) 

de A sao ortogonais entre si, logo podemos escolhe-los de modo que estejam normalizados por (£ (,) , |*°) 
= 1. Entao, e facil veriftcar que T 4 = T*; em outras palavras, a inversa de T i igual a sua adjunta (sua 
transposta conjugada). 

Finalmente, observamos que se A tiver menos do que n autovetores linearmente independentes, entao 
nao existe matriz T tal que T 'AT = D. Nesse caso, A nao e semelhante a nenhuma matriz diagonal e n3o 
6 diagonalizavel. 


Considere a matriz 

A -(J !)■ (33) 

Encontre uma matriz T que defina uma semelhanga e mostre que A e diagonalizSvel. 

No Exemplo 1 da Segao 7.5 vimos que os autovalores e autovetores de A sao 

I '.=3, = <«> 

Logo, a matriz de semelhanqa T e sua inversa T 1 sao dadas por 
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EXEMPLO 

4 


Portanto, vocfi pode vcrificar que 


-G 4)' Hi 4) 

T ' AT = (o -?) = D 


Vamos, agora, voltar para o sistema 


x' = Ax, 


( 35 ) 


(36) 


(37) 


onde A e uma matriz constante. Nas Seqdes 7.5 e 7.6 descrevemos como resolver lal sistema partindo da 
hipdtese de que x = Vamos fornecer. agora, outro ponto de vista, baseado na diagonaliza^So da matriz 
de coeficientes A. 

De acordo com os resultados que acabamos de enunciar, 6 posslvel diagonalizar A sempre que A liver 

um conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Sejam .os autovetores de 

A associados aos autovalores r,. r„ e formem a matriz de scmelhan^a T cujas colunas sao . l*"\ 

Entao, definindo uma nova variavel dependente y pela rcla^So 


temos,da Eq. (37), 
Multiplicando por T '.obtemos 
ou, usando a Eq. (32). 


x=Ty, 

Ty = ATy 
y’ = (T-‘AT)y, 


(38) 

(39) 

(40) 

(41) 


/ = Dy 

Lembre que D e a matriz diagonal cujos elementos diagonals sao os autovalores r . . de A. Uma ma¬ 

triz fundamental para o sistema (41)e a matriz diagonal (veja o Problems 16) 

(e r '' 0 ... 0 \ 


Qu) = exp(Dr) = 


0 e r 


0 


(42) 


\0 0 ••• c r - 7 

Uma matriz fundamental para o sistema (37) 6 formada, entao, de Q atraves da transformaqao (38) 

¥=TQ; (43) 

ou seja. 


V(0 = 







(44) 


A Eq. (44) conlirma o resultado obtido na Seqao 7.5. Esse processo de diagonalizaijao nao tern ne- 
nhuma vantageni computacional cm relaqao ao metodo da Se<;ao 7.5, jd que, em qualquer caso, e preciso 
calcular os autovalores e autovetores da matriz de coeficientes no sistema de equates diferenciais. 


Considere, mais uma vcz.o sistema de equates diferenciais 

x = Ax, 


(45) 


onde A 6 dada pela Eq. (33). Usando a transformaqao x = Ty, onde T <5 dada pela Eq. (35), voce pode reduzir 
o sistema (45) ao sistema diagonal 
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y '-(o 


Obtenha uma matrix fundamental para o sistema (46) e depois a transforme para obter uma mutriz fundamen¬ 
tal para o sistema original (45). 

Multiplicando, repetidamente, I) por si mesma. vemos que 


:)■-:) . 

Poriunto. segue da Eq. (23) que exp(I)/) £ uma matrix diagonal com elenientos diagonals e' 1 e e ‘,ou seja. 

Mo -)• 

i fundamental desejada ♦(/) multiplicando T por cxpl 

*«-(; A 


Fmalmente, obtemos a matrix fundamental desejada ♦(/) multiplicando T por cxp( I)/): 


Note que cssa matriz fundamental £ a encontrada no Excmplo I. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 10: 

(a) Encontre uma matrix fundamental para o sistema de equates dado. 

(b) Encontre. tambem.a matrix fundamental 4>(/) que satisfax <t>(0) = I. 


SH:;)» 
3- 
'!)* 

cs>-fi ! 


-(1 
4,= C 4* 
*• '■('! 
-0-> 


10. x’ = 


-8 -5 -3 


11. Resolva o problema de valor inicial 


2 -1 

1 -1 


M -)’■ — (-0 


_ , usando a matriz fundamental <t>(/) encontrada no Problema 3. 
2J Resolva o problema de valor inicial 


■'-( ! It)’’ ,<o, -(?) 


usando a matriz fundamental 4>(f) encontrada no Problema 6. 

13. Mostre que ♦(/) = ♦(f)»l< '(f 0 ).onde 4>(r) e 4<(f) sao como definidas nesla se?ao. 

14. A matriz fundamental <!>(/) para o sistema (3) foi encontrada no Exemplo 2. Mostre que <t>(r) 4>(.v) = <t>(r + 
s) multiplicando $(r) c <t>(s). 

15. Seja <*►(/) a matriz fundamental satisfazendo <$>' = A4>. ♦(O) = I. No texto.denotamos essa matriz tamb£m 
por exp(Af). Neste problema vamos mostrar que <1> tern, de fato, as propriedades algebricas principals 
associadas a fun<;ao exponencial. 

(a) Mostre que «l>(/)«*»(.v) - 4>(r + j).ou seja,exp(Af)exp(A.r) = exp[A(r + s)). 

Sugestao: mostre que se s 6 fixoe f variavel.entao <t»(/)«X*(.v) c 4>(/ + s) satisfazem o problema de valor inicial 
Z = AZ, Z(0) = 4>(s). 
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(b) Mostre que <fr(f)$(-f) = I.ou scja, exp(A/)exp[A(-f)] = I. Dcpois, mostre que 4>(-f) = 4> '(0- 

(c) Mostre que <t>(/-s) = 4>(f) <> '(.v). 

16. Mostre que sc Ae uma malriz diagonal com elementos diagonals a,, a 2 ,.... a„. enlao exp( Af) 6 tamWm 

uma matriz diagonal com elementos diagonals exp(a,/) t exp(a,/).exp(a„f). 

17. Considere urn oscilador satisfazendo o problema de valor inicial 

u” + a ru = 0. u(0) = «o. «'(0) = uo. (i) 

(a) Sejam .r, = n, x, = u' e coloque as Eqs.(i) na forma 

x’ = Ax. x(0) = x n . (ii) 

(b) Usando a sdrie (23), mostre que 

. . sen a>t ..... 

exp Af = I coscar + A-. (in) 

<o 

(c) Encontre a soluqao do problema de valor inicial (ii). 

18. O m^todo de aproximaqoes sucessivas (veja a Seq&o 2.8) tambcm pode scr aplicado a sistemas de equa¬ 
tes. Por exemplo. considere o problema de valor inicial 

x' = Ax. x(0) = x°, (i) 

onde A 6 uma matriz constante e x" um vetor dado. 

(a) Suponha que existe uma soluqdo x = 4»(r) e mostre que ela tern que satisfazer a cqua^ao integral 




ds. 


(b) Comece com a aproximaffio inicial 4>""(r) = x". Substitua <t>(.\) no lado direito da Eq. (ii) por essa ex- 
pressAo e obtenha uma nova aproximatjSo «I> "(f). Mostre que 

0"’(r) = tl + Anx'\ (iii) 

(c) Repita esse processo obtendo. assim. uma scquencia de aproximaqoes <l> <1> ". <t>. <t>... Use 

um argumento indutivo para mostrar que 


: + Af + A- - + • • • + A 


■*£)<■• 


(d) Faqa /i -» oc e mostre que a soluqao do problema de valor inicial (i) e 

0(/) = exp(Ai)x°. 


7.8 Autovalores Repetidos 


Concluiremos nossa discussao do sistema linear homogeneo com coclicientes constantes 

x'= Ax (1) 

considerando o caso em que a matriz A tern autovalores repetidos. Lembre que observamos, na Set^o 
7.3, que um autovalor repetido com multiplicidade algebrica k > 2 pode ter multiplicidade geomdtrica 
menor do que k. Em outras palavras, pode ter menos do que k autovetores linearmente independentes 
associados a esse autovalor. O exemplo a seguir ilustra essa possibilidade. 


EXEMPLO 


Encontre os autovalores e autovetores da matriz 


Os autovalores r e os autovetores ? satisfazem a equaqao (A - rl)$ = 0. ou 


*-(: 1 

tisfazem a cqua^So (A - rl)$ = 

(v 


(3) 
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EXEMPLO 

2 


■■rl Ut$UU if i'll 


Os autovalores sao as raizes da equax'ao 


det(A - rl) = 



= r - 4r + 4 = 0. 


(4) 


Logo, os dois autovalores sao r, = 2 e r, = 2, ou seja. o autovalor 2 tem multiplicidade 2. 

Para determinar os autovetores associados. precisamos voltar para a Eq. (3) e usar o valor 2 para r. Isso nos da 



Oblemos, portanto, uma unica condigao +1 2 = 0, que delermina em funqao de £ . ou vice-versa. Entao, um 
autovetor associado ao autovalor r - 2 6 


ou qualquer multiple nao nulo desse velor. Note que cxiste apenas um autovetor linearmente independente 
associado a esse autovalor duplo. 


Voltando para o sistema (1),suponha que r- pc uma raiz de multiplicidade k da equa^ao 

det(A - rl) = 0. (7) 

Entao pc um autovalor de multiplicidade k da matriz A. Nesse caso.existem duas possibilidades:ou exis- 
tem k vetores linearmente independentes associados ao autovalor p, ou existem menos do que k desses 
vetores. 

No primeiro caso. sejam ? 1 .os k autovetores linearmente independentes associados ao auto- 

valor p de multiplicidade k. Entao. x'"(/) = f "e".x“'(r) = $ k) e‘" sao k solu?oes linearmente indepen¬ 

dentes da Eq. (I). Assim. nesse caso. nao faz diferen^a que o autovalor r - p seja repetido: ainda existe 
um conjunto fundamental de solui;bes da Eq. (I) da forma Esse caso sempre ocorre se a matriz A de 
coeficientes for autoadjunta. 

No entanto. se a matriz de coeficientes nao for autoadjunta entao podem existir menos do que k ve¬ 
tores linearmente independentes associados ao autovalor p de multiplicidade algebrica k e, se for esse o 
caso, havera menos do que k soluqoes da Eq. (1) da forma ' associadas a esse autovalor. Portanto, para 
conslruir a soluqao geral da Eq. (I) e preciso encontrar outras soluqoes de forma diferente. Por analogia 
com resultados anteriores para equates lineares de ordem «, e natural procurar outras soluqoes envol- 
vendo produtos de funqoes polinomiais e exponenciais. Vamos primeiro considerar um exemplo. 

Encontre um conjunto fundamental de solugoes para 

1 ='"■(! "!)* <8) 
e desenhe um retrato de fase para esse sistema. 

A Figura 7.8.1 mostra um campo de diregoes para o sistema (8). Nessa figura parecc que todas as solu?oes 
nao nulas se afastam da origem. 


x 2 

SWWWNW 

\ \ \ \ 


i < 

xx\Xx\XXXV 

\ \ \ 


111 

xxxxxXXXX 2 

-\ \ \ j 


1 1 1 

xx x X X X X X X \ 

\ \ j \ 


1 1 I 

x xx x X X X X X X 



III) 

X — X Xx x X X X , 

\ \ j 


III/ 

-- x x X X 1 ' 



III/ 

— — —--- N \ \ 

nil 


/ / / / 

-- ---- \ \ 1 

it//////// 


■ V.u'.' 


✓ / 
/ ✓ 
/ / 

/ i 

I 

I 
I 


-2 / / / 
/ / / / 
/ / 

I I 

fl 

II 


ill 

Mi 

1 


u 

J-i 

u 

\-m 

\ \ t\ 


-1 — 


\ S'-—-- 

\ \ \ --- 

\ x x x xxx 

\ \ \ X Xxx 

\\XX\\s 
\ X X X X X X 

X X X X X X X 

\ \ X X X X X 


■ 2 " 'X\ 


X X 
X X 
X X 


FIGURA 7.8.1 Um campo de dire?6es para o sistema (8). 
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Para resolver esse sistema, note que a matriz de coeficientes 6 igual & matriz no Exemplo 1. Sabcmos, entao, 
que r = 2 d um autovalor duplo que tem urn tinico autovetor correspondente linearmente independente, que 
podemos escolher como = (1,-1). Logo, uma solu?3o do sistema (8) d 


■"w-(-!)* 


mas nao existe uma segunda solu^ao da forma x = 

Baseado no procediniento usado para equaqoes lineares de segunda ordem na Seqao 3.4. parece natural 
tentar encontrar uma segunda soluq3o do sistema (8) da forma 

x = (10) 

onde $ e um vetor constante a ser determinado. Substituindo x na Eq. (8), obtemos 

2|re 21 +?<'*- A? re 2 * = 0. ( 11 ) 

Para que a Eq. (11) seja satisfeita para todo r, d necessdrio que os coeficientes de rr e de e ' sejam nulos. Do 
termo e*. vemos que 


Logo, n3o existe solu?3o n3o nula do sistema (8) da forma (10). 

Como a Eq. (11) content termos em le'-' e e 2 '. parece que alent de %te : ' a segunda solu<;ao tem que corner, 
tambdm, um termo da forma ije 2 '; em outras palavras. precisantos supor que 

x = |te 2, + ve 2 '. (13) 

onde $ e i; sao vetores constantes que dever3o ser deterniinados. Substituindo x na Eq. (8) por essa express3o. 
obtemos 

2$^ + ({ + 2?)** = A({/e J ' + ije 2 '). (14) 

Igualando os coeficientes de itr' e de <r' de cada lado da Eq. (14). encontramos as conduces 

(A-2I)|=0 (15) 


(A - 2I)i; = ? (16) 

para £ e ij. A Eq. (15) sera satisfeita se $ for um autovetor de A associado ao autovalor r = 2. ou seja. = (1, 
-1). Como det(A - 21) d nulo. poderiamos esperar que a Eq. (16) n3o tivesse solutjao. No entanto. isso n3o e 
necessariamente verdade. jd que para alguns vetores £ 6 possivel resolver a Eq. (16). De fato. a matriz aumen- 
tada para a Eq. (16) d 

(-: ■:; -)■ 

A segunda linha dessa matriz d proporcional a primeira.de ntodo que o sistema pode ser resolvido.Temos 

~m - »)2 = 1 . 




(a) (fc) 

FIGURA 7.8.2 (a) Trajetdrias do sistema (8); a origem e um nd imprdprio. ( b) Cirdficos de x, em funqao de r 
para o sistema (8). 
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de modo que se q, = k, onde k e arbitrario. entao rj. = -k - 1. Se escrcvermos 


'(->-*)"(-°) + *(-!)• 


entao, substituindo $e 1 /na Eq. (13), obtemos 




O ultimo termo na Eq. (18) iS simplcsmcnte um multiplo da primeira solugSo x"’(t) e pode ser ignorado, mas os 
dois primeiros termos constituent uma nova solugSo: 


’ (o + (- l i)'*- 


Um calculoelemcntar mostra que H'[x"'. x'' ](r) = -e* e. portanto. x'" e x' 3 ’ formam um conjunto lundair.en- 
tal de solugoes para o sislema (8). A solugao geral e 


x = C|X < "(/) + cjx'-'io 


■ Cl (-!)' !,+C! (-!)"” + (-i)'“ • 1201 

O grafito da solugao (20) e um poueo mais diftcil de analisar do que cm alguns dos excmplos anteriores. E 
claro que x lorna-se ilimitada quando t —» 00 e que x -» 0 quando t -* -;x_. £ possivel mostrar que quando 1 —■ 
-sc, todas as solugoes se aproximam da origem tangentes a reta .v 3 = - a, dctcrminada pelo autovetor. Analo- 
gamcnte, quando r —» 00 , cada trajetoria e assintdtica a uma reta com coeficicnte angular -1. As trajetorias do 
sistema (8) aparecem na Figura 7.8.2<i,e alguns graftcos tipicos de .r, cm fungao de 1 aparecem na Figura 7.8.2 b. 
O padrao de trajetorias nessa figura e tfpico de sistemas de segundu ordem x' = Ax com autovalores iguais c 
apenas um autovetor indcpcndcnte. A origem c chamada de no intprbprio nesse caso. Se os autovalores forem 
ncgativos,cntao as trajetorias sao semelhantes mas percorridas cm scntido oposto. Um no improprio pode ser 
assintoticamente estavcl ou instate!, dcpendendo de os autovalores screm ncgativos ou positivos. 


Until dilerenga enlrc um sistema de dims equates de primeira ordem c uma uniea equagao de se- 
gunda ordem e evidente no exemplo precedente. l.embre-se de que para uma equagSo linear de segunda 
ordem cuja equagao caracterfstica tent uma rai/ repetida r,, nao e necessario um termo da forma ije 1 ' na 
segunda solugao.ja que isso e um multiplo da primeira solugao. For outro lado. para um sistema com duas 
equates de primeira ordem o termo i/c" da Eq. (13) com r, = 2 nao e um multiplo da primeira solugao 
£c v , de modo que o termo i;/ ’ precisa ser mantido. 

O Exemplo 2 e tfpico do caso geral quando existe um autovalor duplo e um linico autovetor associado 
independente. Considere, novantenle.o sistema (I) e suponha que /• - p d tint autovalor duplo de A, mas 
que existe apenas um autovetor associado independente £. EntSo, uma solugao [semelhante ft Eq. (9)] e 

*“*(/) = $e pl , (21) 

onde { satisfaz 

(A - pl)$ = 0. (22) 

Procedendo eonto no Exemplo 2, vemos que uma segunda solugao [semelhante & Eq. (19)] 6 

x a \t) = W + r)e pl , (23) 

onde $ satisfaz a Eq. (22) e ij e determinado de 

(A - p\)i) - £. (24) 

Embora det(A - p\) = 0, pode-se mostrar que e sentpre possivel resolver a Eq. (24) para 17 . O vetor »; 6 
chamado de autovetor gcncruli/ado associado ao autovalor p. 


Matrizes Fundamentals. Como explicado na Segao 7.7, matrixes fundamentals sao formadas colocando-se 
solugoes linearmentc independentes em colunas. Assim, por exemplo, pode-se formar uma matriz funda¬ 
mental para o sistema (8) usando-se as solugoes x"'(f) e x ,:, (f) dadas nas Eqs. (9) e ( 19 ),respectivamente: 
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pode ser imediatamente encontrada atravds da relaijao <t>(f) = 

-?)■ -<»»=(-: 

A ultima matiz d, tambent, a matriz exponencial cxp( At). 

Fomas de Jordan. Como vimos na Se^do 7.7, uma matriz A n x n s6 pode ser diagonalizada se tiver urn 
conjunto completo de n autovetores linearmente independentes. Se existent menos autovetores (devido 
a autovalores repetidos),entao A sempre pode ser transformada em uma matriz quase diagonal denomi- 
nada sua forma can6nica de Jordan,*’ que tent os autovalores de A em sua diagonal, um em determinadas 
positjoes acima da diagonal principal e zeros em todos os outros lugares. 

Considerc. novamente, a matriz A dada pela Eq. (2). Forme a matriz de semelhanqa T com o linico 
autovetor $ dado pela Eq. (6) em sua primeira coluna e com o autovetor generalizado q dado pela Eq. 
(17) com A- = 0 na segunda coluna. EntSo. T e sua inverse sao dados por 

T =(-l -?)• T "-(-! -?)■ 

Como vocC pode verificar, segue que 

T ~‘ AT = (o 2) = 

A matriz J na Eq. (29) e a forma candnica de Jordan de A. Ela e n'pica de todas as formas de Jordan por 
ter o numero 1 acima da diagonal principal na coluna correspondent ao autovetor que esta faltando (e 
6 substituido em T pelo autovetor generalizado). 

Se comeqarmos de novo da Eq. (1), 

x' = Ax, 

a transformaqao x = Ty, onde T e dado pela Eq. (28). produz o sislema 

y' = Jy, (30) 

onde J e dado pela Eq. (29). Em forma escalar, o sistema (30) e 

y\ =2y, + y 2 . y 2 = 2y 2 . (31) 

Essas equaqocs podem ser resolvidas imediatamente ent ordem inversa. Dessa forma, obtemos 

yi = cie v , >1 = cite 21 + c 2 e 2 '. (32) 

Logo, as duas soluqoes independentes do sistema (30) sao 

y U,( 0 = Q e 2 ', y ,2, (0 = (j) e 2 ', (33) 

c a matriz. fundamental correspondente d 



Como +(0) = I, podemos identificar, tambdm, a matriz na Eq. (34) como cxp(Jr). O mesmo resultado 
pode ser encontrado calculando-se as potencias de J e substituindo-as na sdrie exponencial (veja os Pro- 
blemas de 19 a 21). Para obter uma matriz. fundamental para o sistema original, formamos o produto 


(28) 


(29) 



A matriz 4> que satisfaz. 4>(0) = I tambdm 
4 i(t)4> '(0). Para a Eq. (8), temos 

*(0) = (_j 

e, portanto, 

«l»(f) = #(/)♦"* 


‘Camille Jordan (1838-1921). professor da ficole Polytechnique e do College de France, fez contributes importantes a 
analise, a topologia e especialmente a algebra. A forma de Jordan de uma matriz aparcccu em scu influente livro. Traite des 
substitutions et des equations algibriques. publicado em 1870. 
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/ e 2 ' te 21 \ 

♦(/)=Texp(J/) = ^_ e2 , ^ (35) 

que d igual a matriz fundamental dada na Eq. (25). 

Nao discutiremos aqui as formas de Jordan de matrizes n x n era maiores detalhes. Para n grande, 6 
posstvel que existam autovalorescom multiplicidade algebrica alta e talvez com multiplicidade geometri- 
ca muito menor. Uma discussao completa 7 da forma de Jordan para uma matriz n x n geral requer conhe- 
cimentos mais profundos de dlgebra linear do que supomos que os leitores deste livro tern. Os Problemas 
de 17 a 21 pedem que voce explore o uso de formas de Jordan para sistemas com tres equaqoes. 


PROBLEMAS Eni cada um dos Problemas de 1 a 4: 

“ — ~ _ (a) Desenhe um campo de direqbes e esboce algumas trajelorias. 

(b) Descreva como as solutes se comportam quando t -* oo. 

(c) Encontre a soluqao geral do sistema de equates. 



Nos Problemas 5 e 6. encontre a solu^&o geral do sistema de equates dado. 



Em cada um dos Problemas de 7 a 10: 

(a) Encontre a soluijao do problema de valor inicial dado. 

(b) Desenhe a trajetbria da soknjSo no piano .v,.v, e desenhe, tambem. o grbfico de x, em fungao de t 



Em cada um dos Problemas 11 e 12: 

(a) Encontre a solu<;ao do problema de valor inicial dado. 

(b) Desenhe a trajetbria correspondenle no espaijo x,Xvt, e desenhe, tambem, o grafico de .v, em fum;ao de i. 


n. *' = 



0 O' 1 

1 0 X 

6 2 ) 



/-I 1 

12. x'= I 1 lx. x(0) = 

V i i-|/ 

Em cada um dos Problemas 13 e 14, resolva o sistema de equaqoes dado pelo mdtodo do Problema 19 
da Sesao 7.5. Suponha que i > 0. 



T Vcja. por exemplo.os tivros lislados nas Refertncias no final deste capitulo. 




334 


CAPfTULO Sete 


l3 -'*'=(? -t) 


15. Mostre que todas as solugoes do sistema 


L "■'-(! -t)' 

H :)■ 


i('\. ° E h 

dt\v) _J__1_ \vj 

V C RC 


tendem a zero quando i -* oo se, e somente se. a + d < 0 e ad - be > 0. Compare esse resultado com o do 
Problema 38 na Segao 3.4. 

16. Considere, novamente,o circuito eletrico no Problema 26 da Segao 7.6. Esse circuilo 6 descrito pelo siste¬ 
ma de equagoes diferenciais 

/ - I\ 

L 

_ 1 __ 

C ~ RC> 

(a) Mostre que os autovalores sao reais e iguais se L = 4 R 2 C. 

(b) Suponha que ft = lfi.C=lFeJL = 4H. Suponha, lambent, que /(0) = 1 A e V'(O) = 2 V. Enconlre /(/) 
e V(t). 

Autovalores de Multipliddade 3. Se a ntatriz A tern urn autovalor de multiplicidade algebrica 3. entao podem 
existir um, dois ou ties autovetores associados linearmente independentes. A solugao geral do sistema x’ = 
Ax e diferente, dependendo do numero de autovetores independentes associados ao autovalor triplo. Como 
observado no texto nao ha diflculdade se existem tres autovetores, ja que. nesse caso. existent tres solugoes in¬ 
dependentes da forma x = ?e". Os dois problentas a seguir ilustram o procediniento para se encontrar a solugao 
no caso de um autovalor triplo com um ou dois autovetores independentes. respectivamente. 

17. Considere o sistema 

/ i 1 1 \ 

x' = Ax = 2 1 -1 x. (i) 

\ 3 2 4 

(a) Mostre que r - 2 6 um autovalor de multiplicidade 3 da ntatriz de cocficicntes A e que existc apenas 
um autovetor assoeiado. a saber, 

f 0 

?"> = 1 

V- 1 

(b) Usando a informagao do item (a).escreva uma solugao x"‘(r) do sistema (i). Naoexiste outra solugao 
da forma puramente exponencial x = ?e". 

(c) Para encontrar uma segunda solugao, suponha que x = ?/e 3 ' + ije 3 '. Mostre que ?e 9 satisfa/em asequa- 
gocs 


(A - 21)5 = 0, (A-21)9=?. 

Como ? )& foi encontrado no item (a), resolva a segunda equagao para 9 . Despreze o multiplo de ?"> que 
aparece em 9 , jA que nos leva, apenas, a um multiplo da printeira solugao x">. Depois,escreva uma segunda 
solugao \ a \t) do sistema (i). 

(d) Para encontrar uma terceira solugao, suponha que x = ?(r72)r' + i\te z ' + fe : '. Mostre que ?, 9 c f satis- 
fazem as equagoes 

(A - 21)? = 0, (A- 21)9 = ?, (A — 2I){ = 9 . 



As duas primeiras equagoes sao as mesnias do item (c), logo, para resolver a equagao para ? despreze no- 
vamente o multiplo de ?'" que aparece. Depois, escreva uma terceira solugao x <3, (/) do sistema (i). 

(e) Escreva uma matriz fundamental ♦(t) para o sistema (i). 

(f) Forme a matriz T com o autovetor ?*'* na primeira coluna e os autovetores generalizados 9 e ( nas 
segunda e terceira colunas. Depois, encontre T ' 1 e forme o produto .1 = T 'AT. A matriz J e a forma 
canflnica de Jordan de A. 

Considere o sistema 

/ 5 -3 -2> 

8 -5 -4 

\—4 3 3) 


x = Ax = 


X. 


(i) 
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(a) Mostre que r = 1 d um aulovetor triplo da malriz de coeficientes A e que cxistem dois autovetores 
associados linearmente independentes. que podemos escolher como 


Enconire duas solu<;6cs linearmente independentes x"’(f) e x {2) (t) da Eq. (i). 

(b) Para encontrar uma terceira solugao, suponha que x = tye 1 + i/t-'; mostre que entao | e ij tern que satis- 
fazer 

(A - I)? = 0, f iii) 

(A - I)ij = 5- (iv) 

(c) Mostre que 5 = c.5" 1 + c : f 3| ,ondc c, e c : sao constantes arbitrarias, e a solugSo mais geral da Eq. (iii). 
Mostre que para resolver a Eq. (iv) 6 necessario que c, = c,. 

(d) E conveniente escolher c, = c, = 2. Para essa escolha, mostre que 

' 2 \ / 0 \ 

5 = 4 , n = o I, ( V ) 

1 - 2 / 1 - 1 / 


onde retiramos os nniltiplos de e 5 :i que apareeem ein i) Use os resultados dados nas Eqs. (v) para 
encontrar uma terceira solugSo linearmente independente x IJ, (f) da Eq. (i). 

(e) Escreva uma malriz fundamental ♦(f) para o sistema (i). 

(0 Forme a malriz T com o autovetor 5*" na primeira coluna e com o autovetor | e o autovetor genera- 
lizado ij. dados pelas Eqs. (v), nas duas ultimas colunas. Encontre T -1 e forme o produto J = T 1 AT. A 
matriz J e a forma canonica de Jordan de A 


19. Scja 




onde A e um numero real arbitririo. 


(a) Encontre J-.J 1 c J'. „ ,\ 

„ /A" nk"~ l \ 

(b) Use um argumenlo indutivo para mostrar que J = I ^ n I. 

(c) Determine exp(Jf). ' ' 

(d) Use exp(Jr) para resolver o problema de valor inicial x' = Jx, x(0) = x". 


20. Seja 


onde A 6 um numero real arbitr3rio. 

(a) Encontre J : ,J'e J'. 

(b) Use um argumento indutivo para mostrar que 


(c) Determine exp(Jf). 

(d) Observe que se vocO escolher A = 1. entao a matriz J neste problema 6 igual a matriz J no Problema 
18(0- Usando a matriz T do Problema 18(f). forme o produto Texp(Jr) com A = 1. A matriz resultante 
6 igual & matriz fundamental ♦(!) no Problema 18(e)? Se nSo for, explique a discrepancia. 


J= 0 


onde A d um numero real arbitrdrio. 

(a) Encontre J 3 ,J'e J 4 . \ 

(b) Use um argumento indutivo para mostrar que 
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(c) Determine exp(Jf). 

(d) Observe que se voce escolher X = 2, entao a matriz J neste problema £ igual k matriz J no Problema 
17(f). Usando a matriz T do Problema 17(f). forme o produto Texp(Jr) com X = 2. Observe que a ma¬ 
trix resultante £ a mesma da matriz fundamental 4>(f) no Problema 17(e). 


7.9 Sistemas Lineares Nao Homogeneos 


Nesta segao vamos considerar o sistema nao homogfineo 

x'= P(f)x + g(r), ( 1 ) 

onde a matriz n x n P(f) e o vetor n x 1 g(r) sao contfnuos ema <!</). Pelo mesmo argumento usado na Se- 
qao 3.5 (veja. tambem. o Problema 16 nesta segilo). a solu^ao gcral da Eq. (l) pode ser expressa na forma 

x = ci*"’(0 + • ■ • + c„x ,n, (0 + v(r). (2) 

onde C|X m (f) + ■•• c (I x , ' ,, (0 6 a solu^ao geral do sistema homogeneo x' = P(r)x e v(r) e uma solui;ao particular 
do sistema nao homogeneo (1). Vamos descrever, rapidamente. diversos metodos para se encontrar v(r). 


Diagonalizagao. Comegamos com urn sistema da forma 

x' = Ax + g(r), (3) 

onde A 6 uma matriz n x n constante diagonaliz^vel. Diagonalizando a matriz de coeficientes A como 
indicado na Segao 7.7, podemos transformar a Eq. (3) em um sistema de equagdes facilmente soluvel. 

Seja T a matriz cujas colunas s3o os autovetores £ ".de A e defina uma varidvel dependente 

nova y por 


Entao, substituindo x na Eq. (3) pela expressao anterior, obtemos 

Ty' = ATy + g(r). 

Multiplicando por T 1 . segue que 

y' = (T“ 1 AT)y + T‘ 1 g(f) = Dy+ h(r), (5) 

onde h(r) = T 'g(r) e D e a matriz diagonal cujos elementos diagonals sao os autovalores r t ,..., r n de A, 
arrumados na mesma ordem que os autovetores correspondentes ...,f "> que apareceni como colunas 
de T. A Eq. (5) e um sistema de n equagdes desacopladas para y,(r).>„(/); em consequencia, as equa¬ 

tes podem ser resolvidas separadamcnte. Em forma escalar, a Eq. (5) fica 

y'ft) = Wiit) + h,(t), 7 = 1. n , (6) 

onde h t (l) <5 uma determinada combinagao linear de g,(r).g„(f). A Eq. (6) e uma equagao linear de 

primeira ordem e pode ser resolvida pelos metodos da Segao 2.1. De fato, temos 


onde os c, sao constantes arbitr^rias. Finalmente, a solugao x da Eq. (3) e oblida da Eq. (4). Ao Sfer mul- 
tiplicado pela matriz de semelhanga T o segundo termo do lado direito do sinal de igualdade na Eq. (7) 
fornece a solugao geral da equagao homogenea x’ = Ax, enquanto o primeiro termo fornece uma solugao 
particular do sistema nao homogSneo (3). 
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Encontrc a soIuqSo geral do sislema 


EXEMPLO 


Procedendo como na Se?ao 7.5, vemos que os autovalores da matriz de coeficientes sao r, 
os autovetorcs correspondentes s5o 


Logo, a solugiio geral da equa<;3o homogenea e 


Antes de escrever a matriz T de autovetores, lembre que vamos precisar encontrar T '. A matriz de coeficientes 
A e real e sim^trica. logo podemos usar o resultado enunciado no final da Seijao 7.3: T 't simplesmente a ad- 
junta ou (como T 6 real) a transposta de T, desde que os autovetores de A estejam normalizados de modo que 
($, $) = 1. Portanto, normalizando e I* 2 ', temos 


>/’ v 

Fazendo x = Ty e substituindo na Eq. (8). obtemos o seguinte sistema de equates para a variSvel depen 
dente nova y: 


Cada uma das Eqs. (13) e uma equa<;ao linear de primeira ordeni e, portanto, pode ser rcsolvida pelos metodos 
da Seqao 2.1. Desse modo, obtemos 


Finalmente, escrevemos a solui;ao cm fungao das vari4veis originais: 

,=t, = 2=( »>+») 
y/i V— y> +yi) 


ondefci =c\/>[2 e k 2 = c 2 /n/ 2. Asduasprimeiras parcelasiidireitadosinal de igualdade naEq.(15) formam a 
solugao geral do sistema homogineo associado h Eq. (8). As parcelas restantes formam uma solu<;ao particular 
do sistema nao homogeneo. 


Se a matriz de coeficientes A na Eq. (3) nao for diagonalizevel (devido a autovalores repetidos e it falta 
de autovetores) pode, de qualquer jeito, ser reduzida a sua forma can6nica de Jordan J atravds de uma 
matriz de semelhanqa apropriada T, envolvendo tanto autovetores quanto autovetores generaliz.ados. 
Nesse caso, as equa^oes diferenciais para y„ ...,y„ nao estarSo totalmente desacopladas,ja que algumas 
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linhas de J tSm dois elementos nao nulos,um autovalor na posi?ao diagonal e um 1 na posi^o adjacente 8 
direita. No entanto, as equates paray,, ...,y„ ainda podem ser resolvidas consecutivamente, comegando 
com y„. Entao, a soluqao do sistema original (3) pode scr encontrada pda relaqao x = Ty. 


Coeficientes Indeterminados. Uma segunda maneira dc se encontrar uma soluqao particular do sistema 
n3o homogeneo (1) 6 o mdtodo dos coeficientes indeterminados. Para usar esse mdtodo supomos que a 
sol 11580 tern determinada forma com alguns ou todos os coeficientes indeterminados c depois procura- 
mos esses coeficientes de modo a salisfazer a equagao diferencial. Do ponto de vista prdtico esse metodo 
s 6 6 aplicavel se a matriz de coeficientes P for constante e se as componentes de g forem fumjoes polino- 
miais, exponenciais, senoidais ou produtos de tais funqOes. Nesse caso, a forma correta da solu 5 ao pode 
ser prevista de maneira simples c sistematica. O proccdimento para cscolher a forma da S 0 IU 580 6 essen- 
cialmente o mesmo dado na Seqao 3.5 para equa 5 <bes lineares de segunda ordem. A principal diferenqa 
6 ilustrada pelo caso de um termo n3o homogeneo da forma ue", onde A 6 uma raiz simples da equaQSo 
caracterfstica. Nessa situaqao, em vez de supor uma solu 5 ao da forma ate 1 ' e preciso usar are*' + be", onde 
a e b sao determinados substituindo-se a expressao na equaqao diferencial. 


Use o mdtodo dos coeficientes indeterminados para encontrar uma solu 5 ao particular de 


EXEMPLO 


Esse e o mesmo sistema de equa 5 oes do Exemplo I. Para usar o m<5lodo dos coeficientes a determinar es 
crevemos g(r) na forma 


Vamos supor, entao, que 


onde a. b, c e d sao vetores a serem determinados. Note que r = -1 6 um autovalor da matriz de coeficientes 
e, portanto, ternos que incluir tanto are* quanto be" na solu 5 §o proposta. Substituindo a Eq. (18) na Eq. (16) e 
juntando os termos. obtemos as seguintes equaqoes algebricas para a. b. c c d: 


Da primeira das Eqs. (19), vemos que u 6 um autovetor de A associado ao autovalor r = -1. Logo, a r = (a, a), 
onde a e qualquer constante diferente de zero. Note que a segunda das Eqs. (19) s 6 pode scr resolvida se a = 
1 c, nesse caso, temos 


para qualquer constante k. A escolha mais simples 6 k = O.dondc b r = (0,-1). As terceira e quarta equa 5 fles em 
(19) fomecem, entSo, c r = (1,2) e d r = (-4/3,-5/3), respectivamente. Finalmente, da Eq. (18) obtemos a solu 5 ao 
particular 


A solu 5 ao particular (21) nao 6 identica 8 contida na Eq. (15) do Exemplo 1, porque o termo contendo e ' i 
diferente. No entanto, se escolhermos k = 1/2 na Eq. (20) teremos b r = (1/2, -1/2), e as duas sondes particularcs 
ficarao identicas. 
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Variaqao dos Parametros. Vamos considerar, agora, problemas mais gerais onde a matriz de coeficientes 
nao 6 constante ou nao 6 diagonaliz3vel. Seja 

x' = P(/)x + g(t), (22) 

onde P(f) e g(r) sao contmuas em a < t < p. Suponha que uma matriz fundamental ♦(/) para o sistema 
homogeneo associado 

x' = P(/)x (23) 

)& foi encontrada. Vamos usar o mdtodo de variagSo dos parametros para construir uma solugao particu¬ 
lar e, portanto, a solugao geral do sistema nao homogeneo (22). 

Como a solugao geral do sistema homogeneo (23) e ¥(r)c. 6 natural proceder como na Segao 3.6 e 
buscar uma solugao do sistema nao homogeneo (22) substituindo-se o vetor constante c por uma fungao 
vetorial u(r). Assim.supomos que 

x = *(/)u(f). (24) 

onde u(r) 6 urn vetor a ser encontrado. Diferenciando x dado pcla Eq. (24) e impondo a Eq. (22). obte- 
mos 


*'(0u(f) + *(/)u'(f) = P(r)4»(r)u(r) + g(r). (25) 

Como ♦(/) e uma matriz fundamental. 4' (r) = P(/)4<(r); logo, a Eq. (25) se reduz a 

*(r)u'(0 = g(r). (26) 


Lembre que ♦(*) e invertfvel em qualquer intervalo onde P e contfnua. Entao '(r) existe e temos 


u(f) = *" l (/)g(0. 


(27) 


Logo, podemos sclecionar como u(f) qualquer vetor na classe de vetores que satisfazem a Eq. (27); esses 
vetores estao determinados a menos de urn vetor constante aditivo; portanto, denotamos n(r) por 

u(r)= j *' l (t)g(r)dt + c. (28) 

onde o vetor constante c 6 arbitr«irio. Se as integrals na Eq. (28) puderem ser calculadas, a solugSo geral 
do sistema (22) podera ser encontrada substituindo-se u(r) na Eq. (24) pela expressSo na Eq. (28). No 
entanto. mesmo se as integrals nao puderem ser calculadas ainda podemos escrever a solugao geral da 
Eq. (22) na forma 


x = 4»(r) c + ♦(») 



^~'(s)g(s)ds. 


(29) 


onde t, 6 qualquer ponto no intervalo (a, p). Note que a primeira parcela it direita do sinal de igualdade 
na Eq. (29) 6 a solugao geral do sistema homogeneo associado (23), e a segunda parcela 6 uma solug§o 
particular da Eq. (22). 

Vamos considerar agora o problema de valor inicial consistindo na equagao diferencial (22) e na con- 
digao inicial 


x(fo) = X°. 


(30) 


Podemos encontrar a solugao dessc problema de maneira conveniente se escolhermos o limite inferior de 
integragao na Eq. (29) como o ponto inicial t 0 . Entao a solugao geral da equagao diferencial e 


. = ♦(f)c + 4«(f) f #''(j)g(s)ds. 

Jlo 


(31) 


Para / = t 0 a integral na Eq. (31)6 zero, de modo que a condigSo inicial (30) tamb6m ser3 satisfeita se 
escolhermos 


c = ♦- l (fo)x°. 


(32) 


Portanto, 

x = *(r)4»' 1 (fo)x° + *(0 f *~ l (s)g(s)ds (33) 

J <0 

6 a solugao do problema de valor inicial dado. Mais uma vez, embora seja util usar ' para escrever as 
solugoes (29) e (33) em geral, em casos particulares 6 melhor resolver as equagoes necessrtrias por redu- 
gao de linhas do que calcular ♦ 1 e substituir nas Eqs. (29) e (33). 
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A solugao (33) fica em uma forma ligeiramente mais simples se usarmos a matrix fundamental 4>(f) 
que satisfaz ♦(f 0 ) = I. Nesse caso, temos 


x = ♦(/)x° + 4»(f) 


/; 


4 > \s)g(s)ds. 


(34) 


A Eq. (34) pode ser ainda mais simpliftcada se a matrix de coefieientes P(r) for constante (veja o Proble- 
ma 17). 


EXEMPLO 

3 






Use o metodo de variagao dos par^metros para encontrar a solugao geral do sistema 


•'-(’! 4) X+ ( 2 3, ) + 


Esse 6 o mesmo sistema de equates dos Exemplos 1 e 2. 

A solugao geral do sistema homoglneo associado foi dada na Eq. (10). Assim. 


*(0 




(35) 


(36) 


6 uma matrix fundamental. Entao, a solugao x da Eq. (35) 6 dada por x = 4>(r)u(r), onde ii(/) satisfaz ♦(r)u'(r) 
= g(t).ou 


(-? :-) 0 -W 


(37) 


Resolvendo a Eq. (37) por redugiio de linhas.obtemos 

u\ = e 2 ' — \t e 3 '. 


Logo. 


Mj = 1 + jte*. 

«i(0 = $e J, -Jw 3, + g« 3 '+ci. 

ui(t)=t + lie 1 - je 1 + c 2 . 


x = ♦(t)u(f) 


+c -O'" + (')' r ' + K-0' ,+ C)'-K')- 


(38) 


que e a mesma solugao obtida anteriormente. 


Transformadas de Laplace. Usamos a transformada de Laplace no Capftulo 6 para resolver equagoes 
lineares de qualquer ordem. Ela tambdm pode ser usada de maneira semelhante para resolver sistemas 
de equagoes. Como a transformada 6 uma integral, a transformada de um vetor e calculada componente 
a componente. Assim, £. |x(f)| 6 o vetor cujas componentes sao as transformadas das componentes res- 
pectivas de x(f) e, analogamente, para JC{x'(f)|. Denotaremos JC(x(r)) por X(s). EntSo, por uma extensao 
doTeorema 6.2.1 para vetores, temos 

£{x'(/)) = sX(s) - x(0). ' (39) 



Use o metodo de transformada de Laplace para resolver o sistema 

*"("1 J ) ,+ ( 2 *) =sA,+ “° 

Esse £ o mesmo sistema de equagSes dos Exemplos de 1 a 3. 

Calculando a transformada de Laplace de cada parcela na Eq. (40),obtemos 

sX(s) - x(0) = AX(x) + G(r), 

onde G(s) £ a transformada de g(r). A transformada G(s) 6 dada por 


(40) 


(41) 
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/2/(i+l)\ 

,= l & r 


Simplificaremos os cdlculos reslantes supondo que x(t) satisfaz a condigao inicial x(0) = 0. Entao, a Eq. (41) fica 

(.si — A)X(j) = G(s), ( 43 ) 

onde, como do habito, I 6 a matriz identidade. Logo, X(.s) 6 dada por 

X(i) = (si - A)-'G(s). (44) 

A matriz (si - A) 1 6 chamada matriz dc transferenciu porque, multiplicando-a pela transformada do vetor de 
entrada g(r). obtemos a transformada do vetor de safda x(r). Neste exemplo, temos 


e obtemos, por um calculo direto, 


(si-A) 1 = 


i 1 A + 2 1 \ 

(.«+ l)(s + 3) y 1 s + 2J' 


Entao, substituindo as Eqs. (42) e (46) na Eq. (44) e efctuando as multiplicagOes indicadas, vemos que 

f 2(s + 2) 3 _ 

(s + l) 3 (s + 3) s J (s + l)(s + 3) 

X(s) = , (47) 

2 3(s + 2) 

\(s + l) J (s + 3) + s J (s +l)(s + 3)y 

Finalmentc. precisamos obter a solugao x(i) de sua transformada X(s). Isso pode ser feito expandindo-se as 
expressoes na Eq. (47) cm fragoes parciais e usando-se aTabela 6.2.1 ou (mais eficientemente) usando um pro- 
grama de computador apropriado. De qualquer modo, depois de simplificado o resultado fica 

m -(?)-1 (-!) r * + (!)" ■ + Q 1 -1 (5) (4s > 

A Eq. (48) fornece a solugSo particular do sistema (40) que satisfaz a condigao inicial x(0) = 0. Por causa disso, 
ela difcrc ligeiramente das solugoes particulares obtidas nos trfis excmplos precedentes. Para obter a solug3o 
geral da Eq. (40) vocS precisa sornar a expressao na Eq. (48) 3 solugao geral (10) do sistema homogeneo asso- 
ciado 3 Eq. (40). 


Cada um dos mtSlodos para se resolver equates nao homogdneas tem vantagens e desvantagens. 
O m6todo dos coelicientes indeterminados nao precisa de integragao, mas tem escopo limitado e pode 
levar a diversos conjuntos de equates algebricas. O miltodo de diagonalizagao requer que se cncontre 
a inversa da matriz de semelhanga e a solugao de um conjunto de equagoes lineares de primeira ordem 
desacopladas, seguida de uma multiplicagao de matrizes. Sua principal vantagem 6 que para matrizes de 
coeficientc autoadjuntas a inversa da matriz de semelhanga pode ser encontrada sem cdlculos — uma 
caractertstica muito importante para sistemas grandes. O mdlodo da transformada de Laplace envolve 
a inversao de uma malriz para se encontrar a matriz de transference, seguida de uma multiplicagao e, 
finalmentc, da determinagao da transformada inversa de cada parcela na expressao resullante. Ela e 
particularmcnte util em problemas com termos nao homogSneos que envolvem fungoes descontfnuas ou 
impulsivas. O mdtodo de variagao dos parametros 6 o mais geral. Por outro lado, envolve a solugao de um 
conjunto de equates lineares algebricas com coeficientes vari3veis,seguido de uma integragao e de uma 
multiplicagao de matrizes, de modo que tambem € o mais complicado do ponto de vista compulacional. 
Para muitos sistemas pequenos com coeficientes constantes, tais como as dos exemplos desta segao, todos 
esses mltodos funcionam bem.e pode nao fazer muita diferenga qual deles 6 escolhido. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 12, encontre a solugao geral do sistema de equagoes dados. 
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@»- = (2 - 4 ) ,+ (-r-)' l>0 

0 V = ("2 — l) * + 4) ’ ,>0 

’•'■(l !) ,+ (->)'' “’G : ^)"-(-0^ 

-(1 -h® ~-Gi 3~(-.V 

“■-(! $■♦(-«)• •<'« 

i2 *'=(^ I 2 ) x+ (^l)• I*'"* 

13. O circuito eldtrico mostrado na Figura 7.9.1 d descrito pelo sistema 

Hi 


0 < / < n 


13. O circuito eldtrico mostrado na Figura 7.9.1 d descrito pelo sistema de equates diferenciais 


onde x, d a corrcnte atravds do inJutor, Jr, d a queda de voltagcm atravds do capacitor e /(r) d a corrcnte 
fornecida pela fonte externa. 


L = 8 henrys 


C = j farad 



R = 4 ohms 


R = 4 ohms 


FIGURA 7.9.1 O circuito no Problema 13. 

(a) Determine uma matriz fundamental 4*(r) para o sistema homogeneo associado a Eq. (i). Veja o Pro- 
blcma 25 da Se<;ao 7.6. 

(b) Sc /(f) = e * 3 , determine a soluqao do sistema (i) que satisfaz a condigao inicial x(0) = 0. 

Em cada um dos Problemas 14 e 15, verifique que o vetor dado d a solu^ao geral do sistema homogeneo asso¬ 
ciado e depois resolva o sistema nao homogeneo. Suponha que f > 0. 


14 '*■ -(3 HC* 2 )' ‘“■ c, 0)' +c! C)'"' 


ll 6 .) Seja x = $(f) a solu^So geral de x’ = P(f)x + g(f) e seja x = v(f) uma solu<;ao particular do mesmo sistema. 
Considerando a diferenfa - v(f),mostre que <P(i) - u(f) + v(f), onde u(f) d a solu<;ao geral do sistema 
homogeneo x' = P(f)x. v 

17. Considere o problema de valor inicial 

x' = Ax + g(f), x(0) = x°. 


(a) Depois de observar o Problema 15(c) na Scqao 7.7, mostre que 

x = *(/)x° + f 4>(f - r)g(r) ds. 

Jo 

(b) Mostre tambdm que 

x = exp(A/)x° + / cxp[A(/ — i)]g(s)dr. 
Jo 

Compare esses resultados com os do Problema 27 na Setjao 3.6. 
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C APITULO 

8 


Metodos Numericos 


Ate agora discutimos metodos para resolver equagocs diferenciais usando tScnicas analfticas como inte- 
gragao ou expansao em sdries. Em geral, a enfase era em encontrar uma express3o exata para a solugao. 
Infelizmente, existem muitos problemas importantes em engenharia e ciencia, especialmente problemas 
nao lineares, nos quais esses metodos ou nao se aplicam ou sao muito complicados para se usar. Neste 
capi'tulo vamos usar uma abordagem alternativa, a utilizagao de metodos numericos aproximados para 
se obter uma aproximagao precisa da solugao de urn problema de valor inicial. Vamos apresentar esses 
metodos no contexto o mais simples possfvel, ou seja, uma unica equagao escalar de primeira ordem. No 
entanto, eles podem ser facilmente estendidos para sistemas de equates de primeira ordem. e isso csta 
esquematizado rapidamente na Segao 8.6. Os procedimentos aqui descritos podem ser executados facil¬ 
mente em computadores pessoais. 


8.1 0 Metodo de Euler ou Metodo da Reta Tangente 

Para discutir o desenvolvimento e a utilizagao de procedimentos numericos vamos nos concentrar prin- 
cipalmente em problemas de valor inicial para equagoes de primeira ordem consistindo na equagSo di- 
ferencial 

% =nt,y) ( 1 ) 

e na condigao inicial 

y(fo) = ya • (2) 

Vamos supor que as fungoes /e f y sao continuas em algum retangulo no piano ty contendo o ponto (/ 0 , 
y 0 ). Entao, peloTeorema 2.4.2 exisle uma unica solugao y = <f> (i) do problema dado em algum intervalo 
em torno de Se a Eq. (1) for nao linear, entao o intervalo de exislencia da solugao pode ser diffcil de 
ser determinado e pode nao ter uma relagao simples com a fungao /. No entanto, vamos supor, em todas 
as nossas discussoes, que existe uma unica solugao do problema de valor inicial ( 1 ), ( 2 ) no intervalo de 
interesse.* 

Na Segao 2.7 descrevemos o metodo mais antigo e mais simples de aproximagao num 6 rica, a saber, o 
metodo de Euler, ou o metodo da reta tangente. Esse mdtodo 6 expresso pela equagao 

yn+l = y» +/(fn>y»i)(fn+l — ^n). n =0,1,2,.... (3) 

Se o tamanho do passo tiver valor uniforme h e se denotarmos^r,,^) por/„, entao a Eq. (3) fica na forma 

y n +i=yn+fJt, « = 0,1,2. (4) 

O metodo de Euler consiste em calcular repetidamente a Eq. (3) ou (4), usando o resultado de cada passo 
para executar o prdximo passo. Dessa maneira voce obtem uma sequ 6 ncia de valores^,,,^,,^, ...,y „,... 
que aproximam o valor da solugao 0 (/) nos pontos r 0 , t t , t 2 , .... 
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Na Seqao 2.7 observamos que um programa de computador para o metodo de Euler tem a cstrutura 
dada a seguir. As instruqoes espccfficas podem ser escritas em qualquer linguagem de programaijao con- 
veniente. 


O Mitodo de Euler 


Passo 1. defina/(/, y) 

Passo 2. alimente os valores iniciais lO e >0 

Passo 3. alimente o tamanho do passo he o numero de passos n 

Passo 4. escreva (0 e yO 

Passo 5. para j de 1 ate n ealcule 

Passo 6. kl =f(t,y) 

y =y + h * /cl 
I = l+h 
Passo 7. escreva tey 
Passo 8 . fini 


Alguns exemplos do metodo de Euler aparecem na Seqao 2.7. Como outro exemplo, considere o pro- 
blema de valor inicial 

y = l-f + 4 y, ( 5 ) 

y(0) = 1. (6) 

A Eq. (5) d uma equaqao linear de primeira ordem, e pode-se verificar facilmente que a solu^ao que sa- 
tisfaz as condiqOes iniciais (6) d 

y = 0(f) = $/-&+ He 4 '. (7) 

Como a soluqSo exata d conhecida nao precisamos de mdtodos numdricos para resolver o problema de 
valor inicial (5), (6). Por outro lado, a disponibilidade da solu^ao exata torna facil dclerminar a precisao 
de qualquer procedimento numerico utilizado nesse problema. Usaremos esse problema ao longo do 
capttulo para ilustrar e comparar os mdtodos numdricos diferentes. As solu^oes da Eq. (5) divergent rapi- 
damente umas das outras, de modo que deverfamos esperar uma dificuldadc razoavel em aproxintar bent 
a solu^ao (7) em qualquer intervalo considered. De fato, essa e a razao da escolha desse problema em 
particular; ser^ relativamente fdcil observar as vanlagcns de se usar mdtodos rnais precisos. 


EXEMPLO 

1 


»!# vU 1 ' t.» In ' 



Usando a formula de Euler (4) e tamanhos de passo h = 0.05:0,025:0.01 c 0.001, determine valores aproxima- 
dos da soluqao y = i/>(t) do problema (5), (6) no intervalo 0 < t < 2. 

Oscdlculos indicados foram feitos em um computador, e a Tabela 8.1.1 ntostra alguns resullados. A precisao 
nao impressiona muito. Para h = 0,01, o erro percenlual d de 3,85% em I = 0,5,7,49% em / = 1,0 e 14,4% em / = 
2,0. Os erros percentuais correspondentes para h = 0,001 sao de 0,40%, 0,79% e 1,58%, respectivamente. Note 
que se h = 0,001, precisamos de 2.000 passos para atravessar o intervalo de t = 0 atd t = 2. Assim, d necessdria 
uma quantidade considered de cdlculos para se obter uma precisao razoavelmente boa para esse problema 
usando-se o metodo de Euler. Quando discutirmos outros mdtodos numdricos mais adiante. neste capftulo, 
veremos que d possfvel obter precisao comparavel, ou atd melhor, com tamanhos de passos muito maiores e 
muito ntenos passos computacionais. 

> TABELA 8.1.1 Compara 53 o dos Resullados de Aproximagocs Numdricas da Solui;3o de 
y' = 1 - 1 + 4y, y(0) = 1, Usando o Mdtodo de Euler para Tamanhos de Passos Diferentes h 


t 

h = 0,05 

h = 0,025 

h = 0,01 

h = 0,001 

Exata 

0,0 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

1,0000000 

0.1 

1,5475000 

1,5761188 

1,5952901 

1,6076289 

1,6090418 

0.2 

2,3249(XX) 

2,4080117 

2,4644587 

2.5011159 

2,5053299 

0,3 

3,4333560 

3,6143837 

3,7390345 

3,8207130 

3,8301388 

0,4 

5,0185326 

5,3690304 

5,6137120 

5,7754845 

5.7942260 

0,5 

7,2901870 

7.9264062 

8,3766865 

8,6770692 

8.7120041 

1.0 

45,588400 

53,807866 

60,037126 

64,382558 

64.897803 

1.5 

282,07187 

361,75945 

426,40818 

473.55979 

479,25919 

2,0 

1745,6662 

2432,7878 

3029,3279 

3484,1608 

3540,2001 
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Para se comegar a investigar os erros na utili/.a^ao de aproxima^oes numericas e sugerir, tambem, 
manciras de se construir algoritmos mais precisos ajuda mencionar algumas maneiras altemativas de se 
olhar o m6todo de Euler. 

Primeiro. vamos escrcver a equaqao diferencial (1) no ponto / = t„ na forma 

ci<b 

= /!/„, 0 (/„)). ( 8 ) 

Entao, aproximamos a derivada na Eq. (8) pelo quocicnte de diferen<;as correspondente (direto. ou para 
a frente).obtendo 


0 (/n+l) rt , j_,, 

-;- =/[f«.0U/i)J. 

f«+1 - hi 


Finalmente, se substituirmos 0 (/„.,) e 0 (r„) pelos seus valores aproximados y,., e y„. rcspectivamente, e 
resolvermos para y„.„ obteremos a formula de Euler (3). 

Outro ponto de vista escrever o problema como uma equaqao integral. Como v = <t> (/) e uma solugao 
do problema de valor inicial (1). (2), integrando-se de i„ at<5 obtemos 



0 (f) dt 





ou 


Ifl 

0(f, lt -l) =0(f,t>+ / /[f,0(f)]df. 


( 10 ) 


A integral na Eq. (10) representa geometricamente a tirca sob a curva na Figura 8.1.1 entre t = t„ e t = 

Se aproximarmos a integral substituindo/lr, 0 (f)| por seu valor f[t„. <p (/„)] em t = estaremos aproximan- 
do a area real pela drea do retangulo sombreado. Desse modo, obtemos 

0(f n +i) = 0(f„) +/ff».0(f«)l(f n+ i - f„) 


= 0(f n ) + /i/[f n .0(/„)]. 


( 11 ) 


Finalmente, para obter uma aproximai;ao y„., para 0 (/„.,) fa/emos uma segunda aproximaqao substituin- 
do 0 (/„) pelo seu valor aproximado y„ na Eq. (11). lsso nos da a fdrmula de Euler y„., = y„ + hf (/„, >„). 
Um algoritmo mais prcciso pode ser obtido atraves de uma aproximaqao mais precisa da integral. Isso 
sera discutido na Seyiio 8.2. 



Uma terceira abordagem 6 supor que a solu^ao y = 0 (/) tern uma s£rie de Taylor em torno do ponto 
f„. Entao, 

0(f n + h) = 0(f„) + 0'(f„)/l + 0"(/ (I ) — + • * • . 

ou 

h 2 

0(f n+l ) = 0(/„) +/[f n .0(f„)]/t + 0"(f„) 27 + • • • • ( 12 > 

Se a sdrie <5 truncada depois das duas primeiras parcclas c 0 (/„.,) e 0 (/„) sao substitufdos por seus valores 
aproximados y„., e y„. novamente obtemos a fbrmula de Euler (4). Se forem usadas mais parcclas na s6rie, 
obtem-se uma formula mais precisa. Alem disso. usando uma serie de Taylor com rcsto 6 possfvel estimar 
o tamanho do erro na fdrmula. Isso sera discutido mais adiante nesta se^ao. 
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EXEMPLO 

2 



A Formula de Euler Inversa. Pode-se obter uma variante da formula de Euler aproximando-se a derivada • 
na Eq. (8) pelo quociente de diferenqas inverso (ou para trAs) [(/>(r„) - <p (r„ ,))/4. em vez do quocienlc de 
diferen<;as direto usado na Eq. (9). Obtemos, assim. 

<Ht n )-4>U„- X )^hf(i n ,y n ), 

ou 

y n = }'n - 1 "b 4/(0, , yn ) ■ 

Variando o fndice de n para n + 1. obtemos a formula de Euler inversa 

y»+t =y» + hf(t„ + i,y n+ i). (13) 

Supondo y„ conhecido e y, M a ser calculado, note que a Eq. (13) nao fornece uma fdrmula explfcita para 
y„.,. Em vez disso, 6 uma equate que define implicitamente y„., e precisa ser resolvida para se delermi- 
nar o valor de y„,,. A dificuldade disso depende exclusivamente da natureza da funqAo /. 


Use a formula de Euler inversa (13) e tamanhos de passos 4 - 0,05; 0,025; 0,01 e 0.001 para encontrar valores 
aproximados da solu?Ao do problema de valor inicial (5). ( 6 ) no intervalo 0 < I < 2. 

Para este problema, a fdrmula de Euler inversa (13) fica 

y»*i = y« + 4(1 - i n+ i + 4 ^+ 1 ). 

Vamos mostrar os dois primeiros passos em detalhe. de modo a tornar claro como o meiodo funciona. No pri- 
meiro passo, temos 

y, = y 0 + 4(1 - f, + 4> t ) = 1 + (0,05)(1 - 0.05 + 4y,). 

Resolvendo essa equa^Ao para y,. obtemos 

y, = 1.0475/0.8 = 1,309375. 

Note que como a equas'Ao diferencial e linear, a equaqao implicita para y, tambem e linear e, portanto, fdcil de 
resolver. A seguir, 

y 2 =y, -t 4(1 -r ; +4y : )= 1.309375 + (0,05)(1 -0.1 + 4y 2 ). 

o que leva a 

y 2 = 1.354375/0,8 = 1.69296875. 

Continuando os cAlculos em um coniputador, obtemos os rcsuliados ilustrados na Tabela 8.1.2. Os valores 
dados pela formula de Euler inversa sAo uniformeniente muito grandes para cste problema. enquanto os valo¬ 
res obtidos pelo mdtodo de Euler eram muito pequenos. Neste problema os erros sao um pouco maiores para a 
formula de Euler inversa do que para o metodo de Euler, embora para valores pequenos de 4 a difereneja seja 
insignificante. Como o mtltodo de Euler inverso parece ser menos preciso do que o direto e 6 um pouco mais 
complicado, d natural perguntar por que menciona-Io. A resposta 6 que ele 6 o exemplo mais simples de uma 
classe de metodos conhccidos como formulas inversas de difercnciaijao que sao muito uteis para certos tipos 
de equates diferenciais. Voltaremos a essa questao mais adiante. neste capftulo. 


TABELA 8.1.2 Comparaqao dos Resultados de Aproximaqoes Num^ricas da SoluqAo de 
y' = 1 -1 + 4y,y (0) = 1 Usando-se o Mdtodo de Euler Inverso para Tamanhos de Passos 
Diferentes 4 


1 

4 = 0.05 

4 = 0.025 

4 = 0,01 

4 = 0,001 

Exata 

0 

1.0000000 

1,0000000 

1,00(XXXX) 

1,0000000 

1.0000000 

0.1 

1,6929688 

1.6474375 

1,6236638 

1.6104634 

1.8090418 

0.2 

2,7616699 

2,6211306 

2,5491368 

2,5095731 

2.5053299 

0.3 

4,4174530 

4,0920886 

3.9285724 

3.8396379 

3.8301388 

0.4 

6.9905516 

6,3209569 

5.9908303 

5.8131282 

5,7942260 

0.5 

10,996956 

9.7050002 

9,0801473 

8.7472667 

8.7120041 

1.0 

103,06171 

80,402761 

70.452395 

65,419964 

64.897803 

1.5 

959,44236 

661,00731 

542,12432 

485.05825 

479.25919 

2,0 

8934,0696 

5435.7294 

4172.7228 

3597,4478 

3540,2001 
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Enos em Aproximagoes Numericas. A utiIiza<;ao de um procedimento numerico,como a formula de Euler, 
para resolver um problema de valor inicial levanta uma sdrie de questoes que precisam ser respondidas 
antes de se aceitar a solu^ao numtSrica aproximada como satisfatdria. Uma dessas e a questSo da conver- 

gencia. ou seja. quando o tamanho do passo li tende a zero os valores da soluqSo numerica y 0 ,y,,y,. 

... tendem ao valor correspondente da solu^ao exata? Mesmo supondo que a resposta seja afirmativa, 
resta o problema pralico importante de quao rdpido a aproximaqao numerica converge para a solu^ao. 
Em outras palavras, o quao pequeno tern que ser o tamanho do passo para garantir um determinado ni- 
vel de precisdo? Queremos usar um tamanho de passo que seja suficientemente pequeno para garantir a 
precisao necessdria, mas que nao seja pequeno demais. Um passo desnecessariamente pequeno torna os 
calculos mais lentos. mais caros e. em alguns casos. pode ate causar perda de precisao. 

Existem duas fontes fundamentals de erro ao se resolver um problema de valor inicial numericamente. 
Vamos supor, primeiro, que nosso computador t tal que podemos efetuar todos os calculos com precisdo 
absoluta. ou seja, mantendo um numero infinito de casas decimals. A diferen^a E„ entre a solusao y - </> (f) 
do problema de valor inicial (I), (2) e sua aproxima^So numerica e dada por 

E„=<ptt n )-y„ ( 14 ) 

e 6 conhecida como o erro de truncamentn global. Ele tern duas causas: primeiro, em cada passo usamos 
uma formula aproximada para determinar segundo, os dados de entrada em cada etapa estao apenas 
aproximadamente corretos, jd que em geral ifi (/„) nao € igual a y„. Se supusermos que y„ - <t> (r„), enlSo o 
linico erro efetuado em cada passo 6 devido ao uso de uma fdrmula aproximada. Esse erro 6 conhecido 
como o erro de truncanicnto local e„. 

A segunda fonte fundamental de erro e que efetuamos os calculos em aritmiSlica com apenas um nu¬ 
mero finito de di'gitos. Isso nos leva a um erro de arredondamento /?„ definido por 

R n -y n -Y n . (15) 

onde Y„ 6 o valor computado defato pelo metodo numerico dado. 

O valor absoluto do erro total em se calcular <p (r„) e dado por 

l$(f/i) 1 nl “ I0(6i) )’b *1 * y« — ^«l* (16) 

Usando a desigualdade triangular. In + b\ < Ini + I b . obtemos da Eq. (16) 

!0(f«) - Y ,,| < \<pU„) - y„| 4- |y„ - Y„\ 

<|£ n | + |*„|. (17) 

Logo, o erro total e limitado pela soma dos valores absolutos dos erros de truncamento e de arredonda¬ 
mento. Para os procedimenlos numericos discutidos neste livro e possivel obter estimativas uteis do erro 
de truncamento. No entanto. limitamos nossa discussao basicamente ao erro de truncamento local, que 6 
um pouco mais simples. O erro de arredondamento e claramente de natureza mais aleatoria. Dcpende do 
tipo de computador utilizado, da ordem em que os calculos sao efetuados, do metodo de arredondamento 
e assim por diantc. Embora uma an^lise do erro de arredondamento esteja aldm do escopo destc livro, 
6 possivel dizer mais do que se poderia esperar primeira vista (veja, por exemplo, o livro de Hcnrici 
listado nas references). Alguns dos perigos do erro de arredondamento sao discutidos nos Problemas de 
25 a 27 e na Seqao 8.5. 

Erro de Truncamento Local para o Metodo de Euler. Vamos supor que a solu?ao y -<p(t) do problema de 
valor inicial (1). (2) tern derivada segunda continua no intervalo de inleressc. Para garantir isso podemos 
supor que /./,c/ v sao continuas. Observe que se /tern essas propriedades e se $e uma solu^ao do proble¬ 
ma de valor inicial (1), (2),cntao 

e. pela regra da cadeia, 

1 o«) 

Como a expressao & direita do sinal de igualdade nessa equaijao 6 continua, <p" lambiSm 6 continua. 
Usando, entao, um polinflmio de Taylor com resto para expandir tp em torno de r,„ obtemos 

<fi(l „ + h) = 4>{t n ) + <p\t n )h + \<t>"0n)h 2 . 


(19) 
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onde t„ 6 algum ponto no intcrvalo /„</„< t„ + h. Subtraindo a Eq. (4) da Eq. (19) e observando que (t n 
+ h) = * ('„.,) e <t>' (O =/['„. 0 (01. vemos que 

-y n +i = [<PV„)-y n ] + h[f[t n ,<p(t n )\ + \<t>"(i n )h\ (20) 

Para calcular o erro de truncamento local, aplicamos a Eq. (20) a soluqao exata <f> (t), ou seja, tomamos 
y„ como sendo <t> (/„). Ent3o, vemos imediatamente da Eq. (20) que o erro de truncamento local e„, x 6 

£fi+l = 0(^n+t) )/> i+l = 2 $ On)h • (21) 

Assim. o erro de truncamento local para o melodo de Euler 6 proporcional ao quadrado do tamanho 
do passo /;, e o fator de proporcionalidade depende da derivada segunda da solu?ao <p. A expressao dada 
pela Eq. (21) depende de n c. cm geral. 6 diferente para cada passo. Uma cota uniforme, vdlida em uni 
intervalo [n. ft], 6 dada por 

\e„\ < Mh 2 /1. (22) 

onde A/ e o mdximo de l^»"(/)l no intervalo [a, 6). Como a Eq. (22) e baseada no pior caso possfvel — ou 
seja. o maior valor possfvel de l</>”(/)l — essa pode ser uma estimativa bem maior do que o erro de trun¬ 
camento local em certas partes do intervalo [a, ft). Um dos usos da Eq. (22) e escolher urn tamanho de 
passo que resultar^ em um erro de truncamento local que n3o ultrapasse um nfvcl de tolcrfincia dado. Por 
exemplo. se o erro de truncamento local nao pode ser maior do que £, entao. da Eq. (22). temos 

h < y/2c/M. (23) 


A dificuldade bdsica em se usar a Eq. (21), (22) ou (23) reside na estimativa de I0"(t)l.ou M. No entanto.o 
fato central expresso por essas equates e que o erro de truncamento local e proporcional a Ir. Logo.se 
li for reduzido por um fator de 1/2, entao o erro 6 reduzido por um fator de 1/4, e assim por diante. 

O erro de truncamento global E„ e mais importante do que o erro de truncamento local. A analise para 
se eslimar £„ e mais diffcil do que a para e„. Entretanto. conhecendo o erro de truncamento local pode- 
mos fazer uma estimativa inltiiliva do erro de truncamento global em um ponto fixo T > /„ como segue. 
Suponha que levamos n passos para ir de /„ ate T = f„ + nh. Em cada passo o erro e no maximo XllrH: logo, 
o erro em n passos e no maximo nMli-12. Nolando que n = (T - £,,)//», vemos que o erro de truncamento 
global para o metodo de Euler para se ir de t„ ate T e limitado por 



^ Mh 
( T-l 0 ) — . 


(24) 


Esse argumento nao est.i completo, pois nao leva em consideratjao o efeito de um erro em um passo sobre 
os passos seguintes. De qualquer jeito. pode-se mostrar que o erro de truncamento global ao se usar o 
metodo de Euler em um intervalo finito nao 6 maior do que uma constante vezes h. veja o Problema 23 
para mais detalhes. O metodo de Euler e chamado de um melodo de primeira ordem porque sou erro de 
truncamento global e proporcional it primeira potencia do tamanho do passo. 

Por ser mais acessivel, vamos usar daqui para a frente o erro de truncamento local como nossa medida 
principal da precisSo de um mdtodo numerico e para comparar metodos diferentes. Se tivermos uma 
informa^ao a priori sobre a solutjao do problema de valor inicial dado, podemos usar o resultado ( 21 ) 
para obter informaqao mais precisa sobre como o erro de truncamento local varia com I. Como exemplo, 
considere o problema ilustrativo 

/ = 1 — f + 4y, >(0) = 1 (25) 


no intervalo 0 < / < 2. Seja y = 4> (f) a solu^ao do problema de valor inicial (25). Entao, como observado 
anteriormente, 

0 (f) = (4/-3 + 19e 4 ')/16 


e, portanto, 

0"(O = 19e 4 '. 


A Eq. (21) diz, entao, que 


19e 4 Wr 

ffl+i — . « t n < -f* /i. 


(26) 


O aparecimento do fator 19 e o crescimento rapido de e 41 cxplicam por que os resullados na Tabela 8.1.1 
nao foram muito precisos. 
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Por exemplo, para It = 0.05 o erro no primeiro passo e 

19e 4 '° (0,0025) 

ci = 4>Ut)~y\ =- - -. 

E claro que e, 6 positivo e. como t ,l! ‘ < e 0 -. temos 

19t*° 2 (0.0025) _ 

Pl --2-= 


0 < / 0 < 0,05. 


S 0,02901. 


Note, tambem. que e 4 '' >1: logo, e, > 19(0.0025)/2 = 0.02375.0 erro 6. de fato, 0.02542. Segue da Eq. (26) 
que o erro piora progressivamentc quando t aumenta; isso lambent <5 claro nos resultados que aparecem 
naTabela 8.1.1. Calculos semelhantes para colas do erro de truncamento local dao 

19e- 4 - 8 (0,0025) 19e 4 (0.0025) 

1.0617 S--- < e2o <---‘ = 1 - 2967 (28) 


para se ir de 0.95 para 1.0 e 


„ _ 19e 7 - 8 (0.0025) 19^(0.0025) _ „ 

57.96 5- - -- < e4o <- - -- = 70.80 


para se ir de 1.95 para 2,0. 

Esses resultados indicam que para este problema o erro de truncamento local 6 etn lorno de 2500 
vezes maior perto de t = 2 do que proximo a t = 0. Assim. para reduzir o erro de truncamento local a um 
nivel aceitavel ent todo o intervalo 0 < t < 2 e preciso escolher um tamanho de passo baseado na andlise 
cm uma vizinhanqa de I = 2. E claro que esse tamanho de passo sera muito maior do que o necesslrio 
proximo a / = 0. Por exemplo. para se obter um erro de truncamento local de 0.01 para este problema 
precisamos de um tamanho de passo de ent torno de 0.00059 proximo a f = 2 e de um tamanho de passo 
de aproximadamente 0,032 perto de / = 0. A ulilizaqao de um tamanho de passo uniforme que e menor 
do que o necessdrio cm boa parte do intervalo resulta ent mais calculos do que necessario, mais tempo 
consuntido e. possivelmente. mais perigo de erros de arredondamento inaceitaveis. 

Outra abordagem e manter o erro de truncamento local aproximadamente constante ao longo do in¬ 
tervalo, reduzindo gradualmente o tamanho do passo a medida que r aumenta. No problema do exemplo 
precisarfamos reduzir It por um fator de mais ou menus 50 ao se ir de t = 0 para / = 2. Um metodo onde se 
varia o tamanho do passo e dito adaptativo.Todos os cddigos computacionais modernos para se resolver 
equaqoes diferenciais tern a capacidade de ajustar o tamanho do passo quando necessdrio. Voltaremos a 
essa questiio na proxima seqao. 


PR0BLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. encontre valores aproximados da soluijao do problema de valor inicial 
i - dado em i = 0.1:0.2:0.3 c 0.4. 

(a) Use o metodo de Euler com It - 0.05. 

(b) Use o mtModo de Euler com It = 0.025. 

(c) Use o metodo de Euler inverso com It = 0,05. 

(d) Use o metodo de Euler inverso com It = 0,025. 

4fl 1. y = 3 + i-y, y(0) = l 4fl 2. / = 5t - 3Jy, y(0> = 2 

jfl 3. y = 2 y- 3r. y(0) = 1 4. / = 2/ + >(0) = 1 

jfl 5. y = , y(0) = 0,5 $1 6. y = (r 2 - r )seny. y(0) = -1 

Em cada um dos Problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solu$ao do problema de valor inicial 
dado em/ = 0,5; 1.0; 13 e 2.0. 

(a) Use o nultodo de Euler com It = 0.025. 

(b) Use o metodo de Euler com It = 0.0125. 

(c) Use o metodo de Euler inverso com It = 0.025. 

(d) Use o mdtodo de Euler inverso com h = 0,0125. 
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41 7. / = 0.5 — t + 2y, y(0) = 1 ^2 «• / = 5/ - 301, y(0) = 2 

^2 9. y' = 0Ty. y(0) = 3 41 10. y’= 2t+e-y, y<0) > 1 

41 11. / = (4 - 00/(1 + y 2 ), y(0) = -2 

42 12. / = (y 2 + 2fy)/(3 + f 2 ), y(0) = 0.5 

4Z 13- Complete os cdlculos que levam aoselementos nas colunas trese quatro daTabela 8.1.1. 

4d 14- Complete os calculos que levam aos elementos nas colunas tres e quatro daTabela 8.1.2. 

15. Usando trds parcelas da sdrie de Taylor dada na Eq. (12) e fazendo/i = 0.1. determine valores aproximados 
da soluyao do exemplo ilustrativo y' = 1 -1 + 4y,y(0) = 1 em t = 0,1 e 0.2. Compare os resultados com os 
do mdtodo de Euler e com os valores exatos. 

Sugestao: sc y’ =f[t,y), o que d y"? 

Nos Problemas 16 e 17, estime o erro de truncamento local para o mdtodo de Euler em lermos da soluqao 
y = <t> (r). Obtenha uma cota para e„., em termos de / e de <t> (f) que seja vtilida no intervalo 0 < / < 1. Usando 
uma formula para a solugao. obtenha uma cota mais precisa para e„. t . Para h = O.l.calcule uma cota para e, e 
compare-a com o erro exato em t = 0,1. Calcule. tambem. uma cota para o erro e 4 no quarto passo. 

16. y’ = 2y-l, y(0) = 1 17. y’ = £ -1 + 2y, y(0) = 1 

Em cada um dos Problemas de 18 a 21. obtenha uma f6rmula para o erro de truncamento local para o mdtodo 
de Euler em termos de t e da soluyao <t>. 

18. y = r 2 + y 2 , y(0) = 1 19. y' = 5r - 30. y(0) = 2 


20. y' = 0 + y, y(l) = 3 21. / = 2r + e y(0) = 1 

22. Considere o problema de valor inicial 

y’=cos5fff, y(0) = 1. 

(a) Determine a solui;ao y = <t> (/) e desenhe o gralico de y = <f> (/) para 0 < t < 1. 

(b) Determine valores aproximados para </> (f) em t = 0,2;0,4 e 0,6 usando o metodo de Euler com It = 0,2. 
Desenhe um gralico com segmcntos de reta para a solucao aproximada e compare-o com o gralico da 
solu<;3o cxata. 

(c) Repita o c^lculo do item (b) para 0 < I < 0,4 mas com It = 0,1. 

(d) Most re, atraves do cdlculo do erro de truncamento local, que nenhum desses tamanhos de passos d 
sulicientemente pequeno. Determine um valor de It que garanta que o erro de truncamento local e 
menor do que 0.05 ao longo do intervalo 0 < I < 1.0 fato de ser neeessario um valor tao pequeno de 
ft e consequencia de o mdxl</>"(r)t ser tao grande. 

23. Vamos discutir, neste problema, o erro de truncamento global associado ao mdtodo de Euler para o pro¬ 
blema de valor inicial y' = f[t, y),y(f 0 ) = y„. Supondo que as funyoes/e f y sao continuas em \itna regiao R 
fcchada c limitada do piano ty que inclui o ponto (r 0 ,y 0 ), pode-se mostrar que existe uma constanle L tal 
que [/■(*,y) -f(t,y\ < L|y -y|onde (r,y)e (f,y) sao dois pontosquaisquer em /? com a mesma coordenada 
t (veja o Problema 15 da Se^ao 2.8). Alem disso, vamos supor que f, d continua. de modo que a solucao 4> 
tern derivada segunda continua. 

(a) Usando a Eq. (20), mostre que 

|£„+l| < \En\ + min.<t>0n)]-f(tn^n)\+ ^V'(OI <0t|E„|+^l 2 , (i) 


onde a = 1 + hi. e P = mdxl0"(f)l/2 em f u < t < 

(b) Aceitando.sem demonstra^ao.o fato de que se £„ = 0 e se l£„l satisfaz a Eq. (i).entao l£„l < ph'(a" - 1)/ 
(or - 1) para a * 1, mostre que 


ir ., _ d + ziEr-i ol 
|£*l <- j - P h - 


A Eq. (ii) fomece uma cota para l£„l em termos de h. L.n e p. Note que para um h fixo essa cota aumenta 
quando n aumenta. ou seja, o erro aumenta com a distancia ao ponto inicial 
(c) Mostre que (1 + hL)" < e"*'; portanto. 
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Para um ponto fixo T=t 0 + nh [ou seja, nh e constanle e h = (T - /„)/«], essa cota para o erro 6 da forma 
uma constantc vezcs h e tende a zero quando h —► 0. Note, lambem, que para nhL = ( T-t„)L pequeno o 
lado & direita do sinal de igualdade na equagao precedente e aproximadamente igual a nlfft = (T- r 0 )^/t, 
que foi obtido na Eq. (24) por um argumento intuitivo. 

24. Deduza uma expressao anaioga it Eq. (21) para o erro de truncamento local para a formula de Euler inversa. 
Sugestao: construa uma aproximagao de Taylor apropriada de tp (/) em torno de t = ,. 

jfb 25. Usando um tamanho de passo h - 0,05 e o metodo de Euler, mas mantendo apenas tres digitos ao longo 
dos calculos, determine valores aproximados para a solugao em 1 = 0.1; 0,2; 0.3 e 0.4 para cada um dos pro- 
blemas de valor inicial a seguir. 

(a) y' = 1 - t + 4y, y(0) = 1 

(b) y' = 3 4 -1 - y, y(0) = 1 


(c) y = 2v - 3/, y(0) = 1 


Compare os resuliadoscom os oblidos no Exemplo 1 e nos Problemas 1 e 3. As pequenas diferengas entre 
alguns dos resultados arredondados para tres digitos e os resultados atuais sao devidas ao erro de arredon- 
damento. O erro de arredondamento tornar-se-ia importante se os calculos exigissem muitos passos. 

26. O problema a seguir ilustra um perigo que ocorre devido ao erro de arredondamento quando ntimeros 
quase iguais sao subtraidos e a diferenga 6 multiplicada. entao. por um numero muito grande. Calcule a 
quantidade 


1000 • 


6.010 

2.004 


18.04 

6.000 


da seguinte maneira; 

(a) Arredonde primeiro cada elemento no determinanle para dois digitos. 

(b) Arredonde primeiro cada elemento no determinanle para tres digitos. 

(c) Retenha todos os quatro digitos. Compare este valor com os resultados dos itens (a) e (b). 

27. A distributividade a(b - c) = ah - ac nao vale, em geral. se os produtos s3o arredondados para um numero 
menor de digitos. Para mostrar isso em um caso especifico.faga a = 0.22,6 = 3.19 e c = 2.17. Depoisde cada 
multiplicagao. arredonde retirando o ultimo digito. 


8.2 Aprimoramentos no Metodo de Euler 


Como para muitos problemas o metodo de Euler precisa de um tamanho de passo muito pequeno para 
se obter resultados suficientemente precisos. houve um grande esforgo para se desenvolver mdtodos mais 
eficientes. Nas proximas tres segoes vamos discutir alguns desses metodos. Considere o problema de valor 
inicial 

y'=fO,y)’ ydo) = yo (i) 


e denote por y = <p (t) sua solugao. Lembre da Eq. (10) da Segao 8.1 que, ao integrar uma equagao dife- 
rencial dada de t„ ate /„ +1 . obtemos 


0(f«+t) = <t>Un) + 



. <P(t)\dt. 


( 2 ) 


A formula de Euler 


Vfl+i — y« T h f ( t n . y ri ) 


(3) 


e obtida substituindo-se /[/, <p (r)] na Eq. (2) por seu valor aproximado J\t„,y n ) no extremo esquerdo do 
intervalo de integragao. 


Formula de Euler Aprimorada. Uma formula de aproximagao melhor pode ser obtida se o integrando 
na Eq. (2) for aproximado de rnodo mais preciso. Um modo de fazer isso e aproximar o integrando pela 
media de seus valores nas duas extremidades, a saber. [f\t n . <p (f„)] + <P (C.i)])/2. Isso 6 equivalente a 
aproximar a 3rea em baixo da curva na Figura 8.2.1 entre t = /„ e t = i pela drea do trapdzio sombreado. 
Alem disso.substituimos <t> (f„) e <p (r„.,) pelos seus valores aproximados respectivosy„ e y„,,. Dessa forma, 
obtemos, da Eq. (2), 
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EXEMPLO 

1 


f (tn<yn) f On+\>yn+\) , 

y n+ 1 = y» + -j-"■ ( 4 ) 

Como a inc6gnita y^, aparece como um dos argumentos de/a direita do sinal de igualdade na Eq. (4), 
esta equaqao define y„ tl implicitamcntc, em vez de explicitamente. Dependendo da natureza da fun?ao 
/pode ser bem dificil resolver a Eq. (4) para y„.,. Essa dificuldade pode ser sanada substituindo-se y„., a 
direita do sinal de igualdade na Eq. (4) pelo valor obtido usando-se a formula de Euler (3). EntSo, 

f(t n ,y n ) +f[t n + h,y„ + hf(t„,y„)] 

>wi = y n +-j- h 

= y , + f- + t«- + ** +H f'h . ( 5 , 

onde r„., foi substitufdo por i„ + h. 

A Eq. (5) nos da uma formula explfcita para se calcular o valor aproximado de tp em funqao 
dos dados em Essa fdrmula d conhecida como a formula de Euler aprimorada ou a formula de lleun. 1 
A formula de Euler aprimorada d um exemplo de um mdtodo em duas etapas: primeiro calculamos y„+ 
hf„ da fdrmula de Euler e, depois, usamos esse resultado para calcular y*,, da Eq. (5). A fdrmula de Euler 
aprimorada (5) nao representa uma melhoria sobre a formula (3), jd que o erro de truncamento local ao 
se usar a Eq. (5) d proporcional a h\ enquanto para o mdtodo de Euler e proporcional a h 1 . Essa estimati- 
va para o erro na formula de Euler aprimorada estd provada no Problema 14. Pode-se mostrar. tambem, 
que para um intervalo finito o erro de truncamento global para a formula de Euler aprimorada e limitado 
por uma constante vezes /r,de modo que esse metodo e de segunda ordem. Note que essa precisao maior 
d obtida a custa de niais trabalho computacional. ja que agora e necessario calcular f[l,y) duas vezes para 
se ir de 



FIGURA 8.2.1 Dedutjao do metodo de Euler aprimorado. 


Se / (/. y) depender apenas de / e nao de y, entao a resoluqao da equatjao diferencial y' = / (/. y) se 
reduzini a integrar/(/). Nesse caso, a formula de Euler aprimorada (5) fica 

y n +i -y n = (6) 

que d, simplesmente, a regra do trapdzio para integraqao numdrica. 


Use a formula de Euler aprimorada (5) para calcular valorcs aproximados da soluijao do problema de valor 
inicial 


y' = l-/ + 4y, y(0) = 1. 


(7) 


Para csclarecer exatamente quais calculus sao necessarios, vamos mostrar alguns passos em detalhe. Para 
este problema,/(/,y) = 1 -1 + 4y; logo, 


in = 1 — 4 + 4y„ 


c 

f(l„ + h,y n + hf„) = 1 -(/„+ h) + 4(y„ + hf n ). 


A formula tem esse nonie cm homenagem a Karl Heun (1859-1929). professor da Technical University of Karlsruhe. 
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AI6m disso, l„ = 0, y n = 1 e /, = 1 - t u + 4.y 0 = 5. Sc h - 0,025, entao 

/(<o + h,yo + hfo) = 1 - 0.025 + 4(1 + (0.025)(5)] = 5.475. 

Portanto, da Eq. (5) temos 

yi = 1 + (0,5)(5 + 5.475)(0.025) = 1.1309375. (8) 

No segundo passo. precisamos calcular 

/, = 1 - 0,025 + 4(1.1309375) = 5.49875, 
y, + hf\ = 1,1309375+ (0.025X5.49875) = 1.26840625. 
e 

fih.y i + hfi) = 1 - 0.05 + 4(1.26840625) = 6.023625. 

Logo, da Eq. (5). 

yi = 1.1309375 + (0.5)(5,49875 + 6.023625X0.025) = 1.2749671875. (9) 

A Tabela 8.2.1 moslra outros resultados para 0 < t < 2 obtidos usando-se o metodo de Euler aprimorado 
com h = 0,025 e It = 0.01. Para comparar os rcsultados do metodo de Euler aprimorado com os do metodo de 
Euler, note quo o metodo de Euler aprimorado precisa de dois calculos dos valores de /'em cada passo. enquan- 
to o metodo de Euler precisa s6 de uni. lsso <5 importante.jd que tipieamente a maior parte do tempo computa- 
cional de cada passo e gasto calculando-se os valores de /. de modo que contar essas operates e uma maneiru 
razodvel de se estimar o esfor<;o computacional total. Entao. para uni tamanho de passo dado It o metodo de 
Euler aprimorado precisa do dobro dos calculos de valores de /do metodo de Euler. De outro ponto de vista, 
o metodo de Euler aprimorado com tamanho de passo It necessita do tnesmo numero de calculos de valores de 
/que o metodo de Euler com passo /i/2. 


TABELA 8.2.1 Uma Compara^ao dos Rcsultados Usando-se os Metodos de Euler e de 
Euler Aprimorado para o Problema de Valor Inicial y' = 1 -1 + 4y,y(0) = ] 


t 

Euler 

Euler Aprimorado 


h = 0,01 

h = 0,001 

It = 0,025 

h = 0,01 

Exata 

0 

1 . 000001H) 

1,0000000 

1,0000000 

1.0000000 

1.0000000 

0.1 

1.5952901 

1.6076289 

1.6079462 

1.6088585 

1.6090418 

0.2 

2.4644587 

2.5011159 

2.5020618 

2.5047827 

2.5053299 

0.3 

3.7390345 

3.8207130 

3.8228282 

3.8289146 

3.8301388 

0.4 

5.6137120 

5,7754845 

5.7796888 

5.7917911 

5,7942260 

0.5 

8.3766865 

8,6770692 

8,6849039 

8.7074637 

8.7120041 

1.0 

60.037126 

64,382558 

64,497931 

64.830722 

64.897803 

1.5 

426.40818 

473,55979 

474,83402 

478.51588 

479,25919 

2.0 

3029.3279 

3484,1608 

3496.6702 

3532.8789 

3540.2001 


Observando a Tabela 8.2.1 voce pode ver que o metodo de Euler aprimorado com h = 0,025 dd rcsultados 
muito melhores do que o metodo de Euler com It = 0,01. Note que para alcan^ar t = 2 com esses tamanhos de 
passos o nuXodo de Euler aprimorado precisa de 160 calculos de valores de /, enquanto o mdtodo de Euler 
precisa de 200. Mais importante de se notar e que o metodo de Euler aprimorado com It = 0,025 6 ligeiramente 
mais preciso do que o metodo de Euler com It = 0.001 (2000 calculos de valores de /). Em oulras palavras, com 
algo da ordem de um doze avos do esforijo computacional o nuXodo de Euler aprimorado fomece rcsultados 
para este problema comparavcis a, ou um pouco melhores do que. os gerados pelo metodo de Euler, lsso ilus- 
tra o fato de que comparado ao mdtodo de Euler o metodo de Euler aprimorado 6 claramente mais eficicnte, 
gerando resultados substancialmcnte melhores ou precisando de muito menos esforijo computacional total, ou 
ambos. 

Os erros pcrcentuais em I = 2 para o mdtodo de Euler aprimorado sao dc 1,22% para h - 0,025 e de 0,21% 
para h = 0,01. 



Um programa de compuiador para o rmStodo de Euler pode ser imedialaniente modificado para im- 
plementar o metodo de Euler aprimorado. Basta subslituir o Passo 6 no algoritmo da Seqao 8.1 pelo 
seguinte: 
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Passo 6. k\=f(t,y) 

k2 — f (t "I - /i.y 4 h * A'l) 

>• = y + (h/2) * (fcl +k2) 
t = t + li 

Variaqao no Tamanho dos Passos. Mencionamos, na Se^ao 8.1, a possibilidade de ajustar o tamanho dos 
passos a medida que os calculus prosseguem, de modo a manter o erro de truncamento local em um nivcl 
mais ou menos constante. O objetivo e nao usar mais passos do que o necessario e. ao mcsmo tempo, man¬ 
ter algum controle sobre a precisao das aproximaqoes. Vamos descrever aqui como isso pode ser fcito. 
Suponha que, apds n passos. chegamos ao ponto (t„.y„). Escolhemos um tamanho de passo h e calculamos 
v„,|. A seguir.estimamos oerro que lizemos ao calcular y„, x . Sem conhecer a soluijao exata.o melhor que 
podemos fazer e usar um metodo mais preciso c repetir os ciilculos a partir de (r„, y„). Por exemplo, sc 
livermos usado o metodo de Euler para o cdlculo original poderiantos repetir com o metodo de Euler 
aprimorado. Entao. a diferenqa entre os dois valores calculados e uma estimativa do erro ao sc usar 
o metodo original. Se o erro estimado e diferente da tolerancia de erro e. entao ajustamos o tamanho do 
passo e repetimos o cdlculo. A chave cm fazer esse ajuste eficientemente 6 saber como o erro de trunca¬ 
mento local depende do tamanho do passo h. Para o metodo de Euler o erro de truncamento local 
ii proporcional a /r. de modo que para trazer o erro estimado (diminuindo ou aumentando) ao nivel de 
tolerancia f precisamos multiplicar o tamanho do passo original pelo fator •s/e/e^. 

Para ilustrar esse procedimento vamos considerar o problema (7) do exemplo 

y* = 1 — / + 4y, y(0) = l. 

Voce pode verilicar que apos um passo com h = 0,1 obtemos os valores 1,5 e 1,595 com os metodos de 
Euler e de Euler aprimorado, respectivamente. Logo, o erro estimado para o metodo de Euler e 0,095. Se 
livermos escolhido uma tolerancia de 0.05 para o erro, por exemplo. precisariamos diminutr o tamanho 
do passo multiplicando-o pelo fator y 0,05/0,095 = 0,73. Arredondando para baixo para ser conserva- 
dor. vamos escolher o tamanho de passo ajustado como sendo h = 0.07. Obtemos. entao. da formula de 
Euler. 


>'i = 1 + (0,07)/((),1) = 1.35 = 0(0,07). 

Usando a formula de Euler aprimorada obtemos y, = 1,39655. de modo que o erro estimado ao se usar 
a formula de Euler e 0.04655. que e ligeiramenle menor do que a tolerancia espccificada. O erro de fato, 
baseado em uma comparaqao com a solugao cxata, 6 um pouco maior. a saber, 0.05122. 

Podemos seguir o mesmo procedimento em cada passo dos cdlculos. mantendo assim o erro de trun¬ 
camento local aproximadamentc constante ao longo de todo o processo. Cddigos modernos adaptativos 
para a resoluqao de equates diferenciais ajustam o tamanho do passo a medida que prosseguem de 
maneira bem semelhante a essa. etnbora usem, em geral, formulas mais precisas do que as de Euler c de 
Euler aprimorado. Em consequencia. sao ao mcsmo tempo eficientes e precisos, usando passos muito 
pcquenos apenas onde 6 realmente necessdrio. 


PR0BLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6, encontre valores aproximados da soluijao do problema de valor inicial 

- dado em I = 0,1; 0.2:0.3 e 0.4. Compare os resultados com os obtidos pelo metodo de Euler e pelo metodo de 

Euler inverso na Se?ao 8.1 e com a soluijao exata (sc disponfvel). 

(a) Use o metodo de Euler aprimorado com h = 0,05. 

(b) Use o mdtodo de Euler aprimorado com It = 0,025. 

(c) Use o miStodo de Euler aprimorado com It = 0,0125. 

$1 1. y=3 + t-y, y(0) = l $1 2.y' = 5l-3^y. y(0) = 2 

3. y' = 2y - 3r, y(0) = 1 jfl, 4. / = 2/4- e" 0 ’, y(0) = 1 
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5. 


- y* + 

3 + l 2 ’ 


2 ty 


y(0) = 0.5 


fl, 6. / = (i : -y 2 )seny. y(0) = -1 


Em cada um dos Problemas de 7 a 12. encontre valores aproximados da solu?ao do problema de valor inicial 
dado em i = 03; 1,0; 13 c 2.0. 

(a) Use o mdtodo de Euler aprimorado com h = 0,025. 

(b) Use o mdtodo de Euler aprimorado com h = 0,0125. 
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7- / = 0,5-t+2y, y(0) = 1 ^2 8. ? = 5t - 3Jy, y(0) = 2 

#2 9. / = JJTy . y(0) = 3 4fl 10. y‘ = 2t + e'*, >-(0) = 1 

11. / = (4-/y)/(l+y 2 ), y(0) = -2 

12. y' = O' 2 + 2fv)/(3 + r : ), >’(0) = 0.5 

13. Complete os calculos neccssdrios para se obter os elementos nas colunas quatro e cinco da Tabela 8.2.1. 

14. Neste problema vamos provar que o erro de truncamento local para a formula de Euler aprimorada 6 
proporcional a h\ Se supusermos que a solugao do problema de valor initial v' = f(i. v), v (f„) = v ( , tern 
derivadas contfnuas atd a terceira ordem (/ tern derivadas parciais de segunda ordem contfnuas), segue 
que 

+ h) — + <p {i„)h + 3- — y '^ . 

ondc l„ < t„ < t„ + h. Suponha que y„ = <t> (r„). 

(a) Mostre que, para y„ t , dado pela Eq. (5). 

<n+1 = <PUn+l) ~ 3’n+l 

<t>"U„)h - \f\t n + h.y n + hfu,„y n )} -/(/„. v„)l <fi"'O n )h' 

= -2!- 1 "* 3! * (,) 

(b) Usando os fatos de que = f[t.<p{t) J + /,[/.<P(r)]</>’(f) e a aproximayao de Taylor com resto para uma 

funyao F(t.v) de duas variaveis e da forma 

F(a + h.h + k) = F(u.b) + F,(a.b)h + FAa,h)k 

+ j t (h 2 F„+2hkF, y + k 2 F yy ) 

l =<■>=!! 

onde f esla entre <t e a + h e /; esta entre b e b + k. mostre que o primeiro termo a direita do sinal de igual- 
dadc na Eq. (i) e proporcional a It' mais termos de ordem maior. Esse e o resultado desejado. 

(c) Mostre que.se f(l.y) e linear em t e y. entao e = onde <„<!„< /„... 

Sugestdo: o que saoc /„? 

15. Considere o metodo de Euler aprimorado para resolver o problema de valor inicial ilustrativo y’ = 1 - / + 
4v.,v (0) = 1. Usando o resultado do problema 14(c) e a solugao exata do problema de valor inicial. deter¬ 
mine e uma cota para o erro em qualquer passo em 0 < t < 2. Compare esse erro com o obtido na Eq. 
(26) da Seyao 8.1 usando o metodo de Euler. Obtenha. lambent, uma cota para e, com h = 0,05 e compare 
com a Eq. (27) da Segjio 8.1. 

Em cada uni dos Problentas 16 e 17. use a solugao exata ip(t) para deterntinar e„., e uma cota para e„., em qual¬ 
quer passo no intervalo 0 < / < I para o metodo de Euler aprimorado para o problema de valor inicial dado. 
Obtenha. tambem, uma cota para e, com h = 0,1 e compare com a estimativa semelhante para o metodo de 
Euler e com o erro exato usando o metodo de Euler aprimorado. 

16. / = 2y — 1. y( 0) = 1 17. >■' = 0.5 — t + 2y, y(0) = 1 

Em cada um dos Problemasde 18a21.efetue urn passo do metodo de Euler e do metodo de Euler aprimorado 
usando o tamanho de passo li = 0.1. Suponha que se deseja um erro de truncamento local nSo maior do que 
0,0025. Estime o tamanho de passo necessario para o metodo de Euler satisfazer essa condigao no primeiro 
passo. 

18. y’ = 0,5 - r + 2y, y(0) = 1 19. y‘ = 5 1 - 3 ,/y, y(0) = 2 

20. y’=jrFy, y(0) = 3 21. y‘ = (y 2 + 2ry)/(3 + t 2 ), y(0) = 0.5 

22. A formula de Euler nmdilicada para o problema de valor inicial y‘ = /(f.y).y Ua) = .Voc dada por 

.v„ T i =y„ +bf[l„ + \h,y„ -f \hf(l„,y n )\ 

Seguindo o procedimcnio esquematizado no Problema 14, mostre que o erro de truncamento local na 
fdrmula de Euler modilicada 6 proporcional a h\ 

Em cada um dos Problemas de 23 a 26. use a formula de Euler modilicada do Problema 22 com h = 0.05 para 
calcular valores aproximados da solugao do problema de valor inicial dado cm f = 0.1; 0.2; 0.3 e 0,4. Compare 
os resultados com os obtidos nos Problemas de 1 a 4. 
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23. / = 3 + 1 -y, y(0) = 1 24. y' = St- 3 Jy, y(0) = 2 

^>7 25. / = 2y - 3/. y(0) = 1 4fl 26. / = 2t + e"*, y(0) = 1 

27. Mostre que a formula de Euler modificada do Problema 22 e identica a fdrmula de Euler aprimorada da 
Eq.(5) para/ = /(r,y) se/d linear em/ey. 


8.3 0 Metodo de Runge-Kutta 


Introduzimos. nas setjdes antcriores. a fdrmula de Euler, a fdrmula de Euler inversa e a formula de Euler 
aprimorada conio manciras de resolver o problema de valor inicial 

/=/(*•>). y(fo) = y<> (1) 

numericamenle. Os erros de truncamento locais para esses metodos sao proporcionais a h\Ir e h\ respec- 
tivamente. Os metodos de Euler e de Euler aprimorado pertencem itquela que e conhecida hoje como a 
classe de mdtodos de Runge-Kutta . 2 

Nesta seqlio vamos discutir o mdtodo desenvolvido originalmente por Runge e Kutta. Esse mdtodo 
e chamado atualmente de metodo classico de Runge-Kutta de quarta ordern cm quatro estSgios. mas 
na pr^tica as pessoas se referem a ele simplesmente como o mdtodo de Runge-Kutta, e seguiremos essa 
pratica. Esse m<5todo tern um erro de truncamento local proporcional a h s . Assim, e duas ordens de 
grandeza mais precise do que o metodo de Euler aprimorado e Ires ordens de grandeza mais preciso do 
que o metodo de Euler. Ele e relativamente simples de usar c suficientemente preciso para tratar muitos 
problemas de maneira eticiente. Isso £ particularmenle verdadeiro para os metodos de Runge-Kutta 
adaptativos, nos quais se pode variar o tamanho dos passos quando necessdrio. Retomaremos a essa 
questao no final desta setjao. 

A formula de Runge-Kutta envolve uma media ponderada de valores de f (f,y) em pontos diferentes 
no intervalo t„ < t < E dada por 


onde 


. f k„ t + 2k„2 + 2k„y + At„4 
y«+1 = y n + « I -g— 

kft\ = /(f/i.yn) 

k „2 =f(tn + \k,y n + 

k n 3 =/(r„ + j/i.y„ + \hk„ 2 ), 

knA =f(t„ + h,y n + hk n 3 ). 


( 2 ) 


(3) 


A soma ( k„ , + 2ft„. +2k„, + k„,)/6 tamb 6 m pode ser interpretada como um coeficiente angular medio. Note 
que k„ | e o coeficiente angular no extremo esquerdo do intervalo, £ o coeficiente angular no ponto 
medio usando-se a formula de Euler para ir de l„ ate l„ + h/2. k Ki £ a segunda aproximaqSo do coeficiente 
angular no ponto mtSdio e k„ t £ o coeficiente angular em l„ + h usando a fdrmula de Euler e o coeficiente 
angular k nS para ir de t„ a i„ + h. 

Embora, em prinefpio, niio seja diffcil mostrar que a Eq. (2) difere da expansao de Taylor da solutjSo <t> 
por termos proporcionais a /i\ os calculos algebricos sao bem longos.’ Vamos aceitar, entao, o fato de que 
o erro de truncamento local ao se usar a Eq. (2) e proporcional a /i s e que. para um intervalo finito, o erro 
de truncamento global £ no mSximo uma constante ve/.es h*. A descriqao anterior deste mdtodo como 
um mdtodo de quarta ordem cm quatro estagios reflete os fatos de que o erro de truncamento global £ 
de quarta ordem no tamanho do passo h e hfi quatro estdgios intermediaries nos cdlculos (os calculos de 
k n \“ k„ 4 ). 

E claro que as fdrmulas de Runge-Kutta, Eqs. (2) e (3), sao mais complicadas que qualquer das fdrmu- 
las discutidas at£ agora. Isso nSo £ muito importante, no entanto, jd que nao £ diffcil escrever um progra- 


; Carl David Runge (1856 1927), matcm.ltico e fisico alcmSo, trabalhou muitos anos em espectroscopia. A analisc de dados o 
levou a considerar problemas em computa<;ao numerica. e o metodo de Runge-Kutta teve origem em seu artigo sobre solu¬ 
tes numlricas de equates diferenciais de 1895.0 metodo foi estendido para sistemas de equates em 1901 por M. Wilhelm 
Kutta (1867-1944). Kutta era um matcmritico alemao que trabalhava com acrodinfimica e 6 , tambem. muito conhecido por 
suas contribuiedes importantes & teoria cldssica de acrofblio. 

’Veja, por exemplo, o Capdulo 3 do livro de Henrici, listado nas referOncias. 
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ma de computador que implemente esse m£todo. Tal programa tem a mcsma estrulura quc o algorilmo 
para o metodo de Euler esquematizado na Se^o 8.1. Hspecificamente. as linhas no Passo 6 no algorilmo 
dc Euler tem que ser substituidas pelas seguintes: 

Passo 6. k\=f(t,y) 

k2 =f(t + 0.5 * h,y + 0,5 * * * * 1 ) 

*3 = f(t + 0.5 * h,y + 0.5 * h * k2) 

*4 = f(t + h,y + h* k3) 
y = y + (/t/6) * (A 1 + 2 * k2 + 2 * *3 + A-4) 
t = t + h 

Note que. se /nao depende de y, entao 

=f(l n ), */i 2 — k n y = f(t n + */ 2 ), k n \ = f (t n + h), ( 4 ) 

e a Eq. (2) se reduz a 

>,,+1 -y» = ^\f ((«) + 4/(f„ + h/2) +f(i„ + h)\. ( 5 ) 

A Eq. (5) pode ser identificada com a regra de Simpson 4 para o cdlculo aproximado da integral de >•’ = 
/(()• O fato de que a regra de Simpson tem uni erro proporcional a A 5 € consistente com o erro de trunca- 
mento local na formula de Runge-Kutta. 


EXEMPLO 

1 


Use o metodo de Runge-Kutta para calcular valores aproximados da soluqao y = <p (r) do problema de valor 
inicial 

Jt' » 1 -1 + 4.V. y(0) = 1. (g) 

Fazendo * = 0.2. temos 


I 


*oi =/<0;l) = 5; **oi = 10. 

k m = /(0 + 0.1; 1 + 0.5) = 6.9; lik m = 1.38. 

*oj = /(0 + 0.1; 1 + 0.69) = 7.66; hk oi = 1.532. 
*m = /(0 +0.2:1 + 1.532) = 10.928. 


Logo. 

yi=l+ ^15 + 2(6.9) + 2(7,66) + 10,928] 
o 

= 1 + 1.5016 = 2,5016. 

ATabela8.3.1 mostra outros resultados obtidos pelo metodo de Runge-Kutta com A = 0.2. A = 0,1 e A = 0,05. 
Note que o metodo de Runge-Kutta fornece um valor em i = 2 quc difere da solugSo exata por apcnas 0,122%, 
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TABELA 8.3.1 Uma Comparagao dos Resultados para a Aproxima<;ilo Numdrica da 
SoluqSo do Problema de Valor Inicial y' = 1 - / + 4y,y(0) = 1 


1 

Euler 

Aprimorado 


Runge-Kutta 


Exata 

h = 0,025 

* = 0.2 

* = 0.1 

A = 0,05 


0 

1,0000000 

1.0000000 

1. (XXXXXX) 

1,(XXXXXX) 

1,(XXXXXX) 

0.1 

1,6079462 


1.6089333 

L6090338 

1.6090418 

0.2 

2.5020618 

2.5016000 

2 5050062 

Z5053060 

2,5053299 

0.3 

3,8228282 


3.8294145 

3.8300854 

3.8301388 

0,4 

5,7796888 

5,7776358 

5,7927853 

5,7941197 

5,7942260 

0.5 

8,6849039 


8.7093175 

8,7118060 

8,7120041 

1.0 

64,497931 

64.441579 

64.858107 

64,894875 

64,897803 

1.5 

474,83402 


478.81928 

479.22674 

479.25919 

Z0 

3496,6702 

3490.5574 

3535.8667 

3539,8804 

3540,2001 


*A regra de Simpson leva esse nome em homenagem a Thomas Simpson (1710-1761). um matemdtico ingles e autor de livros- 
textos,que a publicou em 1743. 
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se o tamanho do passo e h =0,l,c por apenas0,00903% se/i = 0,05.No ultimocaso.o erro 6 menor do que unia 
parte em dez mil, e o valor calculado cm r = 2 estd correto atd quatro digitos. 

Para efeitos de comparaqao, note que os mdtodos de Runge-Kutta, com h = 0.05, e o de Euler aprimorado, 
com h = 0.025, precisam de 160 cdlculos de valores de / para chegar a / = 2. O mdtodo de Euler aprimorado 
fornece urn resultado em f = 2 com erro de 1,23%. Embora esse erro possa ser aceitavel para alguns fins, <5 mais 
de 135 vezes o erro feito pelo nidtodo de Runge-Kutta com esforqo computacional compardvel. Note, tambdm, 
que o metodo de Runge-Kutta com h = 02, ou 40 cdlculos de valores de /produz uni valor em t - 2 com erro 
de 1.40%. que d so ligeiramente maior do que o erro no mdtodo de Euler aprimorado com h = 0,025, que cal- 
cula 160 valores de /. Assim. vemos.de novo, que urn algoritmo mais preciso d mais cficiente; produz melhores 
resultados com esforqo semelhantc, ou resultados and logos com menos esfonjo. 


O mdtodo classico de Runge-Kutta sofre dos mesmos defeitos que outros mdtodos com tamanho de 
passo fixo para problemas onde o erro de truncamento local varia rnuito no intervalo de interesse. Ou 
seja, urn passo suficientementc pequeno para obter precisao satisfatoria em algumas partes do intervalo 
podc ser muito menor do que o necessdrio em outras partes. Isso estimulou o desenvolvimento de md- 
todos de Runge-Kutta adaptativos, que providenciam a modificaqao do tamanho do passo automatica- 
mente it medida que procedem os cAlculos, de modo a manter o erro de truncamento local prdximo ou 
abaixo de urn nfvel de tolerAncia especificado. Como explicado na SegSo 8.2, isso requer a estimativa do 
erro de truncamento local em cada passo. Urn modo de fazer isso e repetir os calculos com urn metodo 
de quinta ordem — que tern urn erro de truncamento local proporcional a h" — e depois usar a diferen<;a 
entre os dois resultados como unia estimativa para o erro. Se isso for feito de uni modo direto o uso de um 
mdtodo de quinta ordem precisa de pelo menos mais cinco calculos de /em cada elapa, alem dos neces- 
sArios originalmente pelo metodo de quarta ordem. No entanto, se fizernios uma escolha apropriada dos 

pontos interniedidrios e dos coelicientes de peso nas expressoes para k, .em um determinado mdtodo 

de Runge-Kutta de quarta ordem, entao essas expressoes podern ser usadas novamente. junto com um 
estAgio adicional.em um mdtodo de quinta ordem correspondente. Isso resulta em um ganho substancial 
em eficiencia. Acontece que isso pode ser feito de mais de uma maneira. 

O primeiro par de mdtodos de Runge-Kutta de quarta c quinta ordens foi desenvolvido por Erwin 
Fehlberg' no final da decada de I960 e e conhecido como o metodo de Runge-Kutta-Fehlberg. ou metodo 
RKF." A popularidade do mdtodo RKF foi consideravelmente aumentada pelo aparecimento, em 1977, 
de suu implementa^ao RKF45 em Fortran por Lawrence F. Shampine e H. A. Watts. O metodo RKF e ou¬ 
tros mdtodos de Runge-Kutta adaptativos sao metodos niuito poderosos e eficientes para a aproxima^ao 
numerica de solu^oes de uma classe enorme de problemas de valor inicial. Iniplementaqoes espccfficas de 
um ou mais deles estao disponiveis amplamente eni pacotes comerciais de softwares. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. encontre valores aproximados da solu^ao do probleina de valor inicial 

" - -- — dado em t = 0,1; 0,2; 0,3 e 0,4. Compare os resultados coni os obtidos usando outros mtltodos e com a solui;ao 

exata (sc disponivel). 

(a) Use o metodo de Runge-Kutta com h = 0,1. 

(b) Use o metodo de Runge-Kutta com li = 0,05. 


4/o 

i. 

/ = 3 + r - y, 

y(0> = l 

00 2. 

II 

1 

y(0) = 2 

4 r o 

3. 

/ = 2 y- 3 1, 

O 

II 

01 4. 

/ = 2M-e~°, 

y(0) = 1 

& 

5. 

v -_r+2ry 

3 + r 2 

y(0) = 0.5 

01 6. 

y = (U -r)seny. 

y(0) = - 


Em cada um dos Problemas de 7 a 12, encontre valores aproximados da solu<;ao do probleina de valor inicial 
dado em t = 0,5; 1,0; 1.5 c 2,0. Compare os resultados coni os obtidos usando outros mdtodos. 

(a) Use o mdtodo de Runge-Kutta com li = 0,1. 

(b) Use o mdtodo de Runge-Kutta com h = 0.05. 


'Fehlbcrg (1911-1990) nasceu na Alcmanha. reccbeu seu doutorado da Technical University of Berlin em 1942,emigrou para 
os Estadus Unidos depois da Scgunda Guerra Mundial e trabalhou na NASA por muilos anos. O m<5todo de Runge-Kutta- 
Felilberg foi publicado pela primeira vcz cm um Relat6rioT0cnico da NASA em 1969. 

"Os detalhcs do nuftodo RKF podern ser eneontrados. por exemplo, no livro de Ascher e Petzold e no de Matlheij e Molenaar, 
listados nas referencias. 
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4fl> 7 - y =0,5-/ + 2 y, y(0) = 1 jfl 8. y = 5/ - 3 > /y, 

9. y = JTTy , y(0) = 3 jfo 10. y' = 2/ + <-*, 

^2 1L y = (4 - iy)/(l + y 2 ), y(0) = -2 
4^2. 12. y' = (y 2 + 2/y)/(3 + / 2 ), y(0) = 0.5 

13. Contirme os resultados naTabela 8.3.1 cfetuando os cdlculos indicados. 
jf2- 14. Considcre o problema de valor inicial 

y' = / 2 +y 2 , y(0) = 1 . 

(a) Desenhe um campo de direqoes para cssa equaq.lo. 

(b) Use o metodo de Runge-Kutta ou oulros metodos para encontrar valores aproximados da solu^So em 
/ = 0,8; 0.9 e 0.95. Escolha um tamanho de passo suficientemente pequeno de modo que voce acredite 
que seus resultados tenham precisSo de, pelo mcnos, quatro digitus. 

(c) Tente estender os calculos no item (b) para obter uma aproximaqao precisa da solui;3oem/= l.Sc en- 
contrar diftculdade em fazer isso, explique por que vocg acha que isso acontece. O campo de dire?Ses 
no item (a) pode ajudar. 

15. Considcre o problema de valor inicial 

y' = 3r/(3y 2 - 4), y(0) = 0. 

(a) Dcsenhc um campo de direijoes para essa equa<j3o. 

(b) Estime ate onde a solu^So pode ser estendida para a direita. Seja /„ a extremidade direita do intervalo 
de existencia dcssa soluqiio. O que acontece em / w que impede a soluqao de continuar? 

(c) Use o metodo de Runge-Kutta com diversos tamanhos de passes para encontrar um valor aproxima- 
do de l w . 

(d) Se voce continuar os calculos alem de /„. voce pode continuar a gerar valores de y. Qual o signiticado 
(se ha algum) desses valores? 

(e) Suponha que a condujao inicial e modilicada para y(0) = 1. Repita os itens (b) e (c) para este problema. 


y(0) = 2 
y(0) = 1 


8.4 Metodos de Passos Multiplos 

Disculimos, cm series anteriores, procedimentos numericos para resolver o problema de valor inicial 

y’=fU,y), y(fo)=yo, (i) 

no qual os dados no ponto i„ sao usados para calcular um valor aproximado da soluqao 0 (/„.,) no prdximo 
pontoda parti;ao/ = /„,,. Em outras palavras,o valor calculado0em qualqucr ponto da parti<;ao depende, 
apenas, dos dados no ponto anterior da partiqao.Tais metodos sao chamados de metodos de partida ou 
metodos de passo tinico. Entretanto, uma vez obtidos valores aproximados da soluqao y = 0 (/) em alguns 
pontos altlm de t 0 . e natural perguntar se podemos usar algumas dessas informa<;6es. em vez de s6 o valor 
no ultimo ponto, para calcular o valor de 0 (/) no proximo ponto. Especificamente, se sao conhecidos y, 

em z,,y 2 em /,.y„ em /„.como podemos usar essa informaijao para determinary,., em /„.,? Metodos que 

utilizam informaqao cm mais do que o ultimo ponto da partisan s3o conhecidos como metodos de passos 
multiplos. Vamos descrever dois tipos de tais metodos nesta seqao, os metodos de Adams 7 e as formulas 
inversas de diferenciatjao. Dcntro de cada lipo podem-se obter niveis diversos de precisSo, dependendo 
do numero de pontos de dados utilizados. Por simplicidade, vamos supor ao longo de nossa discussflo que 
o tamanho do passo h 6 constante. 


Metodos de Adams. Lembre que 


0 Un+t) - <t>Un) 


m L 1 




( 2 ) 


’John Couch Adams (1819-1892), astrdnomo ingles, C maisfamoso pcla sua descoberta. junto com Joseph Leverrier.doplane- 
ta Netuno em 1846. Adams era, tamWm, extremamente habilidoso em cAlculo; seu procedimcnto para integra^So numirica 
de equates diferenciais apareceu em 1883 em um livro de coautoria com Francis Bashforth sobre a<;3o capilar. 


f 
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onde 0 (r) e a solutjao do problema de valor inicial (I). A ideia bdsica de um metodo de Adams 6 apro- 
ximar 0' (f) por um polinomio P k (r) de grau k e usar o polinomio para calcular a integral na Eq. ( 2 ). Os 
coeficientes de P k (r) s3o determinados usando-se os k + 1 dados calcuiados anteriormente. Por exemplo, 
suponha que queremos usar um polinomio de grau um /*, (r) = At + R. Precisamos, entao, de dois pontos 
de dados apenas. (f„.y„) e v„ ,). Como P, deve ser uma aproximaqao de 0'. fazemos P { (t„) = /(f„,.v„) 
e /»,(/„) = /Lembre que denotamos/(</♦ y>) por fi para j inteiro. Entao, A e B tern que satisfazer 
as equaqoes 

Al n + B=f„. 

Atn-l + B = fn-\. 

Resolvendo para A e /i.obtemos 


fit ~ fn~\ 


fit-l^n fntn-\ 


Substituindo 0’ ( r) por P,(t) e calculando a integral na Eq. (2), venios que 

<t>Un) = ~ f n ) A - B(t n ^i — l„). 

Finalmente, substituimos 0 (/„.,) e 0 (/„) pory„ rl e y„, respectivamente. e fazemos algumas simpliflcagOes 
algebricas. Para um tamanho de passo constante h, obtemos 

y»+i = y n + \hf» ~ \hfn-l- (5) 

A Eq. (5) 6 a formula de Adams-Bashforth de segunda ordem. E uma formula expHcita para y„., em lun- 
qao de y„ e y„. t ,e tern erro de truncamento local proporcional a h'. 

Observamos que a formula de Adams-Bashforth de primeira ordem, baseada no polinomio P„(r) = /„ 
de grau zero, 6 simplesmente a formula de Euler original. 

Formulas de Adams mais precisas podem ser obtidas usando-se esse procedimento esquematizado, 
so que com um polinomio de ordem maior e um niimero correspondente maior de pontos. Por exemplo, 
suponha que esta sendo usado um polinomio de grau tres. P,(f). Os coeficientes sao determinados pelos 
quatro pontos (f„,y„), ,v„ •) e 0* >'»-.<)■ Substituindo 0’ (r) por esse polinomio na Eq. (2). 

calculando a integral e simplilicando o resultado obtemos, finalmente. a formula de Adams-Bashforth de 
quarta ordem, a saber, 

y«+t = }'n + (/t/24)(55/„ — 59/„-i + 37/ n _2 — 9/„-j)- (6) 

O erro de truncamento local para essa formula de quarta ordem e proporcional a IP. 

Uma variat^ao na deduqao das formulas de Adams-Bashforth fornece outro conjunto de formulas co- 
nhecido conio as formulas de Adam-Moulton." Para ver a diferenqa. vamos considerar novamente o caso 
de segunda ordem. Mais uma vcz. usamos um polinomio de primeiro grau £),(/) = at + fi. mas determina- 
mos os coeficientes usando os pontos (/„.y„) e (f„.|,Entao, a e ft satisfazem 

a tn + P = fn- 


af/i+1 + P =/«+!, 


e segue que 


fintn+l fit 


Substituindo 0’(r) na Eq. (2) por Q t (l) e simplificando, obtemos 

y n + l = yn + J hfn + J^/ff/i+t.^n+lK (9) 

que e a formula de Adam-Moulton de segunda ordem. Escrevemos /(i .y„.,) na ultima parcela para 

enfatizar que a formula de Adam-Moulton e implicita, em vez de explicita, ja que a incdgnita y„., aparece 
nos dois lados da equaq3o. O erro de truncamento local para a formula de Adam-Moulton de segunda 
ordem e proporcional a A\ 

A formula de Adam-Moulton de primeira ordem e simplesmenie a formula de Euler inversa, como 
voce poderia imaginar por analogia com a formula de Adams-Bashforth de primeira ordem. 


"Forest Ray Moulton (1872-1952) foi um astronomo e adminislrador cientitico americano. Enquanto ealculava trajet6rias 
balislicas durante a Primeira Guerra Mundial. fez melhorias substanciais na formula de Adams. 
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Formulas mais precisas de ordem mais alia podem ser obtidas uxando-sc uni polindmio de maior grau. 
A formula de Adam-Moulton de quarta ordem.com urn erro de truncamenlo local proporcional a /j\e 

V/i+i = yn *F (/i/24)(9/ n+ | + 19/ n — 5/„_| +/„_ 2 ). (10) 

Observe que essa d, tambem, uma fdrmula implfcita, ja que aparece em 

Embora as fdrmulas de Adams-Bashforth e de Adam-Moulton de mesma ordem tenham erros de 
truncamenlo local proporcionais ft mesma potencia de h, as formulas de Adam-Moulton de ordem nao 
muito alia sao. de fato, bent mais precisas. Por exemplo. para as formulas de quarta ordem (6) e (10) a 
constante de proporcionalidade para a formula de Adam-Moulton e menor do que 1/10 da constante de 
proporcionalidade para a formula de Adams-Bashforth. A pergunta natural c, entao: deve-sc usar a f6r- 
mula de Adams-Bashforth explfcita (e mais nipidu),ou a formula de Adam-Moulton. mais precisa, porem 
implfcita (e mais lenta)? A resposta depende de. ao se usar a formula mais precisa, se poder aumcntar o 
tamanho do passo, reduzindo o numero de passos, de modo a compensar os calculos adicionais que tern 
de ser feitos em cada passo. 

De fato.analistas numericos tentaram obter.ao mesmo tempo, simplicidade e precisaocombinando as 
duas formulas no que d conhecido como o metodo de previsao e corregao. Uma vez conhecidos v„ .. tv - 
y n .| e y„, podemos calcular/„ 1 e/;,.e depois usar a formula de Adams-Bashforth (b) (para a previ¬ 

sao) para obter urn primeiro valor paray„,,. Calculamus.entao,/,,, e usamosa formula de Adam-Moulton 
(10) (para a corregao). que nao d mais implfcita. para obter urn valor melhorado de y„.,. Podemos, e claro, 
continuar a usar a formula de corregao (10) se a mudanga em y„., for muito grande. No cntanlo, se for 
necessdrio usar a formula de corregao mais de uma, ou talvez duas vezes, isso significa que o tamanho do 
passo It esta muito grande e deve ser reduzido. 

Para se usar qualquer dos metodos de passos multiplos e necessario calcular, primeiro, alguns v por 
outro metodo. Por exemplo, o metodo de Adam-Moulton de quarta ordem precisa de valores para e, e 
VN. enquanlo o metodo de Adams-Bashforth de quarta ordem precisa, lambdm, de um valor para y,. Dm 
modo de proceder d usar um metodo de pai tida de precisao comparavel para se calcular os valores ini- 
ciais necessaries. Entao. para um metodo de passos multiplos de quarta ordem pode-se usar o metodo de 
Runge-Kutta para calcular os valores iniciais. Esse e o metodo utilizado no proximo exemplo. 

Outra abordagem d usar um mdtodo de ordem baixa com um It hem pequeno para calcular y„ e. de¬ 
pois. ir aumentando gradualmente lanto a ordem quanto o tamanho do passo at<5 determinar um numero 
suliciente de valores. 


- EXEMPLO 

1 



Considere, novamente, o problema de valor inieial 

/ = !-/ + 4y. >(0) =1 (11) 


Com um tamanho de passo It = 0.1, determine um valor aproximado da solu^do y - <t> ( 1 ) em t = 0.4 usando a 
formula de Adams-Bashforth de quarta ordem. a formula de Adam-Moulton de quarta ordem e o metodo de 
previsao e corre(3o. 

Para os dados iniciais. vamos usar os valores y t .y : e y, oblidos pelo metodo de Runge-Kutta. Esses valores 
estao naTabela 8.3.1. A seguir, calculamos os valores correspondentex de f(t,y). obtendo 


y« = 1 , 

y, = 1,6089.333, 

>> = 2.5050062, 
y 3 = 3.8294145, 

Entao. da formula de Adams-Bashforth. Eq. (6), vemos 


/o = 5. 

/, = 7,3357332. 
f 2 = 10.820025, 

/, = 16.017658. 

e v, = 5,7836305.0 valor exato da solugao em t = 0.4, 


correto aid oito dfgitos, 6 5,7942260, de modo que o erro 6 -0,010595. 
A formula de Adam-Moulton, Eq. (10). nos leva a equagao 


y A = 4.9251275 + 0,l5y 4 . 

de onde segue que y 4 = 5,7942676, com um erro de apenas 0,0000416. 

Finalmente, usando o resultado da fdrmula de Adams-Bashforth como valor prcvisto para <p (0,4) podemos 
usar a Eq. (10) para corregao. Correspondendo ao valor previsto dc y,. encontramos f t = 23,734522. Portanto, 
da Eq. (10), o valor correto de y 4 6 5,7926721. Isso resulta em um erro de -0,0015539. 

Observe que o mdtodo de Adams-Bashforth 6 o mais simples e mais r.ipido desses mdtodos, jd que envolvc 
apenas o cdlculo de uma unica fdrmula explfcita.Tambdm d o menos preciso. Usar a formula de Adam-Moulton 
para a corregao aumenta a quanlidade de calculos, mas o metodo ainda d explfcito. Neste exemplo, o erro no 
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valor corrigido de y t e reduzido por aproximadamcnte um fator de 7, quando comparado com o crro no valor ja 
previsto. O nidtodo de Adam-Moulton sozinho fornece o melhor resultado, de longe, com um erro em torno 4 
de 1/40 do erro do mdtodo de previsao e corregao. Lembre-se. no entanto, de que a fdrmula de Adam-Moulton 
6 implfcita, o que signitica que e necessario resolver uma cquagao em cada passo. No problema considerado 
aqui essa equagAo 6 linear, logo a solugAo foi encontrada rapidamente, mas em outros problemas essa parte do 
procedimento pode levar muito mais tempo. 

O mdtodo de Runge-Kutta com h = 0.1 fornece y, = 5,7927853, com um erro de -0,0014407; veja a Tabela 
8.3.1. Assim, para esse problema o mdtodo de Runge-Kutta 6 comparAvel.em precisao, ao metodo de previsAo 
e corregao. 


Formulas Inversas de Diferenciagao. Outro tipo dc metodo de passos multiplos aparecc quando se usa um 
polinomio P k (t) para se aproximar a solugao 0 (/) do problema de valor inicial (1), em vez de sua deri- 
vada <t>' (/) como nos mdtodos de Adams. Diferenciamos, entao, P k (t) e igualamos P k (/„.,) a )>„.,) 
para obter uma formula implfcita para y,,^. Essas sao chamadas de formulas inversas de difercnciagao. 
Esses mdtodos foram amplamente utilizados na decada de 1970 devido ao trabalho de C. William Gear’ 
nas chamadas equates diferenciais rtgidas.cujas solutes sAo muito diffceis de serern aproximadas pelos 
mdtodos discutidos ate agora; veja a Scgao 8.5. 

O caso mais simples usa um polinomio de primeiro grau P,(r) = At + B. Os coelicientes sao escolhidos 
de acordo com os valores da solugao y„ e _v„.i. Assim. A e B tern que satisfazer 

At n A~ B — y n , (12) 

At „+1 + B = >„+!. 

Como P,'(t) = A. a condigao 

/ > l(f/»+1) = /(fn+l.^n+l) 


d.simplesmcnte. 


A = f(.t n +i,y n +i)- (13) 

Subtraindo a primeira das Eqs. (12) da segunda, obtemos outra expressao para A. 

A = (y„-i -y„)/h. 

Substituindo esse valor de A na Eq. (13) e rearrumando os termos, obtemos a formula inversa de diferen- 
ciagao de primeira ordem 


yn+l =y n +hfUn+\,y n +l)- 


(14) 


Note que a Eq. (14) d simplesmente a formula de Euler inversa que vimos na SegAo 8.1. 

Usando polinomios de maior ordem e mais pontos dc dados correspondentes, d possfvel obter formu¬ 
las inversas de difercnciagao de qualquer ordem. A formula de segunda ordem d 

y*+l = - y n -\ + 2/t/(f n+ i,y„ + |)], ( 15 ) 


e a de quarta ordem d 

y n + 1 = s[48y n - 36y„_t + 16 v„_2 - 3 >- n _ 3 + I2hf(t„+ u yn+i)] . ( 16 ) 

Essas formulas tern erros de truncamento local proporcionais a IP e /t\ respectivamente. 


EXEMPLO 

2 




t 


Use a fdrmula inversa de diferenciagAo de quarta ordem com h = 0,1 e os dados do Exemplo 1 para determinar 
um valor aproximado da solugao y = <fi (t) em I = 0,4 para o problema de valor inicial (11). 

Usando a Eq. (16) com n = 3,/t = 0,1 e ...,y„ dados no Exemplo 1,obtemos a cquagao 

y 4 = 4,6837842 +0,192>-4. 


Logo, 


y A = 5.7967626. 


"C. William Gear (1935-), nascido em Londrcs, Inglatcrra, fez sua graduagSo na Cambridge University c reccbeu seu douto- 
rado em 1960 na University of Illinois. Foi professor da University of Illinois durante a maior parte de sua carreira e fez con- 
tribuifdcs importantes (anlo para projetos de computador quanto em andlise numdrica. Seu importantc livro sobre anAlisc 
numerica para equagOcs diferenciais est.1 listado nas referenrias. 
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Comparando o valor calculado com o valor exato <p (0,4) = 5,7942260, vemos que o erro 6 de 0,0025366. Isso d 
um pouco melhor do que o resultado obtido pelo metodo de Adams-Bashforth. mas n8o 6 l3o bom quanto o 
obtido pelo metodo de previsao e corregao, e estd longe de ser tao bom quanto o resultado obtido pelo mdtodo 
de Adams-Moulton. 


Uma comparaqao entre mdlodos de passo unico c de passos multiplos tern que levar em consideragao 
diversos fatores. O metodo de Runge-Kutta de quarta ordem precisa de quatro calculos de valores de / 
em cada passo, enquanto o metodo de Adams-Bashforth de quarta ordem (apos os valores iniciais) pre¬ 
cisa de apenas um. e o de previsao e corregao, de apenas dois. Entao, para um tamanho de passo h dado 
os dois liltimos metodos podem ser bem mais rdpidos do que o de Runge-Kutta. No entanto, sc o metodo 
de Runge-Kutta e mais preciso e usa, porlanto, menos passos, entao a diferenga em velocidade sera re- 
duzida e, talvez, eliminada. Para o metodo de Adam-Moulton e as f6rmulas inversas de diferenciagao & 
preciso levar em consideragao, tambdm, a dificuldade em se resolver a equagao implicitu em cada passo. 
Todos os mdtodos de passos niultiplos tern a possibilidade de que erros em passos anteriores possam ser 
realimentados em calculos posteriores com consequencias desfavordveis. Por outro lado, as aproximagdes 
polinomiais subjacentes em mdtodos de passos multiplos tomam fficeis as aproximagdes da solugao em 
pontos fora da partigao, caso isso seja desejdvel. Os metodos de passos multiplos tornaram-se popularcs 
principalmente porque £ relativamente fdcil tanto estimar o erro em cada passo quanto ajustar a ordem 
e o tamanho do passo para controla-lo. Para uma discussao mais profunda dessas questoes, veja os livros 
citados no final deste capitulo;em particular, Shampine (1994) 6 uma fonte importante. 


PR0BLEMAS Em cada um dos Problemas de I a 6, determine um valor aproximado da solugao cm t = 0,4 e I = 0,5 usando 
■— 1 o metodo cspecificado. Para os valores iniciais, use o metodo de Runge-Kutta; veja os Problemas de 1 a 6 na 

Segno 8.3. Compare os resultados dos varios metodos entre si e com a solugao exata (se disponfvel). 

(a) Use o metodo de previsao c corregao de quarta ordem com h = 0.1. Use a formula de correct uma vez em 
cada passo. 

(b) Use o metodo de Adam-Moulton de quarta ordem com h = 0.1. 

(c) Use o nnStodo in verso de diferenciagao de quarta ordem com h = 0,1. 


41 

i. 

/ . 3 + l - y. 

o 

II 

#2 

2. 

II 

C/i 

1 

>'(0) = 2 

41 

3. 

y'=2y- 3f, 

II 

o 

41 

4. 

y' = 2t + e~' y . 

y(0) = 1 

41 

5. 

v ._^ + 2 0' 
y 3+f 2 ’ 

y(0) = 0,5 

41 

6. 

y = (r - y 2 )seny. 

© 

II 


Em cada um dos Problemas de 7 a 12, determine valores aproximados da solugao do problcma de valor inicial 
dado em t = 0,5; 1,0; 1,5 e 2.0, usando o mthodo cspecificado. Para os valores iniciais, use os valores dados pelo 
mdtodo de Runge-Kutta; veja os Problemas de 7 a 12 na Segao 8.3. Compare os resultados dos vdrios metodos 
entre si e com a solugao exata (se disponfvel). 

(a) Use o metodo de previsao c corregao de quarta ordem com h - 0,05. Use a formula de cnrregSo uma vez 
em cada passo. 

(b) Use o mtStodo de Adam-Moulton de quarta ordem com h = 0,05. 

(c) Use o mdtodo inverso de diferenciagao de quarta ordem com h = 0,05. 

4fl 7. / = 0,5 — / + 2y, > r (0) = 1 4fl- 8. y' = 5t-3Jy, y( 0) = 2 

41 9.y' = JTTy, y(0) = 3 (fl 10. / = 2r + e'* y(0) = 1 

4fl 11./ = (4-f»/(l+>^). y( 0) = -2 
4 fl 12 . / = (y 2 + 2ry)/(3 + r 2 ). y(0) = 0,5 

13. Mostre que o metodo de Adams-Bashforth de primeira ordem e o mdtodo de Euler e que o mdtodo de 
Adam-Moulton de primeira ordem 6 o mdtodo de Euler inverso. 

14. Mostre que a fdrmula de Adams-Bashforth de terccira ordem 6 

y«i+i — y* + (/i/12)(23/„ - 16/„_i + 5/,-j). 

15. Mostre que a formula de Adam-Moulton de terceira ordem 6 

y«+i = y« + (ft/12)(5/ B+l + 8/„ -/«-t). 

16. Deduza a formula inversa de diferenciagao de scgunda ordem dada pela Eq. (15) nesta segao. 
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8.5 Mais sobre Erros; Estabilidade 

Na Segao 8.1 discutimos algumas ideias relacionadas a erros que podetn ocorrer na solugao numerica do 
problema de valor inicial 

y'=f(t,y), y(t Q ) = y 0 . ( 1 ) 

Vamos continuar essa discussao nesta segao e vamos mostrar, tambem, outras dificuldades que podem 
aparecer. Alguns dos pontos que queremos destacar sao bem diffceis de tratar em detalhes e. portanlo, 
serao ilustrados atrav<5s de exernplos. 

Erros de Trancamento e de Arredondamento. Lembre que mostramos. para o melodo de Euler, que o erro 
de truncamento local e proporcional a h 2 e que, para um intervalo finito.o erro de truncamento global e, 
no maximo, uma constante vezes h. Em geral, para um m£todo de ordem p o erro de truncamento local e 
proporcional a h p '' e o erro de truncamento global em um intervalo finito e limitado por uma constante 
vezes h 1 ’. Para obter uma boa precisao usamos em geral um procedimento com p razoavelmente grande, 
talvez quatro ou mais. A medida que p aumenta a formula que se usa para calcular vai ficando, em 
geral. mais complicada. sendo portanlo necessarios mais calculos em cada passo; no entanto, isso nao 
representa um problema s£rio. a menos qu ef(t,y) seja muito complicada ou que se tenha que repetir os 
cdlculos muitas vezes. Se o tamanho do passo li for diminufdo, o erro de truncamento global diminui pelo 
mesmo fator elevado a potencia p. Entretanto, como mencionamos na Segao 8.1, se It for muito peque- 
no serao necessarios muitos passos para se cobrir um intervalo fixo e o erro de arredondamento global 
pode ser maior do que o erro de truncamento global. A Figura 8.5.1 ilustra essa situagao graficamente. 
Supomos que o erro de arredondamento R„ 6 proporcional ao numero de calculos efetuados e, portanto, 
inversamente proporcional ao tamanho do passo li. Por outro lado.o erro de truncamento E„ e proporcio¬ 
nal a uma potencia positiva de h. Da Eq. (17) da Segao 8.1,sabemos que o erro total e limitado por l£„l + 
I/?„l;logo, queremos escolher h de modo a minimizar essa quantidade. O valor otimo de li ocorre quando a 
taxa de crescimento do erro de truncamento (quando h aumenta) e equilibrada pela taxa de decaimento 
do erro de arredondamento. como indicado na Figura 8.5.1. 



FIGURA 8.5.1 A dependencia dos erros de truncamento e de arredondamento em 
relagao tamanho do passo li. 



Considere o problema 

y = 1 - t 4- 4 y, _v(0) = 1. (2) 

Usando o mdtodo de Euler com divcrsos tamanhos de passos. calcule valores aproximados para a solucao <)> (t ) 
em t = 0.5 e t = l.Tente determinar o tamanho de passo 6timo. 

Mantendo apenas quatro digitos para diminuir os calculos, obtemos os dados da Tabela 8.5.1. As duas pri- 
meiras colunas correspondem ao tamanho do passo h e ao numero de passos A' necessarios para se percorrer o 
intervalo 0 < t < 1 . Entao,}/^ e y s sao aproximagoes de <p (0,5) = 8,712 e de <p (1 ) = 64.90. respectivamente. Essas 
quantidades aparecem na terceira e quinta colunas. A quarta e a sexta colunas mostram as diferengas entre os 
valores calculados e o valor exato da solugao. 

Para tamanhos de passos relativamente grandes, o erro de arredondamento e muito menor do que o erro de 
truncamento global. Em consequencia. o erro total 6 aproximadamente igual ao erro de truncamento global, 
que £, para o mdtodo de Euler, limitado por uma constante vezes h. Assim, ao se reduzir o tamanho do passo 
o erro 6 reduzido proporcionalmente. As tres primeiras linhas na Tabela 8.5.1 mostram esse tipo de compor- 
tamento. Para li = 0,001 o erro continua sendo reduzido, mas muito menos proporcionalmente; isso indiea que 
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TABELA 8.5.1 Aproxima<;6es da Soluqao do Problema de Valor 
Inicial y’ = 1 - / + 4y,y(0) = 1 Usando o Metodo de Euler com 
Tamanhos de Passes Diferenles 


h 

N 

y.v /2 

Erro 

yn 

Erro 

0.01 

100 

8.390 

0.322 

60.12 

4.78 

0.005 

200 

8.551 

0.161 

62.51 

2.39 

0.002 

500 

8.633 

0.079 

63.75 

1.15 

0.001 

1000 

8.656 

0.056 

63.94 

0.96 

0.0008 

1250 

8.636 

0,076 

63.78 

1.12 

0.000625 

1600 

8.616 

0.096 

64.35 

0.55 

0.0005 

2000 

8.772 

0.060 

64.00 

0.90 

0,0004 

2500 

8.507 

0.205 

63.40 

1.50 

0.00025 

4000 

8.231 

0.481 

56.77 

8.13 


o erro de arredondamento estd se lornando important. Ao sc reduzir It ainda mais o erro come<;a a flutuar. e 
toma-se problemdtica a obten^ao de melhorias significativas na precisao. Para valores de It menores do que 
0.0005 0 erro esta claramente aumentando. o que indica que o erro de arredondamento e agora a parte domi- 
nante do erro total. 

Esses resultados tambem podem ser expressos em termos do niimcro dc passos A'. Para N menor do que 
algo em lorno de 1000 a precisao pode ser melhorada usando-se mais passos, enquanto para N maior do que 
algo em torno de 2000 o aumento do nurncro de passos tern o efeito contrdrio. Assim, para esse problema 6 
melhor usar urn N que esteja entre 1000 e 2000. Para os calculus ilustrados na Tabela 8.5.1 o melhor resultado 
para t = 0.5 ocorre para N = 1000. enquanto o melhor resultado para t = I d para N= 1600. 


Voce deve tomar cuidado para nao inferir coisas denials dos resultados mostrados no Exemplo 1. Os 
intervalos para os valores dtimos de It e /V dependent da equai;ao diferencial. do mdtodo numdrico usa- 
do e do ntimero dc digitos que sao retidos nos calculos. Apesar disso. e verdade em geral que se forem 
necessdrios passos demais em um calculo, entao provavelmente o erro de arredondamento vai acabar 
se acumulando a tal ponto que pode diminuir consideravelmente a precisao do procedimento. Isso nao 
nos preocupa em muitos problemas: para eles,qualquer um dos me tod os de quarta ordem discutidos nas 
SetjOes 8.3 e 8.4 produzird bons resultados com um ntimero de passos muito menor do que o que toma 
o erro de arredondamento importante. Para alguns problemas, no entanlo. o erro de arredondamento 
toma-se de importancia vital. Para tais problemas a escolha do metodo pode ser crucial. Essa £. tambem. 
uma boa razao pela qual codigos modernos fornecem modos de ajuste do tamanho do passo durante o 
procedimento, usando um tamanho de passo grande sempre que possivel e um tamanho muito pequeno 
apenas onde necessdrio. 

Assintotas Verticals. Como segundo exemplo, considcre o problema de determinar a soluijao y - (/) de 

y' = l 2 + y 2 , y(0) = 1. &) 

Como a equa<;ao diferencial e nao linear, o teorema de existencia e unicidade (Teorema 2.4.2) s<5 
garante que existe soluqao em ulgum intervalo em torno de / = 0. Suponha que tentamos calcular uma 
solu<;ao do problema de valor inicial no intervalo 0 < / < 1 usando procedimentos numtfricos diferenles. 

Se usarmos o mdtodo de Euler com It = 0,1:0.05 e 0,01, encontraremos os seguintes valores aproxi- 
mados em / = 1:7,189548:12.32093 e 90.75551. respectivamcnte. As enormes diferenqas entre os valores 
calculados sao uma evidencia convincente de que precisamos usar um metodo num£rico mais preciso 
— o mthodo de Runge-Kutta. por exemplo. Usando o metodo de Runge-Kutta com h = 0,1 obtemos o 
valor aproximado 735,0991 em l = 1, que c‘ bem diferente dos obtidos pelo metodo de Euler. Rcpetindo 
os calculos com h = 0,05 e It = 0.01, obtemos a informaqio interessante listada na Tabela 8.5.2. 

Os valores em t = 0,90 s3o razodveis. e poderiamos acreditar que a soluqao tern valor aproximado de 
14,305 em l = 0,90. No entanto, nao 6 claro o estd aconteccndo entre I = 0,9 e /= 1,0. Para ajudar a desco- 
brir, vamos fazer algumas aproximat;oes analfticas da soluqao do problema de valor inicial (3). Note que, 
em 0 < / < I, 


Isso sugere que a solu^ao y = <t> t (l) de 


y 2 < t 2 +y 2 < l +y 2 - 


(4) 
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TABELA 8.5.2 Aproximaqoes da Soluqao do 
Problema de Valor Inicial y' = P + y%y(0) = 1 
Usando o Metodo de Rungc-Kutta 


h 

1 = 0.90 

/ = 1,0 

0.1 

14.02182 

735.0991 

0,05 

14,27117 

1.75863 x 10 s 

0,01 

14.30478 

2.0913 x 10“® 

0,001 

14,30486 



/ = 1+y 2 . y(0) = 1 (5) 

e a solu^aoy = 0 ,(/) de 

/ = y 2 , >'( 0 ) = 1 ( 6 ) 

sao cotas inferior e superior, respectivamente, para a solugdoy = 0 (/) do problema original, jd que todas 
essas solutes tem o mesmo valor no instante inicial. De fato, pode-se mostrar (pelo metodo de itera<;ao 
da Se^do 2 . 8 . por exemplo) que 0 : ( t) < 0 (/) < 0 1 (0 cnquanto essas fun^oes cxistirem. E importante ob- 
servar que podemos resolver as Eqs. (5) e ( 6 ) para <t >, c <? ; por separaijao de variaveis. Encontramos 

01 (0 = tan (f + ^) » 02(0 =^ 3 ^. ( 7 ) 

Logo, <t> 2 (/) —*• oo quando I —► 1 e 0, (/) —» oo quando / — rr/4 % 0,785. Esses cdlculos mostram que a so- 
lusplo do problema de valor inicial original existe pelo menos em0<l<x/4 e. no mdximo, em 0 < / < 1. 
A soluqdo do problema (3) tem uma assintota vertical para algum / em n/4 < l < 1 e. portanto, nao existe 
no intervalo inteiro 0 < f < 1 . 

Nossos cdlculos numericos. no entanto.sugerem que podemos ir alem de / = n/4 e, provavelmente, alem 
de / = 0,9. Supondo que a solu?ao do problema (3) existe em l = 0.9 e tem um valor aproximado de 14,305, 
podemos obter uma estimativa mais precisa do que acontece para valores maiores de t considerando os 
problemas de valor inicial (5) e ( 6 ) com a condi(;ao y (0) = 1 substituida por y (0,9) = 14,305. Ohtemos, 
entdo, 

0i (t) = tan(f + 0.60100), 0:(/) = 1/(0,96991 - t ), ( 8 ) 

onde guardamos apenas cinco casas decimals. Logo, 0, (t) -» oc quando t —* nil - 0.60100 a= 0.96980 e <t>. 
(/) —*• oo quando / -» 0,96991. Concluimos que a assintota da solugao do problema de valor inicial (3)csta 
enlre esses dois valores. Esse exemplo ilustra que tipo de informa^ao pode ser obtido por uma combina- 
qao cuidadosa de metodos analiticos e numericos. 

Estabilidade. O conceito de estabilidade esta associado a possibilidade de que pequenos erros introduzi- 
dos durante um procedimento matematico possam ser reduz.idos & medida que o procedimento continua. 
Reciprocamente, ocorre instabilidade se pequenos erros tendem a aumentar, talvez sem limite. Por exem¬ 
plo, identilicamos na Se<;ao 2.5 soluqoes de equilibrio de uma equaqao diferencial como sendo (assintoti- 
camente) estdveis ou instdveis. dependendo se as solu<; 6 es inicialmente proximas d solu<;ao de equilibrio 
tendem a se aproximar ou a se afastar dela quando / aumenta. De maneira um pouco mais geral, a solu^do 
de um problema de valor inicial e assinloticamente estavel se soluijoes inicialmente proximas tendem a 
se aproximar da solu^o dada, e d assinloticamente instdvel se tendem a se afastar. Visualmente, em um 
problema assintoticamente estavel os graficos das solutes estao prdximos, enquanto em um problema 
instdvel eles se separam. 

Se estivermos resolvendo numericamente um problema de valor inicial, o melhor que podemos espe- 
rar 6 que a aproxima?ao numdrica tenha comportamento semelhante ao da soluqao exata. Nao podemos 
transformar um problema instdvel em um estdvel simplesmente aproximando sua solu^ao numericamen¬ 
te. No entanto, pode acontecer que um procedimento numerico introduza instabilidades que ndo faziam 
parte do problema original, o que pode causar problemas ao se aproximar a soluijdo. Para evitar tais 
instabilidades pode ser necessdrio colocar restriqoes sobre o tamanho do passo h. 

Para ilustrar o que pode acontecer no contexto mais simples possfvel, considere a equaqao diferen¬ 
cial 


dy/dt = ry. 


( 9 ) 
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onde r 8 constante. Suponha que ao resolver essa equaqSo chegamos ao 
soluqao exata da Eq. (9) que tern esse valor, a saber, 

ponto (t„,y„)- Vamos comparar a 

y = y„ exp[r(f - („)], 

(10) 

com aproximaijocs numericas obtidas da formula de Euler 


y »+1 =yn+hf(t n ,y n ) 

(11) 

e da formula inversa de Euler 


y n +1 =yn + hf(t n+u y n+l ). 

(12) 

Da formula de Euler (11), obtemos 


y n +i =y n + hry„ = y„(l + rh). 

(13) 


Analogamentc.da formula inversa de Euler (12). obtemos 

>W 1 = }'n + hry n+ 1 , 


ou 


>wt = Y^i, = +rh + {rh)2 + •••]• 


(14) 


Finalmente, calculando a solu<;ao (10) em t„ + h. encontramos 


yn+\ 


= y n exp(rh) = y„ 


1 +rh + 


(rh) 2 
2 



(15) 


Comparando as Eqs. (13), (14) e (15) vemos que os erros em ambas as f 6 rmulas de Euler e inversa de 
Euler sao da ordem de /r.como previsto pela teoria. 

Suponha agora que mudamos o valor de y„ para y„ + 8. Se quiser. pode pensar em & como sendo um 
erro acumulado ate chegarmos a l = t„. A questao 8 saber se esse erro aumenta ou diminui quando se d& 
mais um passo para 

Para a solugao exata (15) a mudanqa em devida ao erro 8 em _v„ <5 simplesmente 8 exp(rii). Essa 
quantidade e menor do que 8 se exp(/7i) < 1, ou seja, se r < 0. Isso confirma nossa conclusSo no Capitulo 
2 que a Eq. (9) <5 assintoticamente estavel se r < 0 e insldvel se r > 0. 

Para o mdtodo de Euler inverso.a varia^ao emy,,, na Eq. (14) devida aoerro<5 8 81(1 - rh). Para r < 0, 
essa quantidade 8 sempre negativa e nunca e niaior do que 1. Entao.se a equa<;ao diferencial for estivel 
o metodo de Euler inverso tambtlm o e para um passo de tamanho arbitrario h. 

Por outro lado, para o metodo de Euler a mudanqa em y„. x na Eq. (13) devida ao erro 8 8 8 (1 + rh). Se 
lembrarmosque r< Oe impusermosacondi^ao II + rh\ < l.veremosque h tera que satisfazer h < 2/lrl.Logo, 
o metodo de Euler nao 6 estavel para esse problema, a menos que h seja suficientemente pequeno. 

A restriqao sobre o tamanho do passo h ao se usar o mdtodo de Euler no exemplo anterior 8 bem fraca, 
a nao serque Irl seja muito grande. De qualquer jeito.o exemplo ilustra que pode ser necess^rio restringir 
h para se obter estabilidade no mdtodo num^rico, mesmo quando o problema inicial 8 estivel para todos 
os valores de h. Problemas para os quais e necessario um tamanho de passo muito menor para estabili¬ 
dade do que para a precisao sao chamados de rigidos As formulas inversas de diferencia<;So descritas 
na Se^ao 8.4 (dcntre as quais a formula inversa de Euler e o exemplo de menor ordem) sao as formulas 
mais populares para tratar problemas rigidos. O exemplo a seguir ilustra o tipo de instabilidade que pode 
ocorrer ao sc tentar aproximar a solu^ao de um problema rigido. 


EXEMPLO 

2 

Um Problema 
Rigido 


AIT -;;- ' ' • 

: 'Jf e.^ 


Considere o problema de valor inicial 

/ = — lOOy + lOOr +1, y(0) = 1. (16) 

Encontrc aproximaijoes numericas para a soluqao em 0 < t < 1 usando os metodos de Euler, de Euler inverso 
e de Runge-Kutta. Compare os resultados numericos com a soluijao exata. 

Como a equaqao diferencial 8 linear, e ficil de resolver, e a solu^ao do problema de valor inicial (16) 8 

y = *(r) = *- 100< + r. (17) 

A segunda coluna da Tabela 8.5.3 mostra alguns valores da soluqao <p (/), corretos ate seis casas decimais, e a 
Figura 8.5.2 mostra um gr£fico da solu^do. Existe uma camada fina (algumas vezes chamada de camada limite) 
h dircita de t = 0 na qual o termo cxponencial 8 relevante e a soluqao varia rapidamente. Uma vez passada essa 


camada, no entanlo,# (/) s i e ografico da solugao 6 essencialmente uma rcta. A largura da camada limitc 6 um 
tanto arbitriria, masd necessariamcnte pequena. Em t - 0,1, por exemplo,exp(-100f) = 0,000045. 

Sc planejarmos aproximar a solugao (17) numericamente poden'amos esperar. intuitivamente, que s6 (5 nc- 
cessilrio um tamanho de passo pequeno na camada limitc. Para tornar essa expectativa um pouco mais prccisa, 
lembre-se. da Seg3o 8.1. de que os erros de truncamento global para os mdtodos de Euler e de Euler inverso 
sao proporcionais a <t>" (f). Para esse problema,#" (/) = 10V que varia de um valor de 10* em t = 0 para quasc 
zero para t > 0,2. Logo, t ncccssdrio um tamanho de passo muito pequeno para se obter precisao perto de t = 0, 
mas um tamanho de passo muito maior e adequado quando t6 um pouco maior. 

Por outro lado.a analise de estabilidade das equagocs de (9) a (15) tambiim se aplica a este problema.Como 
r = -100 para a Eq. (16). segue que precisamos de h < 0,02 para a estabilidade do metodo de Euler, mas nao 
existe restrig§o correspondente para o metodo de Euler inverso. 


TABELA 8.5.3 Aproximagoes Numericas da Solugao do Problema de Valor Inicial 
y' = -lOOy + lOOr + l.y(0) * 1 


t 

Exata 

Euler 

0,025 

Euler 

0.0166... 

Runge-Kutta 

0,0333... 

Runge-Kutta 

0,025 

Euler Inverso 
0,1 

0.0 

1.000000 

1,000000 

1,000000 

1,000000 

1.000000 

1.000000 

0.05 

0,056738 

2,300000 

-0,246296 


0.470471 


0,1 

0.100045 

5.162500 

0.187792 

10.6527 

0,276796 

0,190909 

0.2 

0,200000 

25,8289 

0.207707 

111.559 

0,231257 

0,208264 

0.4 

0,40<XXX) 

657,241 

0.400059 

1,24 x 10 4 

0.400977 

0.400068 

0,6 

0.600000 

1.68 x 10 4 

0,600000 

1.38 x 10 h 

0.600031 

0,6(XXX)1 

0.8 

0.800(XX) 

4.31 x 10 5 

0.800000 

1.54 x 10" 

0.8(XXX)1 

0.800<XX) 

1,0 

1,000000 

1.11 x 10 7 

1,000000 

1,71 x 10"’ 

1.0(XXXX) 

1,000000 


As colunas 3 e 4 da Tabela 8.5.3 mostram alguns resultados usando o metodo de Euler. Os valores obtidos 
para h = 0,025 n3o servcm devido a instabilidade, enquanto que os valores para It = 0,01666... sao razoavel- 
mente precisos para f > 0,2. No entanto, pode-se obter precis,io compardvel para esse intervalo de t com It 0,1 
usando-se o mdtodo de Euler inverso, como mostram os resultados na coluna 7 da tabela. 

A situatjao n;lo melhora se usarmos, em vez do mdtodo de Euler, um metodo mais preciso, como o de 
Runge-Kutta. Para este problema o metodo de Runge-Kutla 6 inslavel para It = 0.033..., mas cstavel para It 
0,025, como mostram os resultados nas colunas 5 e 6 da Tabela 8.5.3. 

Os resultados dados na tabela para I = 0,05 e / = 0,1 mostram quo 6 preciso um tamanho de passo mcnor 
na camada limite para se obter uma aproximaqiio precisa. O Problema 3 convida voce a explorar mais essa 
queslao. 

1 

0,8 
0,6 
0,4 
0.2 


F1GURA 8.5.2 A solugao do problema de valor inicial (16). 


Como excmplo final, vamos considerar o problema de determinar duas soluqoes linearmente indepen- 
dentes da equaqao linear de segunda ordem 

/ - 10jr 2 y = 0 (18) 

para t > 0. A generaliza^o de tecnicas numericas, desenvolvidas para cquaqoes de primeira ordem, para 
equates de ordem maior ou para sistemas de equaqoes sera discutida na Se?ao 8.6, mas nao precisamos 
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disso para essa discussao. Duas solu?6es linearmente independentes da Eq. (18) sao 0, (/) = cosh(-/IO;rf) 
e <p : (/) = senh(-/I()7T/). A primcira soluijao. 0, (/) = cosh(>/l(j^), i gerada pelas condiqoes iniciais 0, (0) = 
1 ,6^ (0) = 0;a segunda soluqao,0,(t) = senh( v/lOar).6gerada pelascondiqoes iniciais&fO) = 0,0,' (0) = 
■/l0>-r. Embora.analiticamente, possamos ver a diferenqa entre cosh(\/T6;r/) c senh(\/l0n’/),para valores 
grandes de I temos cosh(VTD^/) e^*' - e'^ nl !2 e senh(-/R)^f) - e'^”'l2\ numericamente. essas duas 
fuiKjoes parccem exalamente iguais se mantivermos o mesmo niimero finito fixo de dfgitos. Por exemplo, 
encontramos quc para t = 1 os valores corretos com oito dfgitos significativos s3o 

senh ■/lOa = cosh >/K)7r = 10.315,894. 

Sc os calculos forem feitos ern uma maquina que trabalha com oito digitos, as duas solutes 0 , e 0 2 sao 
idfinticas para / = 1 e, de fato, para t > 1. Logo, embora as duas soluqoes sejam linearmente independentes, 
seus valores numdricos mostrariam que elas s3o iguais. jd que podemos manter apenas urn niimero finito 
de dfgitos. Esse fenomeno e chamado de dependencia numerica 

Para o problema em pauta podemos evitar parcialmente essa dificuldade calculando, em vez de 
cosh(\/T0.Tr) e senh(s/T0ar).as solutes linearmente independentes 0, = e v/ " );T ' c 0 4 = correspondendo, 

respectivamente, its condiqoes iniciais 0,(0)= 1,0( (0) = s/TOrr e 0 4 (0) = 1 e 0 4 (0) = - VlOn. A soluqao 
0 , cresce exponencialmente. enquanto que 0 4 decai exponcncialmente. Mesmo assim. encontramos difi¬ 
culdade para calcular 0 4 corretamente em um intervalo grande. A razao e que em cada passo do cdlculo 
de 0 4 introdu/.imos erros de truncamento e de arredondamento. Logo, em qualquer ponto /„ os dados a 
serem usados para o proximo ponto nao sao precisamente os valores de 0 4 (r„) e de 0) (/„). A solu?ao do 
problema de valor inicial com esses dados em t„ nao envolve s 6 e mas envolve tambcm 
Como o erro nos dados em t„ 6 pequeno, essa ultima fun<;ao aparece com um coeficiente bem pequeno. 
De qualquer jeito.como e tendc a zero e c'^ TI cresce rapidamente. esta ultima acaba dominando c 

a solui;ao calculada e simplesmente um multiplo de e v ir *' T ' = 0 „ 

Especificamente, suponha que usamos o mdtodo de Runge-Kutta para calcular a soluqitoy = 0 4 (f) = 
e ' l "'" do problema de valor inicial 

/' - 10;r 2 y = 0. y(0) = 1, y'(0) = -s/IOn-. 

(O metodo de Runge-Kutta para sistemas de segunda ordem sera descrito na Seqao 8 . 6 .) Usando aritmd- 
tica de precisao simples (oito dfgitos) com tamanho de passo li = 0,01, obtemos os resultados na Tabela 
8.5.4. E evidcnte desses resultados que a solu^ao numerica comega a ficar significativamente diferente 
da solugao exata para t > 0,5, e logo difere dela por varias ordens de grandeza. A razao <5 a presenga, na 
solugao numerica. de uma pequena componente da solugao que cresce exponencialmente 0 , = 

Com aritmetica de oito dfgitos podemos esperar um erro de arredondamento da ordem de 10'* em cada 
passo. Como cresce por um fator de 3,7 x 10 21 de i = 0 al£ l = 5, um erro de 10‘* perto de t = C podc 
produzir um erro da ordem de 10 1 ' em i = 5. mesmo que nao sejam introduzidos outros erros nos calculos 
intermediaries. Os resultados dados na Tabela 8.5.4 mostram que isso 6 exatamente o que acontece. 

TABELA 8.5.4 Solugao exata de v* - 10 .t : v = 0, 
y(0) = l,/(0) = -v/10;t e Aproximag3o Numerica 
Usando o Mdtodo dc Runge-Kutta com h = 0,01 


y 


1 

NumiSrica 

Exata 

0.0 

1.0 

1.0 

0,25 

8.3439 x 10 2 

8,3438 x 10- J 

0.5 

6.9623 x 10 ' 3 

6.9620 x 10 - 3 

0,75 

5.8409 x 10 4 

5,8089 x 10 - 4 

1.0 

8.6688 x 10- 5 

4,8469 x lO ' 5 

1.5 

5.4900 x 10 “ 3 

3.3744 x 10 7 

2.0 

7.8852 x 10 - 1 

2,3492 x 10-’ 

2,5 

1.1326 x 10 2 

1,6355 x 10 " 

3.0 

1.6268 x 10 4 

1.1386 x lO ' 13 

3.5 

2.3368 x 10 6 

7.9272 x 10 -' 6 

4.0 

3.3565 x 10* 

5,5189 x 10-** 

4,5 

4.8211 x 10 10 

3.8422 x lO ” 20 

5,0 

6,9249 x 10 12 

2,6749 x lO ” 22 
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CAPimo Oito 


PROBLEMAS 


Voce deve ter em mente que os valores numericos dos elementos na segunda coluna da Tabela 8.5.4 
sao extremamente sensiveis a pequenas variagoes no modo como os cdlculos sao executados. Indepen- 
dentemente desses detalhes, no entanto, o crescimento exponencial da aproximagao heard evidente. 

A Eq. (18) e altamente instavel, e o comportamento ilustrado nesse exemplo e ti'pico de problemas 
instdveis. Podemos seguir precisamente a solugao por um tempo e o intervalo pode ser estendido usando- 
se tamanhos menores de passos ou metodos mais precisos, mas finalmente a instabilidade no problema 
domina e leva a gTandes erros. 

Alguns Comentarios sobre Metodos Numericos. Introduzimos, neste capftulo, diversos metodos numericos 
para se aproximar a solugao de um problema de valor inicial. Tentamos enfatizar algumas ideias impor- 
tantes mantendo, ao mesmo tempo, um m'vel razoavel de complexidade. Um exemplo disso 6 que sempre 
usamos um tamanho de passo uniforme, mas a produgao atual de codigos fornece maneiras de se mudar 
o tamanho do passo a medida que os cdlculos prosseguem. 

Existem diversas consideragSes que devem ser levadas em conta ao se escolher o tamanho do passo. 
E claro que um deles € a precisao; um tamanho de passo muito grande leva a um resultado impreciso. 
Normalmente e dada uma tolerancia para o erro antecipadamente, e o tamanho do passo em cada etapa 
tern que ser consistente com essa tolerancia. Como vimos, o tamanho do passo tambem tern que ser es- 
colhido de modo que o metodo seja estdvel. Caso contrdrio, pequenos erros vao crescendo e logo tornam 
os resultados sem valor. Finalmente, para mdtodos implfcitos 6 necessdrio resolver uma equagao em cada 
passo, e o metodo usado para resolve-la pode impor restrigoes adicionais sobre o tamanho do passo. 

Ao escolher um metodo e preciso, tambem. equilibrar as questoes de precisao e estabilidade com o 
tempo necessdrio para executar cada passo. Um metodo imph'cito, como o de Adam-Moulton, precisa de 
mais cdlculos para cada passo, mas se sua precisao e sua estabilidade permitem um tamanho de passo 
maior (e, em consequencia, menos passos), entao isso pode mais do que compensar os cdlculos adicionais. 
As formulas inversas de diferenciagao de ordem moderada, quatro, por exemplo, sao altamente estdveis 
e sao, portanto, indicadas para problemas rfgidos, para os quais a estabilidade e o fator controlador. 

Alguns codigos atuais permitem, tambem, que se varie a ordem do mdtodo, alem do tamanho do passo, 
a medida que se efetuam os calculos. O erro 6 estimado em cada passo e a ordem e o tamanho do passo 
sdo escolhidos de modo a satisfazerem a tolerancia de erro desejada. Na pratica sao utilizados os metodos 
de Adams ate a ordem doze, e as formulas inversas de diferenciagao ate a ordem cinco. Formulas inversas 
de diferenciagao de ordem mais elevada nao sao convenientes devido a falta de estabilidade. 

Finalmente, observamos que a suavidade da fungao/— ou seja, o numero de derivadas que ela tern 
— e um fator a ser considerado na escolha do mdtodo a ser usado. Metodos de ordem mais aha perdem 
alguma precisao se a fungao/nao tern derivadas ate uma ordem correspondente. 


1. Para obter alguma ideia dos perigos possfveis de pequenos erros nas condigoes iniciais, tais como os devi- 
dos a arredondamentos, considere o problema de valor inicial 

y = r+>-3, y(0) = 2. 

(a) Mostre que a solugao e y = /,(/) = 2 -t. 

(b) Suponha que hd um erro na condigao inicial e e utilizado o valor 2,001 em vez de 2. Determine a so¬ 
lugao y = <t> 2 (/) nesse caso e compare a diferenga 0, (f) - 0, (/) em / = 1 e quando t —► oo. 

2. Considere o problema de valor inicial 

y' = r + e>, y(0) = 0. (i) 

Usando o mdtodo de Runge-Kutta com tamanho de passo h, obtemos os resultados na Tabela 8.5.5. Esses 
resultados sugerem que a solugao tern uma assfntota vertical entre t = 0,9 e 1 = 1,0. 

TABELA 8.5.5 Aproximagoes da 
Solugao do Problema de Valor 
Inicial y' = t- + e\y(fi) = 0 Usando o 
Mdtodo de Runge-Kutta 


h 

l = 0,90 

1 = 1,0 

0,02 

3.42985 

> 10 38 

0,01 

3,42982 

> 10 38 
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(a) Seja y = 0 (/) a solugao do problema (i). Alem disso, seja y = 0 , ( t ) a solugao do problema 

y’ = i + y(0) = o, (ii) 

e seja y = 0 , (/) a solugao de 

y' = ^ v . y( 0 ) = o. (iu) 

Mostre que 

fcU) < <t>U) < <t>\(t) (iv) 

etn algum intervalo contido cm 0 < t < 1 onde existem todas as tres solugoes. 

(b) Determine 0 , (/) e 0 , (/). Depois, mostre que 0 (/) -*■ oo para algum / entre t = In 2 = 0.69315 e / = 1. 

(c) Resolva as equates diferenciais y' - e y e v* = 1 + e\ respectivamente, com a condigao inicial v(0,9) = 
3,4298. Use os resultados para mostrar que 0 (/) —► oo quando / = 0,932. 

3. Considere novamente o problema de valor inicial (16) do Exemplo2. Investigue o quao pequeno tern que 
ser o tamanho do passo h para garantir que o erro em t = 0,05 eemr = 0,1 seja menor do que 0,0005. 

(a) Use o metodo de Euler. 

(b) Use o mdtodo de Euler inverso. 

(c) Use o mtStodo de Runge-Kutta. 

4. Considere o problema de valor inicial 

/ = —10>> + 2.5r + 0.5/, y(0) = 4. 

(a) Encontre a solu^ao y = 0 (f) e desenhe seu grafico para 0 < / < 5. 

(b) A an;llise de estabilidade no texto sugere que para este problema o metodo de Euler so 6 estdvel para 
h < 0,2. Confirme que isso e verdade aplicando o metodo de Euler a esse problema para 0 < / < 5 com 
lamanhos de passos proximos de 0 , 2 . 

(c) Aplique o metodo de Runge-Kutta a este problema para 0 < / < 5 com diversos tamanhos de passos. 
O que voce pode concluir sobre a estabilidade desse metodo? 

(d) Aplique o metodo de Euler inverso a este problema para 0 < / < 5 com diversos tamanhos de passos. 
Qual o tamanho de passo necessdrio para que o erro em / = 5 seja menor do que 0,01? 

Em cada um dos Problemas 5 e 6 

(a) Encontre uma fdrmula para a solu?ao do problema de valor inicial e observe que ela e independente 
de X. 

(b) Use o metodo de Runge-Kutta com h = 0.01 para caleular valores aproximados da solu<;ao em 0 < r < 
1 para diversos valores de X, como X = 1,10.20 e 50. 

(c) Explique as diferenqas, se existirem. entre a solu<;3o exata e as aproximaqoes numericas. 

5. / —Xy = l-Xr, y(0) = 0 fjh 6 . / - \y = 2/ - X/ 2 , y(0) = 0 


8.6 Sistemas de Equates de Primeira Ordem 


Nas settles anteriores discutimos mdtodos numericos para aproximar a solu^ao de problemas de valor 
inicial associados a uma equai;ao de primeira ordem. Esses metodos tambem podem ser aplicados a sis¬ 
temas de equaqoes de primeira ordem. Como equagoes de ordem mais alta sempre podem ser reduzidas 
a um sistema de primeira ordem. basta tratar de sistemas de primeira ordem. Por simplicidade, vamos 
considerar um sistema com duas equagoes de primeira ordem 

x’ =f(t,x,y), y = gtt,x,y), ( 1 ) 


com as condigoes iniciais 


*('o) = *o. yOo) = ya¬ 


rn 


Vamos supor que as fungdes fcg satisfazem as condigoes doTeorema 7.1.1, de modo que o problema de 
valor inicial (1), (2) tern uma unica solugao em algum intervalo do eixo dos / contendo o ponto /„. Que- 
remos determinar valores aproximados ... ey u y 2 , •••,y n , ••• da solugao x = <t> (t),y = ij/ (/) nos 

pontos /„ = /„ + nh com n = 1 , 2 ,.... 
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Em notaijao vetorial, o problema de valor inicial (1), (2) pode ser escrito como 

x' = f(r,x), x(r 0 ) = x 0 . (3) 

onde x £ um vetor com coordenadas x e y. f e a fungao vetorial com coordenadas/e g, e x,, e o vetor com 
coordenadas x a e y 0 . Os mdtodos das seg 6 es anteriores podem ser imediatamente generalizados para 
tratar sistemas de duas (ou mais) equates. Tudo que 6 necessario (formalmente) 6 substituir a variavel 
escalar jc pelo vetor x e a funqao escalar /pela funcao vetorial f nas equates apropriadas. Por exemplo, 
a formula de Euler torna-se 

x„+i = x„ -b /tfn* (4) 

ou. em forma de coordenadas. 


■X/i+A _ /^ // (t)i, x n , y „) \ 
^n+1/ \y») \SUn<Xn<yn)) 


(5) 


As condigoes iniciais sao usadas para se determinar f 0 , que e o vetor tangente ao gratico da solugao 
x = <p (l) no piano ary. Movemo-nos na direqao desse vetor tangente por um periodo de tempo h para en- 
contrar o proximo ponto x,. Af calculamos um novo vetor tangente F,, movemo-nos ao longo dele por um 
periodo de tempo h para encontrar x,, e assim por diante. 

De maneira analoga, o mdtodo de Runge-Kutta pode ser generalizado para sistemas. Para o passo de 
t„ para | M| , temos 

x, I+ i = x„ + (/i/6)(k„i H- 2k, ,2 -b 2 k „3 + k,^), (6) 


onde 


k„i — f(//i, x„ i. 

k „2 = f [r„ + (/i/2),x„ - (/t/2)k„il, 

(7) 

k „3 = fit,, + (/i/2),x„ -r (/i/2)k„ 2 ], 
k„4 = f (t„ "1" /t.x„ 4 h k ,, 3 ). 

As formulas para o metodo de previsao e corre^ao de Adam-Moulton aplicadas ao problema de valor 
inicial (1), (2) sao dadas no Problema 9. 

As equaqoes vetoriais (3). (4), ( 6 ) e (7) sao, de fato, validas para qualquer numcro de dimensoes. Basta 
interpretar os vetores como tendo n coordenadas em vez. de duas. 


EXEMPLO 


& etfipjrjyjijj 


Determine valores aproximados para a solugao .v = <J> (i),y = 0 (f) do problema de valor inicial 

x' = x — 4y, y' = -x + y. ( 8 ) 

.t(0) = l. y(0) = 0, (9) 

no ponto t = 0,2. Use o metodo de Euler com h = 0.1 e o metodo de Runge-Kutta com h = 0,2. Compare os 
resultados com os valores da solutjao exata: 


0(0 = 


e ' 4- r 1 ' 


0(0 = 


( 10 ) 


2 ’ r 4 

Vamos usar primeiro o miriodo de Euler. Para esse problema,/, = .v„ - 4y„ e g„ = -x„ + y„; logo, 

/u = 1 - (4)(0) = 1, go = -1 + 0 = —1. 

Entao, das formulas de Euler (4) e (5),obtemos 

x, = 1 + ( 0 , 1 )( 1 ) = 1 , 1 , y, = 0 + ( 0 , 1 )(— 1 ) = - 0 , 1 . 

No proximo passo, 

f\ = 1,1 - (4)(- 0 , 1 ) = 1,5. gi = -1,1 + (- 0 , 1 ) = - 1 , 2 . 

Portanto, 

x 2 = 1,1 4- (0,1)(1,5) = 1,25, y 2 = -0,1 4- (0,1)(—1,2) = -0,22. 

Os valores da sotui^ao exata, corretos at<5 oito d(gitos,sao <p (02) = 1,3204248 e 0 (0,2) = -0,25084701. Logo, os 
valores calculados pelo metodo de Etiler tern erros em torno de 0,0704 e 0,0308, respectivamente, correspon- 
dendo a erros percentuais proximos de 5,3% e 12,3%. 
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_ A\ 02 / 9,602\ _ ( 1,3200667 \ 

Xl ~MV' f 6 y-7,52 ) ~ ^-0,25066667] 1 

Esses valorcs de r, c y, tern erros cm torno de 0.0(X)358 e 0.000180. respeclivamente. com crros percentuais 
menores do que urn decimo de 1%. 

Este excmplo ilustra. mais uma ve/. a grande diferemja de precisSo obtida por metodos de aproximayao 
mais precisos. como o de Runge-Kutta. Nos calculos que indicamos acima o metodo de Runge-Kutta s6 precisa 
do dobro de cillculos do que o de Euler, mas o erro no metodo de Runge-Kutta 6 em torno de 2()0 vezes menor 
do que no metodo de Euler. 


PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de I a 6. determine valorcs aproxintados da soluipio x = <p ( t).y = \// (t) do proble- 

—-- ma de valor inicial dado em t = 0.2; 0.4; 0.6; 0.8 e 1.0. Compare os resultados obtidos por metodos diferentes e 

tamanhos de passos diferentes. 

(a) Use o metodo de Euler com li = 0.1. 

(b) Use o metodo de Runge-Kutta com li = 0,2. 

(c) Use o metodo de Runge-Kutta com li =0.1. 

2- 1 . x" = x + y + 1, y' = 4.v-2y; .r(0)=l, y(0) = 0 

i 2. x' = It -t- fy, y' = x y; .t(0) = 1, y(0) = 1 

3. .t' = -lx - y — 1. / = x; jt(0) = 1, y(0) = 1 

4. x' = x - y + x y. y' = 3.t - 2y - .ry; je(0) = 0. y(0) — 1 

5. ar'=x(l - 0.5.r - 0,5y). y’ = y(-0.25 + 0.5.t); x(0) = 4, y(0) = 1 

4^ 6. .C = cxp(-jr+ y) - cos*. y'=sen(.t - 3y); x(0) = 1, y(0) = 2 

4_, 7. Considere o problema do exemplo .v' = x - 4y.y'= -x + y com condiyoes iniciais .t(0) = l.y(0) = 0. Use o 
miltodo de Runge-Kutta para aproximar a soluyao deste problema no intervalo 0 < t < 1. Comcce com h = 
0.2 e depois repita oscSIculoscom /i = 0,1,0,05;.... cada um com a metade do anterior. Continue o processo 
atcS os cinco primeiros digitus da soluyao em r = I permanecerem constantes para tamanhos sueessivos de 
passos. Determine se esses digitos sao precisos comparando-os com a soluyao exata dada nas Eqs. (10) do 
texto. 

41 8. Considere o problema de valor inicial 

x" f rx' +3 x = t, Jt(0) = 1, ar'(0) = 2. 

Transforme este problema em um sistema de duas equates de primeira ordem e determine valores apro- 
ximados da soluyao em t = 0,5 e / = 1,0 usando o mtStodo de Runge-Kutta com h =0,1. 

41 9. Considere o problema de valor inicial .t' = f(l,x,y)e y' = g(/,x,y) com .t (/„) = x 0 e y (/„) = y 0 - A generaliza- 
yao do mdtodo de previsao e correyao de Adam-Moulton da Seyao 8.4 e 

* n+ t =-t„ + Jj/i( 55/„ - 59/*-1 + 37/„_2 - 9/„-j). 

>'n+! = y n + &h(55g n - 59g„_! f 37g„_2 - 9 g H .j) 


L 
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C APITULO 

9 


Equates Diferenciais 
Nao Lineares e Estabilidade 


Existcm muitas equates diferenciais, especialmente nao lineares, que nao sao suscetfveis a solu^ao ana- 
Iftica de algum modo razoavelmente conveniente. Metodos numericos, como os discutidos no capftulo 
precedente. fornecem urn modo de iratar essas equates. Oulra abordagem, apresentada neste capftulo, 
tem cardter geom^trico e nos leva a uma compreensao qualitativa do comportamento das soluqoes. em 
vez de informa^ao quantitativa detalhada. 


9.1 0 Plano de Fase: Sistemas Lineares 


Como muitas equates diferenciais nao podem ser resolvidas de maneira conveniente por mdtodos ana- 
Ifticos. e importante considerar que tipo de informaqilo qualitativa 1 pode ser obtido sobre suas solu^oes 
sent resolver, de fato, as equates. As questoes que vamos considerar neste capftulo cstao relacionadas 
a ideia de estabilidade de uma solui;ao, e os metodos que empregaremos sao, basicamente, geometricos. 
Tanto o conceito de estabilidade quanto a utilizaqao de analise geometrica foram introduzidos no Capf¬ 
tulo 1 e usados na Setjfio 2.5 para equaqoes autonomas de primeira ordem 

dy/di = f(y). (1) 

Neste capftulo, vamos refinar essas ideias e estender a discussao a sistemas de equates. 

Vamos comeqar com um dos sistemas mais simples, a saber, urn sistema linear homogdneo de segunda 
ordem com coeftcientes constantes.Tal sistema tem a forma 

dx/dt = Ax, (2) 

onde A tS uma matriz constante 2 x 2 e x e um vetor 2 x I. Sistemas desse tipo foram resolvidos nas Se^oes 
7.5 a 7.8. Lembre que.se procurarmos solu$oes da forma x = entao, substituindo na Eq. (2),obtemos 

(A — rl)| = 0. (3) 

Logo, r tem que ser um autovalor e £ um autovetor associado da matriz de coeftcientes A. Os autovalores 
sao as raizes da equaqao polinomial 

det(A — rl) = 0, (4) 

e os autovetores sao determinados pela Eq. (3) a menos de uma constante multiplicativa. 


'A teoria qualitativa de equates diferenciais foi criada por Henri Poincare 5 (1854-1912) em diversos artigos importantes 
entre 1880 e 1886. Poincare 1 foi professor na Universidade de Pans e i considcrado. geralmente, o matematico mais impor¬ 
tante de seu tempo. Ele fez descobertas fundamentals em muitas Areas diferentes da matemAtica, incluindo teoria de fundoes 
complexas, equates diferenciais parciais e mecanica celeste Iniciou o uso de metodos modernos em topologia em uma serie 
de artigos a partir de 1894 Foi um pioneiro na utiliza^ao de series assintdlicas em equates diferenciais, uma das ferramentas 
mais poderosas da matematica aplicada contemporanea. Entre outras coisas.usou expansoes assintdticas para obter solu<;oes 
em torno de pontos singulares irregulares.estendendo o trabalho de Fuchs e Frobenius discutido no Capftulo 5. 
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Vimos, na Sc?ao 2.5, que pontos onde a expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (1) d nula tem 
importancia especial.Tais pontos correspondent a solu^des constantes, ou solu^oes de cquilihrio, da Eq. (1) 
e sao chamados, muitas vezes, de pontos criticos. Analogamente, para o sistema (2) os pontos onde Ax = 
0 correspondem a soluqoes de equilfbrio (constantes) e tamWm s3o chamados de pontos crfticos. Vamos 
supor que A d invertfvel, ou seja, que det A # 0. Segue que x = 0 6 o unico ponto critico do sistema (2). 

Lembre que uma solu^ao da Eq. (2) d uma fun$3o vetorial x = 0(f) que satisfaz a equa^o diferencial. 
Tal fun^ao pode scr considerada como uma representaqao parametrica de uma curva no piano .t,.v 2 . Aju- 
da. muitas vezes, olhar essa curva como um caminho, ou trajetoria. percorrida por uma partfcula em mo- 
vimento cuja velocidade dxkil 6 especificada pela equa?ao diferencial. O piano jc , jc 3 d chamado de piano 
de fase. e um conjunto representativo de trajetdrias d chamado de retrain de fuse. 

Ao analisar o sistema (2), precisamos considerar diversos casos. dependendo da natureza dos autova- 
lores de A. Isso tambdm aconteceu nas Se?oes 7.5 a 7.8, onde estavamos interessados, basicamente, em 
encontrar uma fdrmula conveniente para a soluqao geral. Nosso objetivo principal, agora, e caracterizar 
a equa^ao diferencial de acordo com o padrao geomdtrico formado por suas trajetdrias. Em cada caso, 
vamos discutir o comportamento das trajetdrias em geral e ilustrd-lo com um exemplo. £ importante que 
voce se familiarize com os tipos de comportamento das trajetdrias em cada caso, pois esses sao os ingre- 
dientes bdsicos na teoria qualitativa de equates diferenciais. 

CASO I Autovalores Reais e Distintos de Mesmo Sinai. A soluqao geral da Eiq. (2) d 

x = Ci| (1 V'' + (5) 

onde r, e r 2 sao ambos positivos ou ambos negativos. Suponha. primeiro, que r, < r 2 < 0 e que os autoveto- 
res f"’e sao como ilustrado na Figura 9.1. la. Segue da Eq. (5) que x -> 0quando r-* oo, independente 
dos valores de c, e c 2 ; em outras palavras. todas as solu^oes se aproximam do ponto critico na origem 
quando f -* oo. Se a solu?ao come^a em um ponto inicial na reta contendo a origem na dire^ao de I" 1 , 
entao c 2 = 0. Em consequencia, a solu?5o permanece nessa reta para todo f e tende d origem quando / -*■ 
oo.Analogamente.se o ponto inicial pertence & reta na direqao de entao a solu<;ao tende d origem ao 
longo dessa reta. Na solut;ao geral. d util escrever a Eq. (5) na forma 

x = + C 2 $ (2, l. (6) 

Note que r, - r, < 0. Portanto. enquanto c : * 0, o lermo c,^ l| exp[(r l - r,)/] d desprezfvel comparado com 
r,^ 2 ' para valores suficientemente grandes de I. Assim. quando t —» oo. ndo sd as trajetdrias se aproximam 
da origem mas o fazem tendendo, tambdm. d reta na direijao de Logo, todas as solutes tendem ao 
ponto critico tangentes a reta na direqao de exceto as que come<;am exatamente na reta na direqao 
de A Figura 9.1.1a mostra diversas trajetdrias. Alguns graficos tfpicos de .t, em fungao de f estao es- 
bo^ados na Figura 9.1.1h, ilustrando o fato de que todas as soluqoes exibem decaimento cxponencial no 
tempo. O comportamento de x 2 cm fumjao de t d semelhante. Esse tipo de ponto critico d chamado de no. 
ou no atrator, ou sorvedouro. 

Vamos agora olhar para trds no tempo e tentar descobrir o que acontece quando / -» -oo. Ainda su- 
pondo que r, < r 2 < 0, observamos que, se c, =£ 0, entao o termo dominante na Eq. (5) quando / -► -oo e 
o termo envolvendo e r, ‘. Logo, para grandes valores negativos de /, as trajetdrias sao quase paralelas ao 
autovetor f", exceto para as trajetdrias que se estendem atraves da reta ? JI . Isto e indicado na Figura 
9.1.1a. 




FIGURA 9.1.1 Um nd; r, < r, < 0. (a) O piano de fase. (ft) .t, em fumjao de t. 

Se r, c r 2 sao ambos positivos e 0 < r 2 < r,.entao as trajetdrias tem o mesmo padrao que na Figura 9.1.1a, 
exceto que o sentido do movimento d se afastando do ponto critico na origem, em vez de sc aproximando. 
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Nesse caso,*, e .r 2 crescem exponcncialmcnte como fungoes de t. O ponto critico d chamado, novamente, 
de no ou de fonle. 

Vimos um exemplo de tal no no Exemplo 2 da Segao 7.5, e suas trajetdrias estao ilustradas na Figura 
7.5.4. 

CASH 2 Autovalores Reais com Sinais Opostos. A solugao geral da Eq. (2) d 

x = c,* ( V' + c:$ (2 V 2 ', (7) 

onde r, > 0 c z 2 < 0. Suponha que os autovelores $"• e $ 2 ' sao como ilusirados na Figura 9.1,2a. Se a solugao 
comega cm um ponto inicial na reta contendo a origem na diregao de £ ".entao c , = 0. Em consequencia, 
a solugao permanece nessa reta para todo f e. como r, > 0, ||x|| -»■ oo quando / -> oo. Se a solugao comega 
em um ponto inicial pertencente it reta na diregao de $< 2 \a situagaod andloga.exceloque ||x|| -> 0 quando 
l -* oo, ja que r, < 0. As solugoes que comegam em outros pontos iniciais seguem trajetorias semelhantes 
as da Figura 9.1.2 a. A exponencial positiva d o termo dominante na Eq. (7) para i grande, de modo que 
todas essas solugoes tendem a infinito assintoticamente a reta determinada pelo autovetor £'» correspon- 
dente ao autovalor positivo r,. As unicas solugoes que se aproximam do ponto critico na origem s3o as 
que comegam precisamente na reta determinada por $ Z) . A Figura 9.1.2fc mostra alguns grdficos Kpicos 
de .t, em fungao de I. Para determinadas condigoes iniciais a exponencial positiva cst«S ausente da solugao, 
de modo que x, -» 0 quando t -*• oo. Para todas as oulras condigoes iniciais a exponencial positiva acaba 
dominando e faz com que .v, tome-se ilimitada. O comportamento de .v, e semelhante. Nesse caso, a ori¬ 
gem d chamada de ponto de sela. 

Um exemplo de um ponto de sela apareceu no Exemplo 1 da Segao 7.5, e suas trajetorias estao ilus¬ 
tradas na Figura 7.5.2. 



FIGURA 9.1.2 Um ponto de sela: r, > 0. r. < 0. (a) O piano de fase. ( h ) x, em fungao de t. 


CASO 3 Autovalores Iguais. Vamos supor agora que r, = r 2 = r. Vamos considerar o caso em que os autovalores 
sao negativos; se forem positivos, as trajetdrias sao semelhantes, mas o movimento d em sentido contrd- 
rio. Existem dois subcasos, dependendo se o autovalor repetido tern dois autovetorcs independentes ou 
apenas um. 

(a) Dois autovetores independentes. A solugao geral da Eq. (2) d 

x = ei£ ,I, e r ' + C 2 $ (2l e", (8) 

onde e I* 21 sao autovetores independentes. A razao xjx, d independente de f, mas depende das coor- 
denadas de e c das constantes arbitrdrias c, e c 2 . Logo, toda trajetdria estd contida em uma reta 
contendo a origem, como ilustrado na Figura 9.1.3a. Graficos tipicos de.r, oux 2 em fungao de t aparecem 
na Figura 9.1 3b. O ponto critico d chamado de no proprio ou, algumas vezes, de ponto estrela. 

(b) Um autovetor independente. Como vimos na Segao 7.8, a solugao geral da Eq. (2) nesse caso d 

x = c^e n + c 2 {$te n + rie n ). (9) 

onde | e o autovetor c ij d o autovetor generalizado associado ao autovalor repetido. Para t grande, o 
termo dominante na Eq. (9) d c : (e". Assim, quando / -* oo, todas as trajetorias tendem it origem e sao tan- 
gentes h reta na diregao do autovetor. Isso d verdadeiro mesmo quando c 2 = 0, pois, nesse caso, a solugao 
x = c,£e" pertence a essa reta. Analogamenlc, para valores negativos grandes de t o termo c£e” d, nova¬ 
mente, dominante, de modo que, quando t —* -oo, cada trajetdria d assintdtica a uma reta paralela a {. 
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t crescente 


fcrescente' 


(o) (6) (c) 

FIGURA 9.1.4 Um n6 imprdprio, um autovetor independente; r, = r 2 < 0. (a) O piano de fase. ( b) .v, cm fun<;ao de t. (c) O piano 
dc fast*. 


c 2 > 0 




r crescente 


t crescente 


FIGURA 9.1.3 

fun?3o de I. 


(a) (6) 

Um n6 prdprio, dois autovetores independentes: r, = r, < 0. (rr) O piano de fase. ( b) x, em 


A orienta^ao das trajetorias depende das posiijoes rclativas de § e ij. Uma situa^ao possfvel esta ilus- 
trada na Figura 9.1.4c?. Para localizar as trajetorias. c melhor escrever a solugAo (9) na forma 

x = [(ft?+ C 2 J/) + c 2 |r]<f" = ye". (10) 


ondc y = (c,£ + c 2 i/) + c 2 |r. Note que o vetor y determina a dire?ao e o sentido de x. enquanto a quantidade 
escalar e n afela apenas o tamanho de x. Observe, tambem, que para valores lixos de r, e c 2 a expressAo 
para y e uma equa^ao vetorial da reta contendo o ponto c,| + c : ri e paralela a £. 

Para esbo^ar a trajetdria correspondente a um par dado de valores de c, e c : . \oce pode proceder da 
seguinte maneira: primeiro. dcsenhe a reta dada por (c,{ + c 2 i/) + c£t e note o sentido do movimento 
quando i cresce nessa reta. A Figura 9.1,4c? mostra duas dessas retas, uma para c > 0 e outra para c, < 
0. A seguir, observe que a trajetdria dada passa pclo ponto c,£ + c 2 ij quando t = 0. Alem disso. quando 
i aumenta o vetor x dado pela Eq. (10) tern o mesmo sentido de quando t aumenta na reta. mas o tamanho 
de x decresce rapidamente e tende a zero, devido ao fator cxponcncial decaindo e Finalmente, quando t 
-* -oo o sentido de x e determinado por pontos na parte correspondente da reta, e o tamanho de x tende 
a infinito. Dessa forma, obtemos as trajetorias mais grossas na Figura 9,l.4«. Algumas outras trajetdrias 
mais finas estao esboqadas para ajudar a completar o diagrama. Graficos tfpicos de .r, em funx'Ao de t 
aparecem na Figura 9.\Ab. 

Outra situatjao possfvel estii ilustrada na Figura 9.1.4c, onde a orientaqao relatixa de £ e q esta inverti- 
da. Como indicado na figura, isso resulta cm uma mudanqa de sentido na orientaqao das trajetorias. 

Se r, = r : > 0. voce pode esboqar as trajetorias seguindo o mesmo procedimento. Nesse caso, as traje- 
tdrias sAo percorridas no sentido para fora.e a orienta<;Ao das trajetorias em relaqao a £ e q tambem esta 
invertida. 

Quando um autovalor duplo tent um unico autovetor independente, o ponto crilico e chamado de no 
iinproprio ou degenerado. Vimos um exemplo particular desse caso no Exemplo 2 na Seqao 7.8; as traje- 
tdrias estao ilustradas na Figura 7.8.2. 
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CASO 4 Autovalores Complexos. Suponha que os autovalores sao X ± i/i. ondc ie/i sao reais, X # 0 e n > 0. E 
possfvel escrevcr a soIikjSo geral cm termos dos autovalores e autovctores, como vimos na Sc^So 7.6. No 
entanto. vamos proceder dc modo diferente. 

Sistemas com autovalores k ± /// sao, tipicamente, da forma 


■-U ■) 


ou, em forma esealar. 


x\ = A_t| + n.X 2 . x' 2 = -fiX\ + kx 2 . 

Vamos introduzir coordenadas polares r. t> dadas por 

r 2 = .rf + *§. tan 9 = x 2 /X ). 
Diferenciando essas cquaqocs. obtemos 

rr - X|.Y| + * 2 * 2 • (sec 2 0)6‘ = (.rj.V; - x 2 x\ )/x\. 
Substituindo as Eqs. (12) na primeira das Eqs. (13). vemos que 


e. portanto, 


r = ce u . 


ondc ceum;i constante. Analogamente, substituindo as Eqs 112) na segunda das Eqs. (13) e usandoo fato 
de que scc : W = r / .r, : . temos 


9 = -ni + F, 


onde e o valor de " quando ( - 0. 

As Eqs. (15) e (17) sao equates parametricas em coordenadas polares das trajetorias do sistema (11). 
Como // > 0. segue da Eq. (17) que ft diminui quando I aumenta.de modo que o movimento cm uma tra- 
jetbria e no sentido horario. Quando t —* oo. vemos da Eq. (15) que r —► 0 se k < 0 e que r -* co se X > 0. 
Enlao, as trajetorias silo espirais, que tendem ou se afastam da origem dependendo do sinal de X. Ambas 
as possibilidades estao ilustradas na Figura 9.1.5. junto com alguns gr.lticos tipicos de .t, em funqSo de 




(c) (d) 

FIGURA 9.13 Um ponto espiral; r, = X + f/r, r, = X - ift. (a) X < 0. o piano de fase. (b) X < 0,ar, em fun^So de 
t. (c) X > 0, o piano de fase. (d) k > 0,.r, em fun^ao de t. 
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I. Os pontos criticos sao chamados de pontos espirais nesse caso. Os termos sorvedouro espiral e fonle 
cspiral s3o usados, frequentemente, para se referir a pontos espirais cujas trajetdrias se aproximam ou se 
afastam. respectivamente, do ponto critico. 

Mais gcralmente, 6 possivel mostrar que, para qualquer sistema com autovalores complcxos X ± ip. t 
onde A. ^ 0, as trajetdrias sao sempre espirais. Elas estao orientadas para dentro ou para fora, respectiva- 
mente, dependendo se o sinal de A. 6 negativo ou positivo. Podem ser alongadas e retorcidas em relaijao 
aos eixos coordenados, e o sentido do movimento pode ser horario ou trigonomdtrico. Embora uma 
analise detalhada seja moderadamente diffcil, <5 f3cil obter uma iddia geral da orientaq3o das trajetdrias 
diretamente das equaqdes diferenciais. Suponha que o sistema 



tern autovalores complcxos /. ± in e considere o ponto (0,1) no semieixo positivo dos y. Segue das Eqs. 
(18) que, nesse ponto. dxldt = b e dyldl = d. Dependendo dos sinais de b e d. podemos inferir o sentido 
do movimento e a orientaqao aproximada das trajetdrias. Por exemplo, s e bed forem negativos, ent3o as 
trajetdrias atravessarao o semieixo positivo dos y, descendo e entrando no segundo quadrante. Se. aldm 
disso, X < 0, ent5o as trajetdrias tSm que ser espirais direcionadas para o ponto critico semelhantes 3s da 
Figura 9.1.6. Foi dado outro caso no Exemplo 1 da Se^ao 7.6, cujas trajetdrias aparecem na Figura 7.6.2. 


HGURA 9.1.6 Um ponto espiral; r = X ± i/t corn X < 0. 
CASO 5 Autovalores Imaginarios Puros. Nesse caso, X = 0 e o sistema (11) se redu/. a 



com autovalores ±i(i, Usando o mesmo argumento que no Caso 4, encontramos 

r' = 0. 9'= -n, (20) 

e, portanto, 

r = c, e = -nt + Oo, (21) 

onde c c 0„ sao constantes. Logo, as trajetdrias s3o circulos centrados na origem, percorridos no sentido 
horario se n > 0 e no sentido trigonometrico se n < 0. Um circuito completo em torno da origem 6 feilo 
em um intervalo de tempo de comprimento 2 jtIh, de modo que todas as solurjoes s3o periodicas com 
perfodo 2 ;r//r. O ponto critico 6 chamado de centro. 

Em geral, quando os autovalores s3o imagin3rios puros d possivel mostrar (veja o Problema 19) que 
as trajetdrias sao elipses centradas na origem. A Figura 9.1.7 mostra uma situa$3o tipica e inclui, tambdm, 
alguns grdficos tipicos de .t, em fun?3o de t. Veja ainda o Exemplo 3 na Sei;3o 7.6, especialmente as Figu- 
ras 7.6.3 e 7.6.4. 

Refletindo sobre esses cinco casos e examinando as figuras correspondentes, podemos fazer diversas 
observa?6es: 

1. Depois de um longo periodo de tempo, cada trajetoria individual exibe apenas um entre trds tipos de corn- 
portamento. Quando t —► oo.cada trajetdria se aproxima do ponto critico x = 0 ou pereorre. repetidamente, 
uma curva fechada (correspondente a uma solui;3o periddica) em torno do ponto critico, ou toma-se ilimi- 
tada. 
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2. De um ponto dc vista global, o padrao das trajetdrias em cada caso e relativamente simples. Para ser mais 
especifico, por cada ponto (.t„, >v.) no piano de fase passa uma unica trajet6ria; assim, as trajetdrias nao se 
cruzam. Nao interpretc mal as figuras onde aparecem. a vezes. muilas trajetdrias que parecem passar pelo 
ponto critico * = 0. De fato, a unica solu<;ao que passa pela origem e a solu<,ao de equilibrio * = 0. Na ver- 
dade, as outras solufdes que parecem passar pela origem apenas se aproximam desse ponto quando t -* 
oc ou / —*• -oc. 

3. Em cada caso. o conjunto de todas as trajetdrias e tal que uma entre tres situagdes ocorre. 

(a) Todas as trajetdrias se aproximam do ponto critico x = 0 quando I —*• oo. Esse e o caso quando os 
autovalores s3o reais e negalivos ou complexos com parte real negativa. A origem d um nd atrator ou 
um sorvedouro espiral. 

(b) Todas as trajetdrias permanecem limiladas, mas nao tendem 3 origem quando t -» oc. Esse d o caso 
quando os autovalores sao imaginarios puros. A origem d um centro. 

(c) Algumas trajetdrias e. possivelmente. todas as trajetdrias exceto x = 0 tendem a infinito quando t —* 
oc. Esse d o caso se pelo menos um dos autovalores e positivo ou se os autovalores tern parte real 
positiva. A origem e um nd fonte, ou unia fonte espiral. ou um ponto de sela. 

As situates descritas em 3(a),(b) e (c) iluslram os conceitos de estabilidade assintdtica.estabilidade e 
inslabilidade, respectivamente, da solu<;ao de equilibrio x = 0 do sistema (2). As defini^des precisas desses 
termos serao dadas na Scqiio 9.2. mas seus significados basicos devem estar claros da discussdo geomdtri- 
ca l'eita nesta seqao. A informa<;ao que obtivemos sobre o sistema (2) estd resumida naTabela 9.1.1. Veja. 
tambem.os Problemas 20 e 21. 

TABELA 9.1.1 Propriedades de Estabilidade de Sistemas Lineares x' = Ax 
com det( A - rl) = 0 c del A *= 0 


Autovalores 

Ttpo de Ponto Critico 

Estabilidade 

rj > ri > 0 

No 

Instavel 

T| < E; < 0 

No 

Assintoticamentc estSvel 

ri < 0 < ri 

Ponto de sela 

Instavel 

r, = r 2 > 0 

No proprio ou improprio 

InstSvel 

r, = r 2 < 0 

No proprio ou imprdprio 

Assintoticamentc estdvel 

ri,r 2 = A ± in 

Ponto espiral 


A > 0 


Instavel 

A < 0 


Assintoticamentc estdvel 

r\ = ifi % r 2 = -in 

Centro 

Estdvel 


A analise nesta se?ao se aplica apenas a sistemas de dimensao dois x’ = Ax cujas solu^oes podem 
ser representadas geometricamente por curvas no piano de fase. Uma analise semelhante, pordm mais 
complicada, pode ser feita para um sistema de dimens3o n . com uma matriz de coeficientes A n x rt, cujas 
solut^oes sao curvas em um espa?o de fase de dimensao n. Os casos que podem ocorrer para sistemas de 
dimensao mais alta sao, essencialntente, combina<;6es do que vimos em duas dimensdes. Por exemplo, em 
um sistema de dimensao tres com um espatjo de fase tridimensional uma possibilidade 6 que solu^oes em 
determinado piano sejam espirais se aproximando da origem, enquanto outras solufdes podem tender a 
infinito ao longo de uma reta transversal a esse piano. Esse seria o caso se a matriz de coeficientes tivesse 
dois autovalores complexos com parte real negativa e um autovalor real positivo. No entanto, devido 3 
sua complexidade, n3o discutiremos sistemas de dimensao maior do que dois. 
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PROBLEMAS Para cada um dos Problemas de 1 a 12: 

- (a) Encontre os autovalores e autovetores. 

(b) Classifique o ponto crftico (0,0) em rcla^ao ao tipo e determine se d estrivel, assintoticamcnle estavel ou 
instdvel. 

(c) Esboce diversas trajetdrias no piano de fase e esboce. tambem, alguns graficos tipicos de jc, em funqao de t. 

(d) Use um computador para fazer precisamente os grdficos pedidos no item (c). 


{fl 11. 


dx h -2\ 

- 2 )' 

dx (2 -l\ 

‘ dt ~ \3 -2/* 

dx (\ -5\ 

' dt ~ \l — 3 ]* 

dx (3 -2\ 

' dt ~ (4 -1J * 

■ H i* 

dx _ /-I ()\ 

' dt ~ \ 0 -1 j 


dx_( 5 -l\ 

“dr ^3 1/ X 

„ dx /-I -1 \ 

8 ' dt ~ \ 0 -0.25/ * 

-H .:)« 

a M! "-!)* 


Em cada um dos Problemas de 13 a 16. determine o ponto crftico x = x" e depois classifique seu tipo e examine 
sua estabilidade fazendo a transforma<;ao x = x" + u. 


“S-C -9-0 

-Mi ::)■*(-;) 


-Mi -9-C9 


a,p,y.S > 0 


17. A equaqao de movimento de um sistema mola-massa com amortecimento (veja a Seijao 3.7) 6 

d'-v dv 

m— +c— +kv = 0. 
dt 2 dt 

onde rn.c e k sdo positivos. Escreva essa equa^do de segunda ordem como um sistema de duas equates 
de primeira ordem para x = u.y = du/dt. Mostre que jc = 0, y = 0 e um ponto crftico e analise a estrutura 
e a estabilidade do ponto crftico cm fumjdo dos parametros m, c e k. Uma analise semelhante pode scr 
aplicada a equa<;5o do circuito cldtrico (veja a SeqSo 3.7) 

, d 2 l n dl 1 , „ 

L-jt 4- W— + —l = 0. 

dt 2 dt C 

18. Considere o sistema x’ = Ax c suponha que A tern um autovalor nulo. 

(a) Mostre que x = 0 e um ponto crftico e que. alem disso, todo ponto pertencente a uma determinada rcta 
contendo a origem e, tambem, um ponto crftico. 

(b) Sejant r, = 0crM0,e sejam e fos autovetores correspondentes. Mostre que as trajetorias sao 
como indicadas na Figura 9.1.8. Qual o sentido do movimento nas trajetorias? 

19. Neste problema. vamos indicar como mostrar que as trajetdrias sao elipses quando os autovalores sao 
imaginarios puros. Considere o sistema 




(a) Mostre que os autovalores da matriz de coeficientes s3o imaginarios puros se. e somente se. 


<t|i + °n — 0. 


“ 01^21 > 0 . 
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FIGUR A 9.1.8 Pontos criticos nao isolados; r, = 0. r. O.Todo ponlo pertencente a reta contendo a origem e 
paralela af "e um ponto critico. 


(b) As trajetorias do sistema (i) podem ser cncontradas convertendo-se as Eqs. (i) em uma unica equa?3o 

dx dv/dt flhi.t + fl22y .... 

— = ——- =--. (in 

dx dx/dt + Oi:>’ 

Use a primeira das Eqs. (ii) para mostrar que a Eq. (iii) e exata. 

(c) Inlegrando a Eq. (iii), mostre que 


onde k £ uma constantc. Use as Eqs. (ii) para eoncluir que o grufico da Eq. (iv) e sempre uma elipse. 
Stigestao: qual o discriminante da forma quadratica na Eq. (i\)? 

Considere o sistema linear 


dx/dt = aux + «i;v. dx/dt = «2i* + «::>•, 

onde .. a v sao constantes reais. Seja p - a + a :: . q = - <r, >Ei 2t e A = p- - Aq. Note que per/ s8o, 

respcctivamente, o traqo e o determinante da niatri/ de cocficicntes do sistema dado. Mostre que o ponto 
critico (0,0) e um 

(a) n6 se </ > 0 e A > 0; (b) ponto de sela se q < 0; 

(c) ponto cspiral se p * 0 e A < 0; (d) centro se p = 0 e q > 0. 

Stigestao: as conclusoes podem ser obtidas estudando-se os autovalores r, e r pode ajudar estabelecer, 
tambtSm.e depois usar.as relates r,r : = qe r, + r z =p. 

Continuando o Problema 20. mostre que o ponto critico (0,0) e 

(a) assintoticamente estiivel se q > 0 e p < 0; 

(b) cstavcl se q > 0 e p = 0; 

(c) instavel se q < 0 ou p > 0. 

Os rcsultados dos Problemas 20 e 21 estao resumidos visualmente na Figura 9.1.9. 


Ponto esptrai ircUttl 


Ponto espiral assintoticamente estdvel 


Centro 

esttvel 


FIGURA 9.1.9 Diagrama de 
cstabilidadc. 


386 Cahtulo Move 


9.2 Sistemas Autonomos e Estabilidade 


Nesla seqSo vamos comeqar a juntar c expandir as ideias gcometricas introdu/idas na Se?ao 2.5, para 
certas equates de primeira ordem, e na Se^ao 9.1. para sistemas de duas equates lineares homogeneas 
de primeira ordem com coeficientes constantes. Essas ideias estao relacionadas ao estudo qualitative 
de equates diferenciais e ao conceito de estabilidade, uma ideia que sera deflnida precisamente mais 
adiante. ainda nesta se^So. 

Sistemas Aatonomos. Vamos considerar sistemas com duas equates diferenciais simultaneas da forma 

dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y). ( 1 ) 

Vamos supor que as fumjoes F e G sao contfnuas com derivadas parciais contfnuas em algum domfnio 
D do piano .ry. Se (,r n ,y 0 ) 6 urn ponto nesse domfnio, entao. peloTeorema 7.1.1. existe uma unica soluijao 
.v = 0(f). y = 0(f) do sistema (I) satisfazendo as condiijoes iniciais 

■v(fo) = vo. y(to) = yo- (2) 

A soluqao esta definida em algum intervalo de tempo / que content o ponto /„. 

Escreveremos, muitas vezes, o problema de valor inicial (1). (2) na forma vetorial 

dx/dt = f(x), xUq) = x°, (3) 

onde x = .vi + yj, f(x) = F(x, y)i + G(x, y)j e x" = .vj + y,j. Nesse caso, a soluble £ expressa como x = 0(f), 
onde 0(f) = 0(f)i + 0(f)j. Como de habito, vamos interpretar a soluqao x = 0(f) como uma curva traijada 
por um ponto se movendo nr) piano .ty, o piano de fase. 

Observe que as fun<;oes FcG nas Eqs. (1) nao dependent da variavel independente f. mas apenas das 
variaveis dependentes .vey.Um sistema com essa propriedade e dito autonomo. O sistema 

x' = Ax, (4) 

onde A d uma matriz constante 2 x 2, e um exemplo simples de um sistema autonomo bidimensional. 
Por oulro lado.se um ou ntais elementos da matriz de coeficientes forent uma funqflo da varitivel inde- 
pendente f, entao o sistema n3o £ autonomo. A distinvao entre sistemas autonomos e nao autdnomos e 
importante, porque a andlise qualitativa geometrica desenvolvida na Seijao 9.1 pode ser efetivamente 
estendida para sistemas autonomos ent geral, ntas nao tao util para sistemas que nao sao autonomos. 

Em particular, o sistema autonomo (1) tern um campo de diredoes associado que e independente do 
tempo. Ent consequencia, existe apenas uma trajetoria passando por ponto (.»,„>„) no piano de fase. Em 
oulras palavras, todas as soluqoes que satisfazem unta condiijao inicial da forma (2) percorrem a mesma 
trajetdria. independente do instante f 0 noqual elas estao em (Jt o ,y 0 ). Logo, como no caso do sistema linear 
com coeficientes constantes (4), um linico retrato de fase mostra, simultaneamente, informaqao qualitati¬ 
va importante sobre todas as solutes do sistema (1). Veremos esse fato confirmado repetidas vezes neste 
capftulo. 

Sistemas autonomos ocorrem, com frequencia. em aplicaijoes. Fisicamente, um sistema autdnomo ii 
aqeule cuja configuragao 6 independente do tempo, incluindo parametros ffsicos e formas ou efeitos ex- 
ternos. A resposta do sistema a condiqoes iniciais dadas £ independente, portanto, do instante em que as 
condiqoes sao impostas. 

Estabilidade e Instabdidade. Os conceitos de estabilidade, estabilidade assintdtica e instabilidade ')& foram 
mencionados diversas vezes neste livro. Estd na hora de dar uma definisilo malemfitica precisa desses 
conceitos, polo menos para sistemas autonomos da forma 

x' = f(x). (5) 

Nas deflniqoes a seguir, e em outros lugares, usaremos a notaqao ||x|| para designar o comprimento, ou 
tamanho, do vetor x. 

Os pontos, se existirem, onde f(x) = 0 sao chamados de pontos cnticos do sistema autbnomo (5). Em 
tais pontos, x' = 0. de modo que os pontos cnticos correspondem a solutes constantes, ou de equilibrio, 
do sistema de equates diferenciais. Um ponto critico x" do sistema (5) <5 dito estavel se, dado qualquer < 
> 0, existe um & > 0, tal que toda solu?ao x = 0(f) do sistema (1), que satisfaz, em f = 0, 

||0(O) - x°|| < 8, 


(6) 
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existe para todo l positivo e satisfaz 

||0(f) - x°|| < « (7) 

para todo t > 0. Isso estA ilustrado geometricamente nas Figuras 9.2.1a e 9.2.1 fc. Essas proposiqoes matc- 
mAticas dizem que todas as soluqoes que come^am “suficientemente proximas" (ou seja. a uma distancia 
menor do que S) dc x" permanecem "proximas" (a uma distancia menor do que t ) de x". Note que. na 
Figura 9.2. la. a trajetdria esta no interior do cfrculo ||x - x°|| = S em t = 0 e. embora saia logo desse circulo. 
permanece no interior do circulo ||x = x"|| < « para todo t > (). No entanto. a trajetoria da soluqAo nAo pre- 
cisa se aproximar do ponlo critico x" quando I —» oo.como ilustrado na Figura 9.2.\b. Urn ponto critico 
que nAo e estavel e dito instavel. 



llm ponto critico x" e dilo assintoticamente estavel se e estavel e se existe um & a . com 0 < 5„ < 5, tal que. 


se uma soliu;ao x = 0(r) satisfaz 




||0(O) - x°|| < io. 

(8) 

entao 




lint 0(r) = x". 

(9) 


Logo, as trajetdrias que come<,am "sulicientemente proximas" dc x" nao apenas permanecem "proximas", 
mas tern que acabar tendendo a x" quando t — oo. Esse e o caso para a trajetoria na Figura 9.2.1a, mas 
nao para a na Figura 9.2. \b. Note que a estabilidade assintdtica e uma propriedade mais forte do que 
a estabilidade, ja que um ponto critico tern que ser estavel antes que possamos falar sobre se A ou nAo 
assintoticamente estavel. Por outro lado. a condi<;Ao limite (9), que e uma propriedade essential para 
a estabilidade assintdtica, sozinha nao implica nem estabilidade simples. De fato. 6 possivel construir 
exemplos nos quais todas as trajetdrias tendem a x" quando t — » oo, mas para as quais x° nao e ponto erf- 
tico estavel. Geometricamente, basta construir uma familia de trajetdrias com elementos que comeijam 
arbitrariamente prdximos de x", depois partem para uma distancia arbilrariamente grande antes de, por 
fim, se aproximar novamente de x" quando t -* oo. 

Neste capitulo vamos nos concentrar em sistemas de duas equaqoes, mas as defini?oes que acabamos 
de dar sao independentes do tamanho do sistema. Sc os vetores nas equa^oes de (5) a (9) forem intcr- 
pretados como de dimensao n.entao asdefmiijdes de estabilidade, estabilidade assintdtica e instabilidade 
tambem se aplicam a sistemas com n equaqdes. Essas definiijdes podem se tomar mais concretas ao serem 
interpretadas em termos de um problema fisico especffico. 

0 PenJulo Oscilatorio. Os conceitos de estabilidade assintdtica. estabilidade e instabilidade podem ser 
facilmente visualizados em termos de um pendulo oscilatdrio. Considere a configuraijao ilustrada na Fi¬ 
gura 9.2.2, na qual uma massa m esta presa a uma das extremidades de uma barra rigida, mas sem peso, 
de comprimento L. A outra exlremidade da barra esta pendurada na origem O.ea barra esta livre para 
rodar no piano do papel. A posii^ao do pendulo e descrita pelo angulo 9 entre a barra e a dire?ao vertical 
orientada para baixo, com o sentido trigonomelrico sendo considerado positivo. A forga gravitacional 
mg age para baixo, enquanto a forqa de amortecimento c\d9ldt\, onde c - 6 positivo, tern sempre o sentido 
oposto ao do movintento. A equaqAo de movimento pode ser deduzida, rapidamentc, do prindpio de 
momento angular, que diz que a taxa de variaqAo no tempo do movimento angular em tomo de qualquer 
ponto 6 igual ao momento da for<;a resultante naquele ponto. O momento angular em torno da origem 6 
mU(dOldt), de rnodo que a equaqao de movimento e 
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l2 d 2 0 r d0 

mL—rir = —cL— — mgLsenO. 
dt 2 dt 


Os fatores Le L sen Oh direita do sinal de igualdade na Eq. (10) sao os momentos relativos £ for?a de 
atrito e & for?a gravitacional, respectivamente, enquanto os sinais de menos sao devidos ao fato de que 
as duas formas tendem a fazer com que o pendulo se mova no sentido horario (negativo). Voce deveria 
verificar, como exerci'cio, que a mesma combina^ao e obtida para as outras tres possiveis combinaqoes de 
sinais d ededOldt. 



mg 

FIGURA 9.2.2 Um pendulo oscilatdrio. 


Efetuando algumas operaqoes algebricas diretas, podemos escrever a Eq. (10) na forma canonica 

d 2 0 cdOg 

77 + — -r~r + y send = 0, ( 

dt 2 ttiL dt L 


d 2 0 d0 2 n n 

“TT + Y~r + w 2 sen(? = 0, (12) 

dt 2 dt 

onde y = dmL e co 2 =g/L. Para transformar a Eq. (12) em um sislema de duas equates de primeira or- 
dem, fazemos x = d e y = dO/dt: entao 

dx dy , 

— =y, — =-wsen x-yy. (13) 

Como ye a? sao constantes, o sistema (13) e um sistema aut6nomo da forma (1). 

Os pontos criticos da Eq. (13) sao encontrados resolvendo-se as equates 

y = 0, — oj 2 sen.t — yy = 0. 


Obtemos y = 0 e x = ±nn, onde n e um inteiro. Esses pontos correspondem a duas posi?oes fisicas de equi- 
lfbrio, uma com a massa diretamente abaixo do suporte (0 = 0) e a outra com a massa diretamente acima 
do suporte (6) = n). Nossa intui?ao sugere que a primeira posi(;ao e estavel, e a segunda, instavel. 

Mais precisamente.se a massa for ligeiramente deslocada da posi(;ao de equilibrio abaixo ela ira osci- 
lar para a direita e para a esquerda com uma amplitude diminuindo gradualmente. ate atingir a posigao 
de equilibrio quando a energia potencial inicial for dissipada pela for 9 a de amortecimento. Esse tipo de 
movimento ilustra a estabilidade assintdtica e esta ilustrado na Figura 9.2.3 a. 




FIGURA 9.2.3 Movimento 
qualitativo de um pSndulo. (a) 
Com resistfincia do ar. (f>) Com 
ou sem resistencia do ar. (c) 
Sem resistencia do ar. 
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Por outro 1 a d o,sc a massa for hgcirsnicntc deslocada d3 posigao dc equilibrio acima do suportc ela cat 
rapidamente, sob a influencia da gravidade, e vai acabar chegando, tambem nesse caso, il outra posigao 
de equilibrio abaixo do suporte. Esse tipo de movimento ilustra a instabilidade. Veja a Figura 9.2.3b. Na 
prdtica, d impossfvel mantcr o pendulo cm sua posigao de equilibrio acima do suporte por qualquer pe- 
riodo de tempo sem que haja um mecanismo que a segure, jiS que a mais leve perturba?ao fard com que 
a massa caia. 

Finalmente, considere a situaqao ideal na qual o coeficiente de amortecimento c (ou y) e nulo. Nesse 
caso, se a massa for deslocada ligeiramente de sua posigao de equilibrio abaixo do suporte, ela vai oscilar 
indefinidamente com amplitude constante em tomo do ponto de equilibrio. Como nao ha dissipaqiio no 
sistema, a massa vai permanecer proxima a posigao de equilibrio, mas nao vai tender a ela assintotica- 
menle. Esse tipo de movimento e estdvel, mas nao assintoticamente estavel, como indicado na Figura 
9.2.3c. Em geral,esse movimento e impossivel de se obter experimentalmente, jd que, por menor que seja 
a resistencia do ar ou o atrito no ponto de suporte, isso fard com que, finalmente. o pendulo atinja sua 
posigao de repouso. 

As solugoes das equaqoes do pendulo serao discutidas em detalhe na proxima seqao. 

A lmportancia de Pontos Crfticos. Pontos criticos correspondem a solugoes de equilibrio, ou seja, solugoes 
para as quais x(t) e y(t) sao constantes. Para tais solugoes, o sistema descrito por .rev nao varia: ele 
permanece em seu estado inicial para sempre. Pode parecer razoavel concluir que tais pontos nao sao 
muito interessantes. Lembre-se. no entanto, de que para sistemas lineares homogeneos com coeticientes 
constantes x' = Ax a natureza do ponto critico na origem praticamente determina o comportamento das 
trajetdrias no piano xy. 

Para sistemas autonomos nao lineares isso nao d verdade por, pelo menos, duas razoes. A primeira e 
porque podem existir muitos pontos criticos competindo para influenciar as trajetdrias. A segunda e que 
as nao linearidades do sistema tambem sao importantes, especialmente longe dos pontos criticos. Apesar 
disso, pontos criticos de sistemas nao lineares autonomos podem ser classificados da mesma forma que 
os sistemas lineares. Discutiremos os detalhes na Seqao 9.3. Vamos ilustrar aqui como isso pode ser feito 
graficamente, supondo que voce tenha um programa que possa construir campos de direqao e fazer, tal- 
vez, o grafico de aproximaqoes numdricas boas de algumas trajetdrias. 





EXEMPLO 

1 


Considere o sistema 

dx/dt =-(x - y){\ - x - y), dy/dt =x(2 + y). (14) 

Encontre os pontos criticos para este sistema e desenhe campos de direqao em retangulos contendo os pontos 
criticos. Inspecionando os campos de direqao, classifique cada ponto critico em relaqao ao tipoe diga sc e assin¬ 
toticamente estavel, estavel ou instavel. 
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FIGURA 9.2.5 Campo de direqoes contendo 

(-2,-2) e (3,-2). 


FIGURA 9.2.4 Campo de direqoes contendo 
(0.0) e (0,1). 
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Os pontos criticos do sistema sao encontrados resolvendo-se as equates algdbricas 

(jf — y)(l -x-y) = 0. x(2+y) = 0. (15) 

Podemos satisfazer a segunda equa<,'iio escolhendo .v = 0. Entao a primcira equagao fica y(l - y) = 0, de modo 
que v = 0 ou y = 1. Outras solutes podcin ser encontradas escolhendo y = -2 na segunda equaijao. Entao a 
primeira equa<;ao fica (x + 2)(3 - .v) = 0, logo x = -2 ou x = 3. Obtemos assim os quatro pontos criticos (0,0), 
(0.1), (-2,-2) e (3.-2). 

A Figura 9.2.4 mostra um campo de direqdes contendo os dois primeiros pontos criticos. Comparando-a com 
as figuras na Segao 9.1 e no Capltulo 7. deve Rear claro que a origem e um ponto de sela e (0.1) d um ponto 
espiral. £ claro que o ponto de sela e instdvel. As trajetdrias prdximas ao ponto espiral parecem estar se apro- 
ximando do ponto. de modo que conclulmos que ele <5 assintoticamente estavel. Um campo de direqdes para 
os outros dois pontos criticos aparece na Figura 9.2.5. Cada um deles d um nd. As setas apontam na dire<;ao do 
ponto (-2.-2) e em direqao oposta ao ponto (3,-2): conclulmos que o primeiro e assintoticamente estdvel e o 
segundo d instdvel. 

Para um sistema autonomo de dimensao dois com pelo menos um ponto crltico assintoticamente esta¬ 
vel d de inleresse. muitas vezes, determinar onde estao as trajetdrias que se aproximam do ponto erftico 
no piano de fase. Seja P um ponto no piano xy tal que uma trajetdria passando por P acaba tendendo 
ao ponto crltico quando / -* oo. Entao dizemos que essa trajetdria e atralda pelo ponto crltico. Alem 
disso, o conjunto de todos os pontos P com essa propriedade e chamado de hacia de atra^ao ou regiao de 
estahilidade assintdtica do ponto crltico. Uma trajetdria que limita uma bacia de atraqao d chamada de 
separatriz. jd que separa as trajetdrias que tendem a um ponto crltico particular de outras trajetdrias que 
nao tern essa propriedade. A determinaqao das bacias de atra^ao e imporlante para a compreensao do 
comportamento em escala grande das solu^oes de um sistema autonomo. 


Considere. novamentc, o sistema (14) do Exemplo 1. Descrcva a bacia de atrai^ao de cada um dos pontos criti¬ 
cos assintoticamente estaveis. 

2 A Figura 9.2.6 mostra um retrato de fase para esse sistema com um campo de dire^oes no fundo. Note 

que estao desenhadas duas trajetdrias tendendo ao ponto de sela na origem quando t —» oo. Uma delas esta 
no quarto quadrante e 6 quase uma rela saindo do no instdvel em (3,-2). A outra tambem come<;a em um no 
instavel, vai para o primeiro quadrante, dd uma volta em lorno do ponto espiral e acaba se aproximando do 
ponto de sela pelo segundo quadrante. Essas duas trajetdrias sao separatrizcs;a regiao entre elas (sem incluir as 
separatrizes) d a bacia de atracao para o ponto espiral cm (0.1). Essa regiao esta sombreada na Figura 9.2.6. 

A bacia de alra<;do para o nd assintoticamente estavel cm (-2, -2) consiste no resto do piano xy com poucas 
exce^oes. As separatrizes tendem ao ponto de sela. como ja observamos. em vez do nd. O ponto de sela e o nd 
estavel sao solui;des de equillbrio, logo permanecem fixos por todo o tempo. Finalmente, existe uma trajetoria 
contida na reta y = -2 para .r > 3 na qual o sentido do movimento d sempre para a direita;essa trajetdria tam¬ 
bem nao se aproxima do ponto (-2, -2). 
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As Figuras 9.2.4.9.2.5 e 9.2.6 mostram que na vizinhanga imcdiata de um ponlo critico o campo de 
diregoes e o padrao das trajetorias parecem com os de um sistema linear com coeficientes constantes. 
Isso fica ale mais claro se voce usar um programa de computador para ampliar cada vez mais a regiao em 
torno de um ponto critico. Assim, temos evidencia visual de quc um sislema nao linear se comporta de 
maneira muito semelhante a um linear, pelo menos na vizinhanga de um ponto critico. Vamos seguir essa 
ideia na prdxima segao. 

Determinaqao de Trajetorias. As trajetorias de um sistema autonomo bidimensional 

dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y) (16) 

podem ser encontradas, algumas vezes, resolvendo-se uma equagao diferencial de primeira ordem rela- 
cionada. Das Eqs. (16), temos 

dy _ dy/dt _ G(x,y) 
dx dx/dt F(x,y)' 

que 6 uma equagao de primeira ordem nas variaveis x e y. Observe que tal redugao nao e possivel, em 
geral, sefcG lambdm dependerem de t. Se a Eq. (17) puder ser resolvida por algum dos metodos do 
Capitulo 2 e se escrevermos a solugao (implicitamente) na forma 

H(x,y)=c , (18) 

entao a Eq. (18) e uma equagao para as trajetorias do sistema (16). Em outras palavras, as trajetorias es- 
tao contidas nas curvas de rn'vel de H(x, _v) Tenha em mente que nao existe maneira geral de se resolver a 
Eq. (17) para se obter a fungao H. de modo que essa abordagem so e possivel em casos especiais. 


EXEMPLO 

3 


Encontre as trajetorias do sistema 

dx/dt = y, dy/dt = x. 

Nesse caso, a Eq. (17) fica 

dy x 
dx y 

Essa equagao e separavel, ja que pode ser escrita na forma 

y dy = x dx. 


e suas solugoes sao dadas por 


H(x,y) = y 1 - x 2 = c. 


(19) 

( 20 ) 

( 21 ) 


onde c<5 arbitrdrio. Logo, as trajetorias do sistema (19) sao as hiperboles ilustradas na Figura 9.2.7. A diregaodo 
movimento das trajetorias pode ser inferida do fato de que as derivadas dx/dt e dy/dt sao positivas no primeiro 
quadrante. O linico ponto critico e o ponto de sela na origern. 
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Outro modo de se obter as trajetorias 6 resolver o sistema (19) pelos metodos da Segao 7.5. Omitimos os 
detalhes, mas o resultado 6 

x = C\e' + C 2 e~\ y — C\<? - Cie~ l . 

Eliminando f dessas duas equates nos leva, novamente. & Eq. (21). 


EXEMPLO 

4 


Encontre as trajetdrias do sistema 


Das equates 


$=4-2y. $ = 12-3**. 

dt dl 

4 - 2y = 0. 12 - Ir = 0 


( 22 ) 


vemos que os pontos crfticos do sistema (22) sao os pontos (-2,2) e (2.2). Para determinar as trajetdrias. note 
que, para esse sistema, a Eq. (17) fica 

dy 12 - 3* 2 

dx~ 4-2 y ' (23 * 

Separando as variavcis na Eq. (23) e integrando, vemos que a solugfto satisfaz 

H(x,y) = 4y - y 1 - I2x+x } = c, (24) 


onde c 6 uma constante arbitrftria. Uma rotina computacional para fazer graft cos ajuda a mostrar as curvas de 
nivel de H(x, y), algumas das quais cstao ilustradas na Figura 9.2.8. O sentido do movimento nas trajetdrias 
pode ser determinado desenhando-se um campo de diregdes para o sistema (22) ou calculando-se dx/dt e dyldt 
em um ou dois pontos sclecionados. Pode-se ver, da Figura 9.2.8, que o ponto critico (2.2) e um ponto de sela, 
enquanto o ponto (-2.2) e um centro. Observe que uma trajetdria sai do ponto de sela (quando r -• x), da 
uma volta em torno do centro e volta ao ponto de sela (quando t -* +oo). 



PROBLEMAS 


Em cada um dos Problemas de I a 4, esboce a trajetdria correspondente ft soluqao que satisfaz as condiijdes 
iniciais dadas e indique o sentido do movimento quando r cresce. 

1. dx/dt = -x, dyldt = -2y; Jt(0) = 4, y(0) = 2 

2. dx/dt = —x, dy/dt = 2y; x(0) = 4, y(0) = 2 e jr(0) = 4, y(0) = 0 

3. dx/dt = —y, dy/dt = x ; x(0) = 4, y(0) = 0 e a:(0) = 0. y(0) = 4 

4. dx/dt = ay, dy/dt = -bx, a > 0, b > 0; *(0) = -fa. y(0) = 0 


Para cada um dos sistemas nos Problemas de 5 a 16: 

(a) Encontre todos os pontos criticos (soluqoes de equilibrio). 

(b) Use um computador para desenhar um campo de dire^des e um retrato de fase para o sistema. 

(c) Do(s) grftfico(s) no item (b), determine se cada ponto crftico 6 assintoticamente estavel. cstavel ou instft- 
vel, c classilique-o quanto ao tipo. 

(d) Descreva a bacia de atraqfto de cada ponto critico assintoticamente estftvcl. 
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41 

5. 

dx/dt 

= x — 

xy, dy/dt 

= y 4- 2xy 



41 

6. 

dx/dt 

= 1 4- 

2 y, dy/dt 

= 1 - 3x 2 



41 

7. 

dx/dt 

= 2x - 

- x 2 — xy. 

dy/dt = 3y — 

2y 2 

— 3xy 

4l 

8. 

dx/dt 

= -(2 

• + y)(x + y), 

dy/df = - 

-yd 

-x) 

4 1 

9. 

dx/dt 

= y(2 

-x - y). 

dy/dt = -x - 

- V - 

2ry 

41 

10. 

dx/dt 

= (2 4-x)(y-x), 

dy/df = y(2 

1 •+• x 

-x 2 ) 

41 

11. 

dx/dt 

= —x 

+ 2xy, dy/dt— y —x 2 - 

•y 

- y 


41 

12. 

dx/dt 

=y> 

dy/dt = x 




41 

13. 

dx/dt 

= (2 + x)(y —x), 

dy/df = (4 

-x)(y + x) 

41 

14. 

dx/dt 

= (2 - 

-x)(y — x), 

dy/df = y(2 

! - x 

-x 2 ) 

41 

15. 

dx/dt 

= x(2 

- x - y), 

dy/dt = -x 4 

- 3y - 

- 2xy 

41 

16. 

dx/dt 

= x(2 

-x -y), 

dy/df = (1 - 

y)(2 

+ x) 


Em 

[ cada um dos Problemas de 17 a 24: 




(a) Encontre uma equagSo da forma H(. r, y) = c para as trajetdrias. 

(b) Desenhe diversas curvas de ni'vel para a fungSo H. Essas sao as trajetorias do sistema dado. Indique o 
sentido do movimento em cada trajetoria. 

(jfl 17. dx/dt = 2y, dy/dt = 8x jfl 18. dx/dt = 2y. dy/dl = -8x 

1 9. dx/dt = y, dy/dt =lx+y jfl, 20. dx/dt = -.r + y, dy/dt — -x - y 

21. dx/dt = — x + y + ,v 2 , dy/dt = y - 2.xy 

jfl, 22. dx/dt = 2x 2 y — 3x 2 — 4y, dy/dt = —Ity 2 + 6,vy 
j/2, 23. Pendulo nao amortccido: dx/dt = y, dy/dt = —sent 
jfl, 24. Equates de Duffing 2 : dx/dt = y. dy/dt = — x + (x i /6) 

25. Dado que Jt = 0(f), y = 0( t) e uma solugao do sistema autonomo 

dx/dt — F(x,y), dy/dt = G(x,y) 

para vt <t < f), rnostre que x = 4>(/) = <t>(t - s), y = ^(f) = 0(f - s) e uma solugao para a + s < t < ft + s. para 
qualquer niimero s. 

26. Prove que, para o sistema 

dx/dt = F(x.y ), dy/dt = G(x,y) 
existe no maximo uma irajctoria passando por um ponto dado (x 0 ,y„). 

Sugestao: seja C„ a trajetoria gerada pela solugao .t = «/>,,(/). y = 0„(f) com </>„((„) = x„, 0 o (f u ) = y„ e seja C, a 
trajetdria gerada pela solugao x = 0,(/), y = 0,(f) com 0,(r ; ) = .t,„ 0,(f,) = y„. Use o falo de que o sistema e 
autdnomo e use, tanrbem. o teorema de existencia e unicidade para mostrar que C 0 e C, s3o iguais. 

27. Prove que, se uma trajetoria comega em um ponto nao critico do sistema 

dx/dt = F(x,y), dy/dt = G(x,y), 

entao nao pode atingir um ponto critico (x 0 ,y 0 ) em um intervalo de tempo finito. 

Sugestao: suponha o contrdrio, ou seja. suponha que a solugao .t = 0(r), y = 0(f) satisfaz 0(a) = .t 0 , 0(a) = 
y 0 . Depois use o fato de que x = x,„y = y u d uma solugao do sistema dado que satisfaz a condigao inicial .r = 
x„.y = y„emt = a. 

28. Supondo que a trajetoria correspondente a uma solugao ,t = 0(f),y = 0(f), -oo < f < oo de um sistema au¬ 
tonomo e fechada, rnostre que a solugao e periodica. 

Sugestao: como a trajetoria e fechada, existe pelo menos um ponto (x,„ y„) tal que 0(f o ) = x,„ 0(f u ) = y u e um 
numero T > 0 tal que 0(f o + 7") = x„, 0(f„ + 7") = y„. Moslre que .r = <t>(f) = 0(f + T),y = 4<(r) = 0(f + T) 6 uma 
solugao e use o teorema de existencia e unicidade para mostrar que <t>(f) = 0(f), 0(f) = 0(f) para todo f. 


9.3 Sistemas Localmente Lineares 


Na Segao 9.1 fizemos uma descrigao informal das propriedades de estabilidade da solugao de equilibrio 
x = 0 do sistema linear bidimensional 


Kjeorg Duffing (1861-1944), um alemSo expcrimentalista, foi pioneiro no estudo das oscilagdes de sistemas mecanicos nao 
lineares. Seu trabalho mais importantc foi uma monografia influente publicada em 1918. 
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x' = Ax. (1) 

Os resultados estao resumidos naTabela 9.1.1. Lembre-se de que supusemos que det A ^ 0, de modo que 
x = 0 e o unico ponto critico do sistema (1). Agora que jd definimos os conceitos de estabilidade assintdtica, 
estabilidade e instabilidade mais precisamente, podemos enunciar esses resultados no teorema a seguir. 


Teoreraa 9.3.1 O ponto critico x = 0 do sistema linear (1) &. assintoticamente estavel se os autovalores r, e r 2 sao reais e 
- negativos ou t£m parte real negativa; estdvel, mas nao assintoticamente estavel, se r, e r 2 sao imagindrios 

puros; instdvel se r, e r 2 sao reais e urn deles 6 positivo, ou se ambos tSm parte real positiva. 


Efeito de Pequenas Perturbaqoes. Fica claro, desse teorema ou da Tabela 9.1.1, que os autovalores r t , r 2 da 
matriz de coeficientes A determinam o tipo de ponto critico cm x = 0 e suas caracteristicas de estabilida¬ 
de. Por sua vez.os valores de r, e r 2 dependem dos coeficientes no sistema (1). Quando um sistema desses 
aparece em algum campo aplicado, os coeficientes resultam, em geral. de medidas de determinadas quan- 
tidades fisicas. Tais medidas estao sujeitas, muitas vezes, a pequenos erros, de modo que e de interesse 
investigarse pequenas mudan^as (perturba^oes) nos coeficientes podem afetar a estabilidade ou instabi¬ 
lidade de um ponto critico e/ou alterar de maneira significativa o padrao de trajetorias. 

Lembre que os autovalores r„r 2 sao as raizes da equacdo polinomial 

det(A - rl) = 0. (2) 

E possivel mostrar que perturba^oes pequenas em alguns ou em todos os coeficientes sao refletidas em 
perturba^oes pequenas nos autovalores. A situagdo mais sensivel acontece quando r, = ip e r 2 = -ip, ou 
seja. quando o ponto critico e um centro e as trajetorias sao curvas fechadas (elipses) em volta dele. Se 
for feita uma ligeira mudanya nos coeficientes. entao os autovalores r, e r 2 terao novos valores r,' = X' + 
ip' e r 2 = - ip', onde X' e pequeno em valor absoluto e p' = p (veja a Figura 9.3.1). Se X' ^ 0, o que 

acontece quase sempre, entao as trajetorias do sistema perturbado serao espirais, em vez de elipses. O sis¬ 
tema e assintoticamente estdvel se X' < 0. mas e instavel se X' > 0. Assim, no caso de um centro, pequenas 
perturbaqoes nos coeficientes podem transformar um sistema estdvel em um instdvel e, em qualquer caso. 
pode-se esperar uma mudan^a nas trajetorias de elipses para espirais (veja o Problema 27). 

Outro caso, ligeiramenle menos sensivel, acontece se os autovalores r, e r 2 sao iguais; nesse caso o pon¬ 
to critico e um no. Pequenas perturbaqoes nos coeficientes, normalmente, fazem com que as raizes iguais 
se separem (bifurquem). Se as raizes separadas forem reais, entao o ponto critico do sistema perturbado 
permanecerd um no, mas se as raizes separadas forem complexas conjugadas entao o ponto critico se 
transformara em um ponto espiral. A Figura 9.3.2 mostra essas duas possibilidades de modo esquemdtico. 
Nesse caso, a estabilidade ou instabilidade do sistema nao e afetada por pequenas perturba<,'oes nos coe¬ 
ficientes, mas o tipo de ponto critico pode mudar (veja o Problema 2S). 



FIGURA 9.3.1 Perturba^ao esquematica de r, = ip,r 2 = -ip. 






-X- 


r l ~ r 2 

ri 





X ri = X + i> 


X 

O = X - ip 


FIGURA 9.3.2 Perturba?ao esquematica de r, = r 2 . 
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Em todos os outros casos, perturba$6es suficieniemente pequenas dos coeficienles nao alteram a es- 
tahilidade ou instabilidade do sistema, nem o tipo de ponto critico. Por exemplo, se r, e r, siio rcais, nega- 
tivos e distintos, entao uma mudan^a pequena nos coeficientes nao vai alterar os sinais de r, e r 2 , nem vai 
permitir que eles se tornem iguais. Assim, o ponto critico permaneceri urn no assintoticamente estavel. 


Aproximagoes Lineares de Sistemas Nao Lineares. Vamos considerar, agora, urn sistema autonomo bidimen- 
sional nao linear 

x' = f(x). (3) 

Nosso objetivo principal e investigar o comportamento das trajetorias do sistema (3) perto de urn ponto 
critico x". Lembre-se de que observamos, no Exemplo 1 da Setjao 9.2, que perto de cada ponto critico 
de urn sistema nao linear o padrao das trajetbrias e parecido com o das trajetbrias de um determinado 
sistema linear. Isso sugere que perto de um ponto critico podemos ser capazes de aproximar o sistema 
nao linear (3) por um sistema linear apropriado, cujas trajetbrias sejam fdceis de descrever. A pergunta 
crucial e se, e como, podemos encontrar um sistema linear cujas trajetorias estejam niuito prbximas das 
trajetorias do sistema nao linear perto do ponto critico. 

E conveniente escolher o ponto critico como a origem. Isso nao envolve perda de generalidade, ja que 
se x" # 0, e sempre possivel fazer a substitute u = x - x n na Eq. (3). Entao u satisfaz um sistema autdno- 
mo com um ponto critico na origem. 

Vamos considerar, primeiro. o que significa. para o sistema nao linear (3), estar “proximo" de um sis¬ 
tema linear (1). Suponha. entao. que 

x' = Ax + g(x) ( 4 ) 

e que x = 0 e um ponto critico isolado do sistema (4). Isso significa que existe algurn circulo cm torno da 
origem no interior do qual nao existem outros pontos criticos. Alem disso, vamos supor que del A # 0, 
de modo que x = 0 lambent e um ponto critico isolado do sistema linear x' = Ax. Para que o sistema nao 
linear (4) esteja proximo do sistema linear x' = Ax. temos que supor que g(x) 6 pequeno. Mais precisa- 
mente, vamos supor que as componentes de g tern derivadas parciais de primeira ordem continuas e que 
g satisfaz a condigao 

lletxill/IIxII —► 0 auando x —» O’ 


||g(x)||/||x|| -*• 0 quando x ->■ 0; 

ou seja, ||g|| e pequeno cm compara^ao com a propria ||x|| perto da origem.Tal sistema e chamado de siste¬ 
ma localmente linear na vizinhanga do ponto critico x = 0. 

Pode ser util escrever a condi^ao (5) em forma escalar. Se x T = (.v, _v), entao ||x|| = (.r + y 2 ) 1 ' 2 = r. Ana- 
logamente.se g r (x) = (gi(v,y).g : (.v,y)). entao ||g(x)|| = tj? 2 (x,y) + gf(.v,y)] 1 ' 2 . Segue, entao. que a conditio 
(5) e satisfeita se, e somente se, 


gi(-v,y)/r 


S 2 (x,y)/r —*■ 0 quando r 


EXEMPLO 


Determine se o sistema 


(:)=(i y (Ho^ioW) 


e localmente linear em uma vizinhanija da origem. 

Observe que o sistema (7) e da forma (4), de modo que (0, 0) 6 um ponto critico, e que det A * 0. Nao 
dificil mostrar que os outros pontos criticos da Eq. (7) sao (0,2), (1.0) e (0,5; 0,5); em consequencia, a origem e 
um ponto critico isolado. Para verificar as condiqoes (6),£ conveniente introduzir coordenadas polares, fazendo 
x = r cos 6,y = r sen 9. Entao, 

gi(.t,y) —jr 2 —xy -r 2 cos 2 9 - risen (9 cos 6 


= — r(cos 2 0 + senS cos 0) -* 0 

0. De maneira analoga, pode-se mostrar que g 2 (,x,y)/r -* 0 quando r 


quando r —> 0. De maneira analoga, 
e localmente linear perto da origem. 


0. Portanto, o sistema (7) 


. EXEMPLO 


2 


O movimento dc um pendulo e descrito pelo sistema [veja a Eq. (13) da Seqao 9.2] 

clx dy , 

di=y< * 5= - w ‘ sen x ~yy- 
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EXEMPLO 

3 


Os pontos crfticossao (0,0), (±7r,0), (±2jr,0), ...,de modo que a origem 6 um ponto critico isolado desse siste- 
ma. Mostre que o sistema e localmenle linear prdximo & origem. 

Para comparar as Eqs. (8) com a Eq. (4). precisamos escreve-las de modo a identificar claramente os termos 
lineares e os nao lineares. Escrevendo sen .t = x + (sen x - x) e substituindo esta expressao na segunda das Eqs. 
(8). obtemos o sistema equivalente 





w 


Comparando a Eq. (9) com a Eq. (4), vemos que g,(ar, y) = 0 e g 2 (x. v) = -ro 2 (sen x - x). Da serie de Taylor 
para sen .r, sabemos que sen x - x se comporta como -xV3! = -(F cos’ 6)IV. quando x e pequeno. Em conse- 
quencia, (sen x - x)/r -*■ 0 quando r -* 0. Portanto. as condigoes (6) sao satisfeitas e o sistema (9) d localmente 
linear perto da origem. 


Vamos voltar, agora, para o sistema nao linear geral (3) que, em forma escalar, lica 

x' = F(x,y), y = G(x,y). (10) 

O sistema (10) vai ser localmente linear em uma vizinhanga de um ponto critico (.v 0 . > 0 ) sempre que as 
fungoes F e G tiverem derivadas parciais continuas ate a segunda ordem. Para mostrar isso, usamos a 
expansao de Taylor em torno do ponto (.v,„ y 0 ) para escrever !\x, y) e G(.v,.v) na forma 

F(x,y) = F(x 0 ,y 0 ) + F x (x 0 ,y 0 )(x - x 0 ) - F y (x 0 ,y 0 )(y - yo) + m(x,y), 

G(.v,y) = GQco.yo) + G,(.r 0 ,yo)(.v - .v 0 l + G v (.vo.yn)(>' - Vo) + >h(x.y), 

onde t/,(.v,y)/[(.r -.v 0 ) : + (v - v,,)’| 1 - -> 0 quando (,v,y) — (.v,„y u ) c analogamente para t;,. Note que /'(.v a , 
y„) = G(.v„, y„) = 0 e que dxldt = d(x - x 0 )ldt e dyldt = d(y - y 0 )ldt. Entao. o sistema (10) se redu/ a 

d_ /.r - .v 0 \ _ / (.vo,To) F y (x 0 .y a )\ /-v - -v 0 \ + hi U.>’)\ 

dt \y - yo) _ \Gt(.vo,yo) G y (x 0 .y 0 )J \y - yo) \m(x,y ))' 

ou, em notagao vetorial. 

du r/f o 

-T- = 3 ~(x )U + I?(x), (12) 

dt dx 

onde u = (x -x^y -y 0 ) T e t/ = 

Esse resultado tern duas consequencias. A primeira e que se as fungoes Fc G forem duas vezes dife- 
rcncidveis, entao o sistema (10) sera localmente linear e nao e necessario usar o processo limite utilizado 
nos Exemplos 1 e 2. A segunda e que o sistema linear que aproxima o sistema nao linear (10) perto de (.r„, 
y 0 ) e dado pela parte linear da Eq. (11) ou da (12): 

d_ (in\ _ ( FtUo.To) F y (x 0 ,y 0 )\ (u x \ 
dt \«2/ \G^(.r 0 ,y 0 ) G v (x 0 ,yo)) \u 2 ) ’ 

onde u, = .v-.v 0 e u 2 = y -y 0 . A Eq. (13) fornece um metodo simples e geral para se encontrar o sistema 
linear correspondente a um sistema localmente linear perto de um ponto critico. 

A matriz. 



que aparece como matriz de coeficientes na Eq. (13) 6 chamada de matriz jacobiana' das fungoes Fe G 
em relagao a.tey. Precisamos supor que det(J) nao se anula em (.v 0 , Vy), de modo que este ponto seja 
tambdm um ponto critico isolado do sistema linear (13). 


Use a Eq. (13) para encontrar o sistema linear correspondente £s equagocs do pendulo (8) perto da origem: 
perto do ponto critico (zr. 0). 

Nesse caso, da Eq. (8), temos 

F(.x,y) = y, G(x,y) = -tu 2 sen.v - yy\ (15) 


'Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851), um analista alcmao que foi professor e lecionou nas Universidades de Kbnigsberg e de 
Berlim, fez contribuigOes importantes <1 teoria de fungdes elfpticas. O determinante de J e sua extensao a n fungdes de n varid- 
veis e chamado de jacobiano devido ao seu artigo notavel publicado em 1841 sobre as propriedades desse determinante. A ma¬ 
triz correspondente tambdm leva o nomc de Jacobi, embora matrizes nao tenham sido desenvolvidas ate depois de sua morte. 


Eqoacoes DirtRtriciAis NAo Lineares r Estahiiiijade 397 


como essas funt;6es sao tao diferenciaveis quanto necessario, o sistema (8) e localmente linear perto de cada 
ponto critico. As derivadas de F e Ci sSo 

F x =0, F y = 1, G, ~ oj~ cos t, C, - -y. (16) 

Entao. na origem. o sistema linear correspondente 6 



o que esti de acordo coin a Eq. (9). 

Analogamonte.calculando as derivadas pareiais dada pela Eq. (16) eni (jr,0),oblemos 



onde it = x - n. v = y. Esse <3 o sistema linear correspondente is Eqs. (8) perto do ponto (tt.O). 


Vamos voltar. agora, ao sistema localmente linear (4). Como o termo nao linear g(x) e pcqucno cont- 
parado ao termo linear Ax quando x 6 pequeno. € razoavel esperar que as trajetdrias do sistema linear 
(1) sejant boas aproxima^oes das trajetorias do sistema nao linear (4). pelo menos perto da origem. Isso 
ocorre na ntaioria dos easos (mas nao em todos). como diz o proximo teorema. 


Teorema 9.3.2 Sejam r, e r 3 os autovalores do sistema linear (1) correspondente ao sistema localmente linear (4). Entao 
———’ o tipo e a estabilidade do ponto critico (0,0) do sistema linear (1) e do sistema localmente linear (4) sao 
como descritos naTabela 9.3.1. 


Nesse estigio, a demonstrate do Teorema 9.3.2 e dificil demais para colocar aqui, de ntodo que acei 
taremos esse resullado sem demonstratjao. As afirmaqoes para a estabilidade assintotica e para a ins- 
tabilidade seguent como consequencia de uni resultado discutido na Seqao 9.6. e os Problemas 10 a 12 
daquela segno eshogam uma demonstraqao. Essencialmente, o Teorema 9.3.2 diz que para x (ou x - x") 
pequeno os termos nSo lineares tambem sao pequenos e nao afetam a estabilidade e o tipo de ponto 
critico determinados pelo sistema linear, exceto em dois casos senstveis: quando r, e r 2 forem imaginarios 
puros e quando r, e r : forem reais e iguais. Lemhre-se de que antes, nesta se^ao, alirmamos que pequenas 
perturba(,oes nos coeticientes do sistema linear (1). e. portanto. nos autovalores r, e r 2 , s6 podem alterar 
o tipo c a estabilidade nesses dois casos. E razoavel esperar que o pequeno termo nao linear na Eq. (4) 
possa ter urn efeito substancial semelhante. pelo menos nesses dois casos. Isso ocorre, mas o resu'.tado 
mais importante do Teorema 9.3.2 <3 que em todos os outros casos o termo pequeno nao linear nao altera 
o tipo ou a estabilidade do ponto critico. Assim. exceto nos dois casos sensiveis o tipo e a estabilidade 
do ponto critico do sistema nao linear (4) podem ser determinados por um estudo do sistema linear (1) 
muito mais simples. 


TABELA 9.3.1 Propriedades de Estabilidade e Inslabilidadc de Sistemas Lineares e 
Localmente Lineares _ 

Sistema Linear Sistema Localmente Linear 


r\.r 7 

Tipo 

Estabilidade 

Tipo 

Estabilidade 

ri > r 2 > 0 

N 

Inslave! 

N 

Instavel 

f| < ri < 0 

N 

Assintoticamente 

N 

Assintoticamente 


estivel 


estAvel 

r 2 < 0 < rj 

PS 

lnstavel 

PS 

Insldvel 

T| = rj > 0 

NP ou Nl 

Instavel 

N ou PE 

Instdvel 

ri = r 2 < 0 

NP ou Nl 

Assintoticamente 

N ou PE 

Assintoticamente 



estavel 


est^vel 

r \, r 2 = A. ± in 





X > 0 

PE 

Instavel 

PE 

Instavel 

X < 0 

PE 

Assintoticamente 

PE 

Assintoticamente 


estdvel 

estAvel 

r\ = in<r 2 = -in 

C 

Estdvel 

C ou PE 

Indeterminado 


Noia.ti, n6;Nl.n6 impr6prio; NP. n6 pr6prio: PS, ponto de seta; PE. ponto cspiratC, centro 
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Mesmo que o ponto critico seja do mesmo tipo que o do sistema linear, as trajetdrias do sistema lo- 
calmente linear podem ter aparencia bem diferente das do sistema linear correspondente, exceto muito 
proximo do ponto critico. No entanto, pode-se mostrar que os coeficientes angulares das retas tangentes 
its trajetdrias que "entram” ou “saem" do ponto critico sao dados corretanrente pela equa^ao linear. 


Pendulo Amortecido. Vamos continuar nossa discussao sobre o pendulo amortecido iniciada nos Exem- 
plos 2 e 3. Perto da origem, as equates nao lineares (8) sao aproximadas pelo sistema linear (17), cujos 
autovalores sao 


—y ± -Jy 2 — 4up- 

ri,ri = -r- 


(19) 


A natureza das solu$6es das Eqs. (8) e (17) depende do sinal de yr - 4ar da seguinte maneira: 

1. Se )r - 4or > 0, entao os autovalores s§o reais, distintos e negativos. O ponto critico (0.0) d urn nd assinto- 
ticamente estdvel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8). 

2. Se yr - 4u? = 0. entao os autovalores sao reais, iguais e negativos. O ponto critico (0.0) e urn nd (prdprio 
ou imprdprio) assintoticamente estdvel do sistema linear (17). Pode ser uni nd assintoticamente estdvel ou 
um ponto espiral do sistema localmente linear (8). 

3. Se y* - 4co 2 < 0, entao os autovalores sao complexos com parte real negativa. O ponto critico (0,0) e um 
ponto espiral assintoticamente estdvel do sistema linear (17) e do sistema localmente linear (8). 

Entao, o ponto critico (0,0) sera um ponto espiral do sistema (8) se o amortecimento lor pequeno e sera 
um nd se o amortecimento for suficientemente grande. Em qualquer dos casos, a origem e assintotica¬ 
mente estavel. 

Vamos considerar, agora, o caso y 1 - 4 ur < 0, correspondente a um amortecimento pequeno, com mais 
detalhes. O sentido de movimento das espirais proximas de (0,0) pode ser obtido diretamente das Eqs. 
(8). Considere o ponto no qual a espiral intersecta o semieixo positivo dos y (x = 0. y > 0). Em tal ponto, 
segue das Eqs. (8) que dxldi> 0. Logo,o ponto (x,y) na trajetoria esta se movendo para a direita.de modo 
que o sentido do movimento nas espirais e horario. 

O comportamento do pendulo perto dos pontos criticos da forma (±nn, 0), com n par, e o mesmo que 
ocorre perto da origem. Esperamos que isso seja verdade por considera^dcs fisicas. ja que todos esses 
pontos criticos correspondent a posiqao de equilibrio mais baixa do pendulo. Essa conclusao pode ser 
confirmada repetindo-se a analise feita antes para a origem. A Figura 9.3.3 mostra as espirais no sentido 
horario em alguns desses pontos criticos. 



FIGURA 9.3.3 Pontos espirais assintoticamente estdveis para o pendulo amortecido. 


Vamos considerar agora o ponto critico (n, 0). Aqui as equates nao lineares (8) sao aproximadas pelo 
sistema linear (18), cujos autovalores sao 


ri,r 2 


—y ± y/y 2 + 4co 2 

2 


( 20 ) 


Um autovalor (/-,) 6 positivo e o outro (r 2 ) e negativo. Portanto, independentemente de quao forte d o 
amortecimento, o ponto critico .v = ?r,y = 0e um ponto de sela instdvel tanto do sistema linear (18) quanto 
do sistema localmente linear (8). 

Para examinar o comportamento das trajetdrias perto do ponto de sela ( 71 , 0) mais detalhadamente, 
escrevemos a soluqao geral da Eq. (18), a saber. 


onde Cj e C 2 sao constantes arbitrdrias. Como r, > 0 e r 2 < 0, segue que a solu?ao que tende a zero quando 
/ -* 00 corresponde a C, = 0. Para essa solu 5 ao, v/u = r 2 , de modo que o coeficiente angular da reta tan- 



Equac,6es DirtREriciAis Mao Lineares e Estabiudade 399 


EXEMPLO 

4 


tf. VMIiw'.JUm 
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gente 3s trajetorias que “entram” e negativo; urna esta no segundo quadrante (C, < 0) e a outra no quarto 
quadrante (C. > 0). Para C : = 0, obtemos o par de trajct6rias “saindo" do ponto de sola. Essas trajetorias 
l£m como coeficiente angular da reta tangente na origem r , > 0; uma esta no primeiro quadrante (C, > 0) 
e a outra no terceiro quadrante (C, < 0). 

A situaqao e a mesma nos outros pontos criticos da forma (nn, 0), com n impar. Todos eles correspon¬ 
dent 3 posiqao de equilibrio mais alia do pendulo. de modo que espcramos que sejam instaveis. A an3lise 
em (7T. 0) pode ser repetida para mostrar que sao pontos de sela orientados da mesma maneira que o 
ponto em (tt. 0). A Figura 9.3.4 mostra diagrantas das trajetdrias em vizinhan<;as do dois pontos de sela. 



FIGURA 9.3.4 Pontos de sela instaveis para o pendulo amortecido. 


As equates de movimonto de urn determinado pendulo sao 

dx/dt = y. dy/dt = -9 sent — |y. (22) 

onde ,t = 0 e y = ddldt. Desenhe uni retrato de fase para esse sistema e explique como ele mostra os movimentos 
possiveis do pendulo. 

Fazendo o grafico de trajetorias come<;ando cm diversos pontos iniciais no piano de fase, obtemos o retrato de 
fase ilustrado na Figura 9.3.5. Como vimos. os pontos criticos (soluijoes de equilibrio) sao os pontos d.i forma (nir. 
0). onde n = 0. ±1. ±2,... Valores pares de n. incluindo o zero, correspondem a posiqao mais baixa do pendulo. 
enquanto valores fmpares de n correspondem a posiqao mais alia. Perlo de cada ponto critico assintoticamente es- 
t.ivel as trajetorias sao espirais no sentido horario que representam uma oscilaqao que vai diminuindo. tendendo a 
posiqflo de equilibrio. As partes horizontais com forma de ondas das trajetorias que ocorrcm para valores grandes 
de lyl representam movimentos do pendulo que sao alem da posi<j3o de equilibrio mais alta. Note que tal movi- 
mento nao pode continuar indelinidamente.independente de quao grande £ lyljalguma hora a velocidade angular 
vai ser suficientemente reduzida pelo termo de amortecimenlo. de modo que o pendulo nao pode ir mais alto do 
que o ponto de equilibrio mais alto e. em vez disso. comeija a oseilar em tomo do ponto de equilibrio mais baixo. 



FIGURA 9.3.5 Retratos de fase para o pendulo amortecido do Exemplo 4. 

A baeia de atrai;ao da origem aparece sombreada na Figura 9.3.5. Ela € limitada pelas trajctdrias que en¬ 
tram nos dois pontos de sela adjacentcs em (jt.O) e (—zr. 0). As trajetdrias que limilam a regiao siin separatrizes. 
Cada ponto critico assintoticamente estavel tern sua propria bacia de atragao, limitada pelas separatrizes en- 
trando nos dois pontos de sela vizinhosTodas as bacias de atragSo sao congruentes 3 bacia sombreada; a linica 
diferenga 6 que estao transladadas horizontalmente por distancias apropriadas. Note que & matematicamente 
possivel (embora fisicamente irrealizdvel) escolher condigocs iniciais exatamente sobre a separatriz. de modo 
que o movimento resultantc levaria a um pendulo oscilando em uma posigao acima do equilibrio instdvel. 
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Uma diferenqa importante entre sistemas autonomos nao lineares e o sistema linear discutido na Se- 
?ao 9.1 e ilustrado pelas equasoes do pendulo. Lembre que o sistema linear (1) sd tern um ponto crltico 
cm x = 0 se del A * 0. Assim, se a origem for assintoticamente estdvel, entao nao sd as trajetdrias que 
come^am perto da origem tendem a ela, mas, de fato, todas as trajetdrias tendem it origem. Nesse caso o 
ponto critico x = 0 e dito glohalmente assintoticamente estavel. Essa propriedade de sistemas lineares nao 
e valida, cm geral, para sistemas nao lineares, mesmo se o sistema nao linear tiver apenas um ponto critico 
assintoticamente estavel. Portanto, para sistemas nao lineares o problema importante d determinar (ou 
estimar) a bacia de atratjao para cada ponto critico assintoticamente estdvel. 
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41 

41 

41 

41 

41 

41 

41 

41 

a) 


41 

41 

41 


Em cada um dos Problemas de 1 a 4, verifique que (0.0) e um ponto critico, mostre que o sistema d localmen- 
te linear e discuta o tipo e a estabilidade do ponto critico (0,0) examinando o sistema linear correspondente. 

1 . dx/dt = x - y 2 , dy/dt = x - 2y + .t 2 

2. dx/dt = -x + y + 2xy, dy/dt = -4.x - y 4- x 2 - y 2 

3 . dx/dt = (1 + x)seny. dy/dt = 1 - x - cos y 

4. dx/dt = x + y 2 , dy/dt =x+y 

Em cada um dos Problemas de 5 a 18: 

(a) Determine todos os pontos criticos do sistema de equates dado. 

(b) Encontre o sistema linear correspondente perto de cada ponto critico. 

(c) Encontre os autovalorcs de cada sistema linear. O que voce pode concluir sobre o sistema nao linear? 

(d) Desenhe um retrato de fase do sistema nao linear para confirmar suas conclusoes ou para estende-las nos 
casos em que o sistema linear nSo fornece informaqdcs definidas sobre o sistema nao linear. 

5. dx/dt = (2 + x)(y - x), dy/dt = (4 - x)(y + x) 

6 . dx/dt = x - x 2 - xy. dy/dt = 3y — xy — 2y 2 

7. dx/dt = 1 - y, dy/dt = x : - >" 

8 . dx/dt = x - x 2 - xy, dy/dt = - jy 2 - \xy 

9. dx/dt = (2 + y)(y - 0,5x), dy/dt = (2 - x)(y + 0,5x) 

10 . dx/dt =x+x ! +y 2 , dy/dt = y - xy 

11 . dx/dt = 2x + y + xy 5 , dy/dt = x - 2 y -xy 

12. dx/dt = (1 4-x)seny, dy/dt = 1 — x — cosy 

13. dx/dt = x — y 2 , dy/dt = y — x 2 

14. dx/dt = 1 - xy, dy/dt = x — y 3 

15. dx/dt = -2x - y - x(x 2 + y 2 ), dy/dt = x — y + y(x 2 + y 2 ) 

16. dx/dt =y + x(l -x 2 -y 2 ), dy/dt = —x + y(l — x 2 -y 2 ) 

17. dx/dt = 4-y 2 , dy/dt = (l,54-x)(y-x) 

18. dx/dt = (1 — y)(2x - y), dy/dt = (2 + x)(x - 2y) 

19. Considerc o sistema autonomo 

dx/dt = y, dy/dt = x + 2t\ 

(a) Mostre que o ponto critico (0,0) 6 um ponto de sela. 

(b) Esboce as trajetdrias para o sistema linear correspondente integrando a equa^ao para dyldx. Mostre, 
a partir da forma paramdtrica da solu^ao, que a unica trajetdria na qual x —► 0,y -*■ 0 quando t —► oo 
dy = -x. 

(c) Determine as trajetdrias para o sistema nao linear integrando a equagao para dyldx. Esboce as traje- 
tdrias para o sistema n2o linear que correspondent ay=-xeay = x para o sistema linear. 

20 . Considcre o sistema autdnomo 

dx/dt — x, dy/dt = —2y + x 3 . 

(a) Mostre que o ponto critico (0,0) d um ponto de sela. 

(b) Esboce as trajetdrias para o sistema linear correspondente e mostre que a trajetoria na qual x -*• 0, 
y —*• 0 quando t —► oo d x = 0. 

(c) Determine as trajetdrias para o sistema nao linear para x * 0 integrando a equagao para dyldx. Mos¬ 
tre que a trajetdria correspondente a x = 0 para o sistema n3o linear n3o se altera, mas que a corres- 
pondentc a y = 0 d y = x 3 /5. Esboce diversas trajetdrias para o sistema nao linear. 
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jfl, 21. A cqua^ao de movimenlo de um pendulo nao amortecido £ (pf)ldt -t o? sen 0 = O.onde w* = gIL. Faga x = 0, 
y = dft!tit para obter o sistcma de equagoes 


dx/dt = y, dy/dt = -orsen Jr. 


(a) Moslre que os pontos crfticos sao (±nn, 0). n = 0.1,2.e que o sistcma e localmente linear na vizi- 

nhanga de cada ponto crftico. 

(b) Mostre que o ponto crftico (0,0) £ um centro (estdvel) do sistema linear correspondente. Usando o 
Teorema 9.3.2. o que se pode dizer sobre o sistema nao linear? A situagifo e semelhante nos pontos 
crfticos (±2 /it.0).;i = 1.2.3.... Qual a interpretag3o ffsica desses pontos crfticos? 

(c) Mostre que o ponto crftico (jt.O) e um ponto de sela (inst^vel) do sistema linear correspondente. O que 
voce pode concluir sobre o sistema n3o linear? A situagao £ semelhante nos pontos crfticos (±(2 n - 
1 )7r,0)./J = 1,2.3.... Qual a interpretagiio ffsica desses pontos crfticos? 

(d) Escolha um valor para or e faga o grafico de algumas trajetdrias do sistema nao linear na vizinhanga 
da origem. Voce pode concluir mais alguma coisa sobre a natureza do ponto crftico (0.0) para o siste¬ 
ma nao linear? 

(e) Usando o valor de or do item (d), desenhe um retrato de fase para o pflndulo. Compare seu grafico 
com o da Figura 9.3.5 para o pendulo amortecido. 

22. (a) Resolvendo a equagao para dyldx. mostre que as equagoes das trajetdrias do pendulo nao amortecido 
do Problema 21 podem ser escrilas na forma 

I) 12 * ra 2 (l -cos*) = c. (i) 


* 23. 


onde c £ uma constante de integragiio. 

(b) Multiplique a Eq. (i) por mlJ. Depois expresse o resultado em termos de t) para obter 

l ,/d9\ 2 

-mL- I — 1 + mgL( 1 - cosfl) = E, 


(ii) 


onde E - mUc. 

(c) Mostre que o primeiro termo na Eq. (ii) e a energia cinetica do pendulo e que o segundo termo £ 
a energia potencial devida a gravidade. Logo, a energia total E do pendulo £ constante ao longo de 
qualquer trajetdria; seu valor e determinado pelas conduces iniciais. 

O movimenlo de determinado pendulo nao amortecido £ descrito pelas equates 


dx/dt — y, dy/dt = -4 sen.v. 

Se o pendulo for colocado em movimenlo com um deslocamento angular A e sem velocidade inicial. entao 

as condi^des iniciais serao ,r(0) = A, v(0) = 0. 

(a) Considere A = 0,25 e fa<;a o grafico de x em funijao de t. Do grafico. estime a amplitude Re o perfodo 
T do movimenlo resullanle do pendulo. 

(b) Repila o item (a) para A = 0,5; 1.0; 1.5 e 2.0. 

(c) De que modo a amplitude e o perfodo do movimento do pendulo dependem da posi?3o inicial A? 
Desenhe um grafico para mostrar cada uma dessas relatjoes. Voce pode dizer alguma coisa sobre o 
valor limite do perfodo quando A -* 0? 

(d) Seja A = 4 e fa$a o grafico de x em fum;ao de t. Explique por que esse grafico difere dos graficos nos 
itens (a) e (b). Para que valor de A ocorre a mudamja? 

24. Considere. mais uma vez. as equa?oes do pendulo (veja o Problema 23) 

dx/dt — y, dy/dt = -4 sen*. 

Se o pendulo for colocado em movimenlo a partir de sua posiijao mais baixa de equilfbrio com velocidade 

angular a, entao as condi^Ses iniciais serao .t(0) = 0.y(0) = v. 

(a) Fa^a os grdficos de x em fumjao de / para a = 2 e. tambem. para a = 5. Explique os movimentos dife- 
rentes do pendulo representados por esses dois grificos. 

(b) Existe um valor crftico de a, que denotaremos por a,., tal que um lipo de movimento ocorre para a < u r 
e o outro tipo ocorre para a > a r . Estime o valor de a c . 

4fl 25. Este problema estende o Problema 24 para o caso de um pendulo amortecido. As equates de movimento 

sao 


dx/dt = y. dy/dt = -4senjt - yy, 

onde ye o coeficiente de amortecimento.com condiqoes iniciaisx(0) = 0,y(0) = a. 
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26. 


(a) Para y = 1/4. fa<;a o gralico de x em fun?ao de t para y = 2 c v = 5. Explique esses grdficos em lermos dos 
movimentos do pendulo que representam. Explique, lambt'm, qual a rela?ao entre eles e os grdficos 
correspondentes no Problema 24(a). 

(b) Estime o valor critico v c da velocidade inicial onde ocorre a transi?ao de um tipo de movimento para 
outro. 

(c) Repila o item (b) para outros valores de yc determine como v e depende de y. 

O Teorema 9.3.2 nao da informa^ao sobre a estabilidade de um ponto critico de um sistema localmente li¬ 
near se esse ponto for um cenlro do sistema linear correspondente. Que isso tern que acontecer £ ilustrado 
pelos sistemas 

dx/dt = y + x(x* + y 2 ), 
dy/dt = -x + y( jt + y 2 ) 


27. 


4fl 29. 


(i) 


+ y J ). 


(ii) 


(a) 

(b) 

(c) 


dx/dt = y - x(.r 
dy/dt = -x - y(jr + y 2 ). 

Mostre que (0,0) £ um ponto crftico de cada sistema e que. alem disso, £ um centro do sistema linear 
correspondente. 

Mostre que cada sistema <5 localmente linear. 

Seja r = .r + y 1 e note que xdx/dt + ydyldt = rdrldt. Para o sistema (ii). mostre que drldt < 0 e que r — 
0 quando t -» oo; portanto. o ponto critico 6 assintoticamente eslavel. Para o sistema (i). mostre que a 
soluijao do problema de valor inicial para r com r = r em t = 0 torna-se ilimitada quando t —»l/2r„ ; e, 
portanto. o ponto critico e instavel. 

Neste problema. vamos mostrar como pequenas mudan^as nos coelicientes de um sistema de equates 
lineares podem afetar um ponto critico que £ um centro. Considere o sistema 

0 

1 OJ 


lo que 


Mostre que os autovalores sao ±i, de modo que (0,0) £ um centro. Considere. agora o sistema 


um ce 

:)*■ 


28. 


onde If! £ arbitrariamente pequeno. Mostre que os autovalores s;fo f ± i. Assim, independentemente do 
quao pequeno for If I 0. o centro torna-se um ponto espiral. Se e < 0. o ponto espiral vai ser assintotica¬ 
mente estdvel: sc f > 0, o ponto espiral vai ser instdvel. 

Neste problema. vamos mostrar como pequenas mudanqas nos coeficientes de um sistema de equates 
lineares podem afetar um ponto critico quando os autovalores s3o iguais. Considere o sistema 


■'*("» - 0 ’ 


Mostre que os autovalores sao r, = -l.r, = -l.de modo que o ponto critico (0.0) e um no assintoticamente 
estdvel. Considere. agora, o sistema 


■=(:! .!)*• 


onde If I 6 arbitrariamente pequeno. Mostre que se f > 0, entao os autovalores sao —1 ± iy/e, de modo que 
o n6 assintoticamente est3vel se transformou em um ponto espiral assintoticamente estdvel. Se f < 0, entSo 
as rafzes sao -1 ± v /]7|, e o ponto crftico permanece sendo um nd assintoticamente estavel. 

Neste problema, vamos deduzir uma formula para o perfodo natural de um pendulo nao linear nao amor- 
tecido [c = 0 na Eq. (10) da Se<;ao 9.2]. Suponha que a massa £ puxada por um angulo positivo a e, depois. 
solta com velocidade zero. 

(a) Pensamos, em geral, em 9 e dOldt como fumjoes de t. No entanto, invertendo os papeis de t e 0, pode- 
mos considerar t como fun(;ao de 9 e, portanto. pensar. tambem, em dOldt como funqao de 6. Deduzi- 
mos, ent3o, a seguinte sequencia de equagdes: 


\mL 2 

2 


-mgLsenO, 


1 / d9\ 2 

-mIL—J = »igL(cosfl - cosa), 
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Ht __ I L df) 

V 2g s/c'os 0 - cosa' 

Por que foi escolhida a raiz quadrada negativa na ultima equagao? 

(b) Se 7e o perfodo natural dc oscilagao, deduza a fdrmula 


4 y J a VcosO — cos u 

(c) Usando as identidades cos 6 = 1 - 2 sen J (0/2) e cos a = 1 - 2 sen ! (a/2). seguidas pela mudanga de vari- 
avel sen((?/2) = k sen </>, com k = sen(a/2), mostre que 


=4 /ir-L.. 

^ g Jo Jl — k 2 sen 2 0 


Essa e uma integral elfptica de primeira especie. Note que o perfodo depende da razao Llg e. tambem, 
do deslocamento inicial.atrav^s de k = sen(a/2). 

(d) Calculando a integral na expressao para 7, obtenha valores de 7 que voce possa comparar com as 
estimativas graficas obtidas no Problema 23. 

30. Uma generalizagao da equagao do pendulo amortecido discutida no texto, ou de um sistema mola-massa, 
e a equagao de Lienard J 

d 2 x dx 

— +C (x)-+ gW = 0 . 

Se c(.v) for constante e g(x) = kx, entao esta equa^ao tera a forma da equatjao linear do pendulo [substitua 
sen H por 0 na Eq. (12) da Segno y.2]: caso contrario. o amorlecimento c(x)dxldt e a forga restauradora g(x) 
sao nao lineares. Suponha que re continuamente diferenciavel.que ge duas vezes continuamente diferen- 
ciavel e que g(0) = 0. 

(a) Escreva a equagao de Lienard como um sistema de duas equagfles de primeira ordeni, introduzindo a 
variavel v = dx/dt. 

(b) Mostre que (0,0) e um ponto crftico e que o sistema 6 localmente linear em uma vizinhanga de (0,0). 

(c) Mostre que.se c(0) > 0 e g’(0) > 0, entao o ponto crftico 6 assintoticamente estavel.e, se c(0) < 0 ou se 
g'(0) < 0, entao o ponto crftico d instavel. 

Sugesiao: use a serie de Taylor para aproximar c e g em uma vizinhanga de .t = 0. 


9.4 Especies em Competigao 

Nesta segao e na proxima vamos explorar a aplicagao da analise do piano de fase em alguns problemas 
em dinamica populacional. Esses problemas envolvem duas populagoes interagindo e sao extensoes dos 
discutidos na Segao 2.5, que trataram de uma tinica populagao. Embora as equagoes discutidas aqui sejam 
extremamente simples, se comparadas its relagoes bastante complexas que existem na natureza, ainda e 
possfvel compreender algumas coisas sobre prinefpios ecologicos pelo estudo desses modelos. Modelos 
iguais ou semelhantes tambem foram usados para estudar outros tipos de situagoes competitivas, como, 
por exemplo, negocios competindo pelo mesmo mercado. 

Suponha que, em algum ambiente fechado, existem duas espdeies semelhantes competindo por um 
suprimento limitado de comida — por exemplo, duas espdeies de peixe em um lago, nenhuma sendo presa 
da outra, mas ambas competindo pela comida disponfvel. Vamos denotar por x e y as populagoes das duas 
espdeies em um instante i. Como discutido na Segao 2.5, vamos supor que a populagao de cada espdeie, 
na ausencia da outra, seja governada por uma equagao logfstica. Ent3o 

dx/dt - jc(€i - o\X), (la) 

dy/dt = y(e 2 - o 2 y), (lb) 

respectivamente,onde e, e t : sao as taxas de crescimento das duas populagoes e e,/<r, e sao seus nfveis 
de saturagao. No entanto, quando ambas as especies estao presentes cada uma vai afetar o suprimento 

'Alfred-Marie Lienard (1869-1958), professor na Ecole des Mines em Paris, trabalhou em eletricidade, mecanica e matemdti- 
ca aplicada. Os resultados de sua investigagao sobre essa equagao diferencial foram publicados em 1928. 





404 Capi'tuio Move 


EXEMPLO 


do comida dispom'vel para a outra. De fato, elas reduzem as taxas de crescimento e os nfveis de saturagao 
uma da outra. A expressao mais simples para reduzir a taxa de crescimento da espdcie x devido & pre¬ 
sent da especiey € substituir o fator de crescimento e, na Eq. (la) por c, - fr,.v - a L v.onde or, d uma 
medida do grau de interferencia da especie y sobre a espdcie x. Analogamente. substitufmos e 2 - a L x • na 
Eq. (lb) por (-,- 0 $- a t x. Obtemos, entao, o sistema de equates 

dx/dt = x{(\ — a\X — a\y), ^ 

dy/dt = y(f 2 - - of 2 x). 

Os valores das constantes positivas €„<7„a,,e2. a, e a, depcndem das especies particulares em conside- 
ragilo c tfim quo ser determinados, em geral, atravds de observances. Estamos interessados nas solugoes 
das Eqs. (2) para as quais .v e y nao sao negatives. Nos dois exemplos a seguir. discutimos dois problemas 
tipicos em detalhe. Voltaremos &s equagoes gerais (2) no final desta segao. 


Discuta o comportamento qualitative das solugdes do sistema 

dx/dt = x(l-x-y), 

dy/dt = y(0.75 - y - 0.5.t). 

Encontramos os pontos criticos resolvendo o sistema de equagoes algdbricas 

x(l - x — y) = 0, y(0,75 — y — 0,5x) = 0. (4) 

A primeira equagao pode ser satisfeita escolhendo-se x = 0; entao, a segunda nos fomece y = 0 ou y = 0,75. 
Analogamente, a segunda equagilo pode ser satisfeita escolhendo-se y = 0 e, entao, a primeira equagao nos da x 
= 0ou x = 1. Encontramos tres pontos criticos. a saber (0;0),(0;0,75) e (1; 0). Se nem x nerny sao nulos, as Eqs. 
(4) tambiSm sao satisfeitas pelas solugdes do sistema 

1 - * - y = 0, 0.75 — y — 0.5.t = 0. (5) 

o que nos leva ao quarto ponto critico (0.5; 0.5). Esses quatro pontos criticos correspondent as solugdes de equi- 
librio do sistema (3). Os tres primeiros desses pontos envolvem a extingao de uma das especies ou de ambas; 

apenas o ultimo corresponde cl sobrevivencia. a longo prazo. de ambas as especies. Outras solugoes sao repre- 

sentadas por curvas ou trajetdrias no piano xy que descrevem a evolugao das populates ao longo do tempo. 
Para comegar a descobrir seu comportamento qualitative, vanios proceder da seguintc maneira. 

Primeiro note que os eixos coordenados sao trajetdrias. Isso segue diretamente das Eqs. (3), ja que dxldt = 0 
no eixo dos y (onde .r = 0) e, analogamente, dxldt = 0 no eixo dos x (onde y = 0). Assim. nenhuma outra trajetd- 
ria pode cruzar os eixos coordenados. Para um problema populacional, sd fazem sentido valores nao negativos 
de x c y. logo podemos concluir que qualquer trajetoria que comece no primeiro quadrante permanece at para 
todo o sempre. 

A Figura 9.4.1 mostra um campo de diregoes para o sistema (3) no quadrante positivo; os pontos pretos nessa 
figura s3o os pontos criticos, ou soluffies de equilibrio. Baseados no campo de diregao, parece que o ponto (0.5; 
0,5) atrai outras solugoes e e, portanto, assintoticamenle estdvel.enquanto os outros trds pontos criticos sao instii- 
veis. Para confirmar essas conclusdcs, podemos olhar as aproximagdes lineares perlo de cada ponto critico. 
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FIGURA 9.4.1 Pontos criticos e campo de diregoes para o sistema (3). 
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O sistcma (3) 6 localmcnte linear em vizinhangas de cada ponto critico. Existem duas maneiras de se obter o 
sistema linear perto de um ponlo critico (A", Y). Primeiro, podcmos usar a subslituigao x = X + u,y = Y + i> nas 
Eqs. (3). retendo. apenas. os termos lineares em u e v. De modo altemativo. podcmos calcular a matriz jacobia- 
na J em cada ponto critico para obter a matriz de coeficientes no sistema linear; veja a Eq. (13) da Segao 9.3. 
Quando tivermos que investigar divcrsos pontos criticos sera melhor usar, cm geral.a matriz jacobiana. Para o 
sistema (3), temos 


de modo que 


F(x,y ) = jr(l - x - y), G(x,y) = >>(0,75 - y - 0.5x), 


.(‘- 2x - r - ). 

\ -0.5y 0.75 - 2y - 0.5.t f 


Examinarcmos cada ponto critico por vez. 

x = 0,y = 0. Esle ponto critico corresponde ao estado em que ambas as especies morreni como resultado da 
compctigao. Fazendo x = y = 0 na Eq. (7), vemos que. perto da origem. o sistema linear corrcspondente e 


Os autovalores e autovetores do sistema (8) sao 


(8)sao 


.) 0 - 


r 2 = 0.75. 


-O' 


de modo que a solugAo geral do sistema e 




Assim. a origem e um no insldvel de ambos os sistemas. do linear (8) e do nao linear (3). Em uma vizinhanga 
da origem todas as trajelorias sao tangentes ao eixo dosy, exceto por uma trajetdria que estd contida no eixo 
dos x. 

x - 1, y = 0. Este ponto corresponde a um estado em que a especie v sobrevive & competigao, mas a especic 
y. nao. Calculando J da Eq. (7) em (1,0), vemos que o sistema linear corrcspondente e 




-l -1 


Seus autovalores e autovetores sao 


r \ — —i. r' = 


n = 0,25, {'■ 


-( 4 )- 


c sua solugao geral c 




Como os autovalores tern sinais opostos.o ponto (1,0) 6 um ponto de sela e, portanto.d um ponto de equillbrio 
instSvel do sistema linear (11) e do sistema nao linear (3). O comportamcnto das trajetdrias perto de (1,0) pode 
ser visto da Eq. (13). Se c 2 = 0. entao existe um par de trajetdrias que se aproxima do ponto critico ao longo do 
eixo dos .v. Todas as oulras trajetdrias se afastam de uma vizinhanga de (1,0). Quando i —► -oc, uma trajetdria 
tende ao ponto de sela tangente ao autovetor ? :i , ou seja, com coeficiente angular -1.25. 

x = 0, y = 0,75. Nesse caso, a espdeie y sobrevive, mas x nao. A andlise 6 semelhante & aniilise para o ponto 
(1,0). O sistema linear corrcspondente 6 




Os autovalores e autovetores s.1o 


r, = 0.25, 


d fu\ _ / 0.25 0 \ (u\ 

dt \vJ ~ y-0,375 -0.75 / ' 

<"'= (_*)'• «*-(?)• 
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de modo que a solugao geral da Eq. (14) 6 


CM4) 


e°- 25 ' + c 2 | 


Logo, o ponto (0; 0,75) lambdm 6 um ponto de sela.Todas as trajetorias deixam uma vizinhanga desse ponto, 
excelo um par que se aproxima ao longo do eixo dos v. A trajetdria que tende ao ponto de sela quando t —► -oo 
6 tangente & reta com coeficiente angular -0,375 determinada pelo autovetor £ 

x = 0,5, y = 0,5. Esse ponto critico corresponde a um estado de equilibrio misto.ou de coexistencia, na com- 
petigao entre as duas espdeies. Os autovalores e autovetores do sistema linear correspondente 

d (u\ /-0.5 -0,5\ (u\ 

dl ( v ) “ ( -0,25 -0,5) ( i) } 


Portanto, a solugao geral da Eq. (17) d 


d_ (u\ _ /-0,5 -0,5\ A A 
^ \ l 7 \ -0 ’ 25 -°’ S /W 

r x = (-2 + x/2)/4 = —0,146, « (t> = ^ ^ ; 

= (-2 - v^)/4 S-0,854, 

7)6 


r 2 = (-2 - V2)/4 = -0,854, 


Como ambos os autovalores sao negativos, o ponto critico (0.5; 0,5) e um nd assintoticamente estdvel do sis¬ 
tema (17) e do sistema nao linear (3).Todas as trajetorias se aproximam do ponto critico quando t -» oc. Um 
par de trajetorias tende ao ponto critico ao longo da reta com coeficiente angular s/2/2, determinada pelo au¬ 
tovetor ^-’.Todas as outras trajetorias tendem ao ponto critico tangeneialrnente a reta com coeficiente angular 
-V2/2, determinada pelo autovetor f 11 . 

A Figura 9.4.2 mostra um retrato de fase do sistema (3). Olhando bem de perto as trajetorias proximas de 
cada ponto critico voce pode ver que elas se comportam da maneira prevista pelo sistema linear perto daquele 
ponto. Alem disso, note que os termos quadraticos a direita do sinal de igualdade na Eq. (3) sao todos negativos. 
Como estes sao os termos dominantes para x e y positivos e grandes, segue que, longe da origem no primeiro 
quadrante, x' e y' sao negativos, ou seja, as trajetorias estao orientadas para dentro. Logo, todas as trajetorias 
que comegam em um ponto (jr 0 ,y„) com x„ > 0 e y u > 0 vao acabar tendendo ao ponto (0,5; 0.5). 


0,25 0,5 0,75 1 1,25 

FIGURA 9.4.2 Um retrato de fase do sistema (3). 


EXEMPLO 

2 


Discuta o comportamento qualitativo das solugfles do sistema 

dx/dt = Jt(l —x — y), 
dy/dt = y(0,5 - 0,25y - 0,75.r), 
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FIGURA 9.4.3 Pomos criticos e campo de diregoes para o sistema (20). 

onde .r e v nao sao negativos. Observe que cste sistema e. tambem, um caso particular do sistema (2) para duas 
especies era competigao. 

Mais uma vez, existem quatro pontos criticos, a saber, (0. 0), (1, 0), (0, 2) e (0,5; 0,5), correspondendo as 
posi^oes de equilibrio do sistema (20). A Figura 9.4,3 mostra um campo de diregoes para o sistema (20), junto 
com os quatro pontos criticos. Do campo de direqoes. parece que a solugao de equilibrio misto (0,5; 0,5) e um 
ponto de sela e, portanto, instavel.enquanto os pontos (1,0) e (0,2) sao assintoticamente estdveis. Assim.para a 
competiqao descrita pelas Eqs. (20) uma especie vai acabar sobrepujando a outra, levando-a 4 extingao. A espe- 
cie sobrevivente e determinada pelo estado inicial do sistema. Para confirmar essas conclusoes, vamos olhar as 
aproximaqoes lineares perto de cada ponto critico. Vamos registrar a matriz jacobiana J para usar mais tarde: 

/ FAx.y) F y G*,v) \/ l —2x — y -x \ 

\ G.f.r.v) G y (x,y) ) \ -0 J5y 0,5 - 0.5>-- 0,75x / 


mljmii't o in- 

jlm/^ o 'i/ .(0 

itoietr ujtfjiiti!' 

rfpr/tjKjl 


x = 0, y = 0. Usando a matriz jacobiana J da Eq. (21) calculada em (O.O).obtemoso sistema linear 


£(K -)(;)■ 


que e valido perto da origem. Os autovalores e autovetores do sistema (22) sao 


„ = !. r-(J); r 2 = 0,5, |*-(° 


de modo que a solu<;ao geral e 




Portanto, a origem e um no estavel do sistema linear (22) e, tambem, do sistema nao linear (20).Todas as trajeto- 
rias deixam a origem tangencialmente ao eixo dos y, exceto por uma trajetoria que esta contida no eixo dos x. 

x — 1, y — 0. O sistema linear correspondente £ 


(») (° -°- 25 )0' 


Seus autovalores e autovetores sao 
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e sua solugao geral £ 



O ponto (1,0) £ um no assintoticamente estdvel do sistema linear (25) e do sistema nao linear (20). Se os va- 
lores iniciais de.r e v estao suficientemente prdximos de (1,0). entao o processo de interagao vai chegar, final- 
niente. a esse estado, ou seja, I sobrevivencia da especie x e & extingiio da especie v. Existe um par de trajetdrias 
que tende ao ponto critico ao longo do eixo dos x.Todas as outras trajetorias tendem a (1,0) tangencialmente 
a reta com coeficiente angular -3/4 determinada pelo autovetor (? : K 

x — 0, y = 2. A andlise neste caso £ semelhante & andlise para o ponto (1.0). O sistema linear apropriado £ 



Os autovalores e autovetores desse sistema sao 



e sua solugao geral e 



Logo, o ponto critico (0,2) d um no assintoticamente estdvel do sistema linear (28) e do sistema nao linear (20). 
Todas as trajetorias tendem ao ponto critico tangente ao eixo dos y, exceto por uma trajetdria que se aproxima 
ao longo da reta com coeficiente angular 3. 

x = 0,5, y = 0,5. O sistema linear correspondente e 



Os autovalores e autovetores desse sistema sao 





—5 + 757 
16 


0,1594, 


n 


-5-757 

16 


de modo que a solugao geral e 


-0,7844, 


*“' = 


*< 2 , 


((-3 - 757)/s) 

-( 1 
\(—3 + 757)/8 




(32) 


(33) 



Como os autovalores tern sinais opostos, o ponto critico (0,5; 0,5) £ um ponto de sela e. portanto, instiivel,como 
tinhamos deduzido anteriormente.Todas as trajetdrias se afastam da vizinhanqa do ponto critico, exceto por um 
par que tende ao ponto de sela quando t -» oo. Ao se aproximar do ponto critico. as trajetdrias entram tangen¬ 
cialmente i reta com coeficiente angular (757 — 3)/8 = 0,5687, determinada pelo autovetor £ :| . Existe tambdm 
um par de trajetdrias que tende ao ponto de sela quando t -*■ -oo. Essas trajetdrias sao tangentes a reta com 
coeficiente angular -1,3187 correspondente a l* [) . 

A Figura 9.4.4 mostra um retrato de fase do sistema (20). Perto de cada ponto critico as trajetdrias do sis¬ 
tema nao linear se comportam como previsto pela aproximagao linear correspondente. De interesse especial £ 
o par de trajetdrias que entra no ponto de sela. Essas trajetdrias formam uma separatriz que divide o primeiro 
quadrante em duas bacias de atragao. As trajetdrias comegando acima da separatriz acabam se aproximando 
do nd em (0,2), enquanto as trajetdrias comegando abaixo da separatriz tendem ao no em (1,0). Se o ponto 
inicial pertence a separatriz, entao a solugao (x, y) tende ao ponto de sela quando I —*■ oc. No entanto, a menor 
perturbagao ao se seguir essa trajetdria vai deslocar o ponto (x,y) da separatriz e fazer com que ele se aproxime 
de um dos dois nds. Logo, na prdtica uma espdeie vai sobreviver a competigao e a outra nao. 
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FIGURA 9.4.4 Urn retrato de Case do sistema (20). 


Os Exemplos 1 e 2 mostram que, em alguns casos. a competi<, - ao enlre duas esp£cies leva a um estado 
de equilibrio de coexistencia, enquanto em oulros casos a competigao resulla. finalmente. na extinqSo 
de uma das espdcies. Para compreendcr mais claramente como e por que isso acontecc. e para aprender 
como prever qual situaqao vai ocorrer. vamos olhar, mais uma vez. para o sistema geral (2). Existem qua- 
iro casos a serem considerados, dependendo da orienta^ao relaliva das retas 

— o\x — ot\y = 0 e (2 — <*iy — aix — 0, (34) 

como moslra a Figura 9.4.5. Essas retas sao chamadas, respectivamente, de retas de crescimento nulo de 
x e v, ja que .r’ se anula na primeira e >•' na segunda. Em cada parte da Figura 9.4.5 a reta de crescimento 
nulo de x e a reta solida e a de y £ a reta tracejada. 





FIGURA 9.4.5 Os diversos casos para 
o sistema 1 % esp^cies em compcti^So 
(2). A reta de crescimento nulo de x 6 a 
reta sdlida e a de y 6 a reta tracejada. 
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Denote por (X, Y) qualquer ponto crftico em qualquer um dos quatro casos. Como nos Exemplos 1 e 2, 
o sistema (2) 6 localmente linear em uma vizinhanqa desse ponto, ja que a expressao & direita do sinal de 
igualdade em cada equagao diferencial e um polinomio de grau 2. Para estudar o sistema (2) em uma vizi- 
nhanqa desse ponto critico, vamos olhar o sistema linear correspondente obtido da Eq. (13) da Seqao 9.3, 

d_ /«\ _ M -7<J\X -aiK -ai* \( u \ (35) 

dt\v) \ -a 2 Y € 2 -2o 2 Y - a 2 X) \v) ' 

Vamos usar agora a Eq. (35) para determinar as condi<;des sob as quais o modelo descrito pelas Eqs. 
(2) permite a coexistencia das duas especies x e y. Dos quatro casos possi'veis ilustrados na Figura 9.4.5, 
a coexistencia s6 6 possivel nos casos (c) e ( d ). Nesses casos os valores nao nulos de X e Y sao obtidos 
resolvendo-se as equates algdbricas (34): o resultado 6 


6l(T’ — €2<*1 

CT 1 CT 2 — 0flff2 


€201 - C|<*2 

0\02 ~ O' 1QT2 


Alem disso.comoe, -cr,A'-a,y = 0e € 2 -o 2 Y-a : X = 0,a Eq. (35) se reduz imediatamente a 

d_ /u\ _ f—o\X -aiA"\ /u\ 
dt\v)~\-a 2 Y -os^/W' 

Os autovalores do sistema (37) sao encontrados a partir da equa^ao 

r 2 + (o\X + a 2 Y)r + (aia 2 - ot\ct 2 )XY — 0. 


—(ctiA' + ooF) ± \/(o\X~+^2Y)^~Mo\02^-ce[a2)XY 


Se ct,ct 2 - (*,(*2 < 0, entao o radicando na Eq. (39) 6 positivo e maior do que (a ,X + (j 2 y) : . Logo, os 
autovalores sao reais e de sinais opostos. Em consequencia. o ponto critico (A", Y) e um ponto de sela 
(instdvel) e a coexistencia nao e possivel. Esse e o caso no Exemplo 2, onde cr, = 1, a, = 1, o 2 = 0.25, a, = 
0,75 e (T|<7, - cK[ 0 f 2 = -0,5. 

Poroutro lado.se CT|<T 2 -a,a, >0,entao o radicando na Eq. (39) e menor do que (o t X + o 2 Yy. Entao, os 
autovalores sao reais negativos e distinlos. ou complexos conjugados com parte real negativa. Uma anali- 
se direta do radicando na Eq. (39) mostra que os autovalores nao podem ser complexos (veja o Problema 
7). Portanto, o ponto critico 6 um n6 assintoticamente estavel e uma coexistencia sustentavel e possivel. 
Isso estd ilustrado no Exemplo 1. onde cr, = 1, ck, = 1,<7 2 = l.<* 2 = 0,5 e er,<7 2 - or= 0,5. 

Vamos relacionar esse resultado com as Figuras 9.4.5c e 9.4.5</. Na Figura 9.4.5c, temos 


£1 £2 

— > — ou eior-> > €iO\ 
o 1 0(2 


€201 > £l 02- 


Essas desigualdades,acopladas com a condiijao de que A'eFdados pela Eq. (36) sao positivos, nos leva 
& desigualdade o t o 2 < a t a 2 . Logo, nesse caso o ponto critico 6 um ponto de sela. Por outro lado, na Figura 
9.4.5 d temos 


£1 £2 

— < — OU €{C!2 < £2^1 

O-l 0( 2 


£2 £l 

— < — ou 
o 2 01\ 


€ 2 a\ < €l<7 2 . 


A condi<;ao de que X e Y sao positivos nos leva, agora, a o { o 2 > a,o( 2 . Portanto, o ponto critico 6 assintoti¬ 
camente estdvel. Para esse caso podemos mostrar, tambtJm. que os outros pontos criticos (0,0), (£,/or,, 0) 
e (0, e 2 lo 2 ) sao instdveis. Assim, para quaisquer valores iniciais positivos de x e y as duas populates vao 
tender ao estado de equilibrio de coexistencia dado pelas Eqs. (36). 

As Eqs. (2) fomecem a interpreta?ao biologica do resultado de que a coexistencia ocorre ou nao de- 
pendendo de o-,cr 2 - a,a 2 ser positivo ou negativo. Os o medem o efeito inibitorio que o crescimento de 
cada popula^ao tern sobre si mesma, enquanto os a medem o efeito inibitdrio que o crescimento de cada 
popula^ao tern sobre a outra esp£cie. Entao, quando <7 ,ct 2 > af,o( 2 , a intera^ao (competiijao) 6 “fraca" e as 
espdeies podem coexistir; quando o { a 2 < a t a 2 , a interaqao (competi<;ao) e “forte” e as especies nao podem 
coexistir — uma tem que ser extinta. 


PROBLEMAS Cada um dos Problemas de 1 a 6 pode ser interpretado como descrevcndo a intera<;ao de duas espdeies com 

--- populates jc e y. Em cada um desses problemas, fa?a o seguinte: 

(a) Desenhe um campo de diredoes e descreva como as solu?oes parecem se comportar. 
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(b) Encontre os pontos crfticos. 

(c) Para cada ponto cn'tico, encontre o sistema linear correspondente. Encontre os autovalores e autovetores 
do sistema linear; classifique cada ponto crftico em relaqao ao tipo e determine se e assintolicamente estd- 
vel, est4vel ou instavel. 

(d) Esbocc as trajct6rias cm uma vizinhan<;a de cada ponto crftico. 

(e) Calculc e faqa o grafico de urn numero suficiente de trajetdrias do sistema dado de modo a mostrar, clara- 
mente, o comportamento das solu^oes. 

(f) Determine o comportamento limite de .x e y quando / -» oc e interprete os resultados em termos das po¬ 
pulates das duas espdcies. 


41 1. dx/dt = jx(1,5 — * — 0,5>) 


2. dx/dt = .r( 1.5 — .x — 0.5v) 

dy/dt = >(2 - >' - 0,75.x) 


dy/dt = > (2 - 0.5> - 1.5.x) 

41 3. dx/dt = jt(l,5 - 0,5x - >) 

41 

4. dx/dt = .t( 1.5 — 0.5.x — y) 

dy/dt = y(2 — y — 1,125.x) 


dy/dt = > (0.75 - v - 0.125.x) 

4 ^ 5. dx/dt = ,x(l - x - y) 

41 

6. dx/dt = x( 1 — .x + 0.5y) 


dy/dt = >(1,5 -y -x) dy/dt = >(2,5 - 1.5> + 0,25*) 

7. Considere os autovalores dados pela Eq. (39) no texto. Vlostre que 

(<r,X + a z Y) 2 - 4(<T|fT2 - onohjXY = ( a,X - a 2 Y) 2 + ^a^XY. 

Portanto. conclua que os autovalores nunca podem ser complexos. 

8. Duas especies de peixe que competent por comida. mas nao ca<;am urn ao outro. sao o lepomis macrochi- 
rus, urn peixe de agua fresca e cor azulada que habita aguas norte-americanas, que chamaremos de peixe 
azulado, e lepomis microlofus. um peixe do sudeste e centro dos EUA.com guelra vermelha brilhante que 
chamaremos de vermelhao. Suponha que um lago esta cheio desses dois tipos de peixes e denote por v e v, 
respectivamente. as populates de peixe azulado e vermelhao no instante i. Suponha, ainda, que a compe- 
tii;ao e modelada pelas equacoes 

dx/dt = .v(f| - ct|.v — ot i> f ), 
dy/dt = v(f 2 — erj.v - co.x). 

(a) Se e 2 /or, > f,/<T| e e 2 /o 2 > €,/«,. rnostre que as unicas populates de equilfbrio no lago sao sem as duas 
especies. sem o peixe azulado ou sem o vermelhao. O que vai acontecer para valores grandes de r? 

(b) Se (,/<7| > f./a, e ( l la [ > (do : , rnostre que as unicas populates de equilfbrio no lago sao sem as duas 
especies. sem o vermelhao ou sem o peixe azulado. O que vai acontecer para valores grandes de r? 

9. Considere a competiqao entre o peixe azulado e o vermelhao mencionada no Problema 8. Suponha que 
eJot : > «|/<T| e £,/<*, > tJt t., de modo que, como mostrado no texto, existe um ponto de equilfbrio estavel no 
qual ambas as especies podem coexistir. E conveniente reescrever as equates do Problema 8 em termos 
das capacidades de saturaqao do lago para o peixe azulado (B - na ausencia de vermelhao e para o 
vermelhao (R = c 2 la 2 ) na ausencia do peixe azulado. 

(a) Mostre que as equates do Problema 8 tomam a forma 



onde y, = aja, e y 2 = aja : . Determine o ponto de equilfbrio de coexistencia (A", Y) em funt« de B, R, y, e y 2 . 
(b) Suponha, agora, que um pescador so pesca o peixe azulado, o que reduz B. Qual o efeito disso nas 
populates de equilfbrio? E possfvel, pescando, reduzir a popula^ao do peixe azulado a um tal nfvel 
que ele serS extinto? 

10. Considere o sistema (2) no texto e suponha que o t a : - 0 , 0 , = 0. 

(a) Encontre todos os pontos crfticos do sistema. Observe que o resultado depende se <r,e 2 - <* 2 «i 6 nulo 
ou nao. 

(b) Se CT,e, - or,«, > 0, classifique cada ponto crftico e determine se 6 assintoticamente estavel, estavel ou 

instavel. Note que o Problema 5 6 desse tipo. Depois, fa$a o mesmo se < 0. 

(c) Analise a natureza das trajetdrias quando cr,f 2 - a 2 <, = 0. 

11. Considere o sistema (13) no Excmplo 1 do texto. Lembre-se de que esse sistema tern um ponto crftico 

assintoticamente estdvel em (0,5; 0,5). correspondente i coexistencia estSvel das populates das duas es¬ 
pecies. Suponha, agora, que a imigra^ao ou emigrato ocorrc com taxas constantes Sa e Sb para as espdcies 
x e y, respectivamente. Nesse caso, as Eqs. (3) sao substitufdas por 1 
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dx/dt = x(l — x - y) + 8a. 
dy/dt = >(0,75 — y — 0,5.r) + 8b. 

A pergunta d que efeito isso tem na localizato do ponto de equilibrio estavel. 

(a) Para encontrar o novo ponto crftico. precisaraos resolver as equagoes 

x(l — X — y) + 5a = 0, 




(') 


(ii) 


>(0,75 - > - 0,5jc) + 8b = 0. 

Um modo de fazer issoe supor que.te> sao dadospor series de potencias no parametro<5;entao, 


x=Xo+Xi5-l-, >=>o + >iSH-. (iii) 

Substitua as Eqs. (iii) nas Eqs. (ii) e junte os termos de acordo com as potencias de 8. 

(b) Dos termos constantes (os termos que nao envolvem 5). mostre que x„ = 0.5 e y„ = 0,5, confirmando, 
assim, que na falta de imigraqao ou emigra^ao o ponto critico e (0,5; 0,5). 

(c) Dos termos lineares em 8, mostre que 


jci =4 a — 4b , >| = -2a + 4b. (iv) 

(d) Suponha que a > 0 e b > 0, de modo que a imigra?ao ocorre em ambas as especies. Mostre que a solu- 
<jao de equiifbrio resultante pode representar um aumento nas duas populates ou um acrdscimo em 
uma e um decrdscimo cm outra. Explique, intuitivamente, por que esse £ um resultado razoavel. 
jfl, 12. Osistema 


x = ->, >' = -)/>-x(x - 0,15)(x - 2) 

resulta de uma aproxima^ao das equates de Hodgkin-Huxley, 5 que moderam a transmissao de impulses 
neurais ao longo de um axonio. f 

(a) Encontre os pontos criticos e classifique-os, investigando o sistema linear aproximado perto de cada 


(b) Desenhe os retratos de fase para y = 0,8 e y = 1.5. 

(c) Considere a trajetdria que sai do ponto critico (2,0). Encontre o valor de y para o qual essa trajetoria 
se aproxima da origem quando I —» oo. Desenhe um retrato de fase para esse valor de y. 


Pontos de Bifurca^ao. Considere o sistema 

x' = F(x,y,a), y'= Gtx,y,a), (i) 

onde a £ um parametro. As equates 

F(jt,>,or) = 0, G(x,y,a) = 0 (ii) 

determinant as retas de crescimento nulo de x e de >, respectivamente; qualquer ponto onde as retas de cres- 
cimento nulo de x e de > se intersectam 6 um ponto critico. Quando a varia e as configurates das retas de 
crescimento nulo mudam, pode acontecer que para determinado valor de a dois pontos criticos se juntem, 
formando um s6. Quando a continuar variando, esse ponto critico pode se separar novamente em dois ou pode 
desaparecer completamente. Ou o processo pode acontecer ao contr3rio: para determinado valor de a, duas 
retas de crescimento nulo que nao se encontravam podem se intersectar criando um ponto critico e, quando a 
continua a variar, esse ponto pode se dividir em dois. Um valor de a para o qual esse fenbmeno ocorre d um 
ponto de bifurca<;ao.Tambem e usual para um ponto critico mudar seu tipo e suas propriedades de estabilidade 
em um ponto de bifurcaqao. Assim, tanto o numero quanto o tipo dos pontos criticos podem variar abrup- 
tamente quando a passa por um ponto de bifurca<;ao. Como o retrato de fase de um sistema depende muito 
da localiza^ao e natureza dos pontos criticos, d essencial se ter uma boa compreensao de bifurcates para se 
entender o comportamento global das soluijoes do sistema. 

Em cada um dos Problemas de 13 a 16: 

(a) Esboce as retas de crescimento nulo e descreva como os pontos criticos se movem quando or aumenta. 

(b) Encontre os pontos criticos. 


’Alan L. Hodgkin (1914-1998) e Andrew F. Huxley (1917-) ganharam o Premio Nobel em Fisiologia e Medicina em 1963 
por seu trabalho sobre a exeita<,ao e a transmissao de impulsos neurais. Esse trabalho foi realizado na Universidade de 
Cambridge; seus resultados foram publicados pela primeira vez em 1952. 

’Prolongamento da cdlula nervosa; cilindro-eixo. (N.T.) 


* 4 * 
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(c) Seja or = 2. Classifique cada ponto critico investigando o sistema linear correspondente. Desenhe um retra- 
to de fase em um retangulo contendo os pontos crfticos. 

(d) Encontre o ponto de bifurcaqao a„ no qual os pontos crfticos coincidem Localize esse ponto critico e en- 
contre os autovalores do sistema linear aproximado. Desenhe um rctrato de fase. 

(e) Para a > a n nao existem pontos crfticos. Escolha um valor de a e desenhe um relrato de fase. 

4fb 13. x! = -4x + y + x 2 , / = ?a-y 

jfl, 14. jc' = ja - y, y' = -4.t + y + x 1 

4fb 15. x" = -4x + y + 4T 2 . y' = -a — x + y 

4fb 16. x' = -a -x + y. y' = -4.r+y + ;r 

Os Prohlemas de 17 a 19 tratam de sistemas compelitivos, bem semelhantes aos dos Exemplos 1 e 2,exceto que 
alguns coeficientes dependem do parAmetro a. Em cada um desses problemas suponha que .r.y c a s3o sempre 
n5o negativos. Em cada um dos Problemas de 17 a 19: 

(a) Esboce as retas de crescimonto nulo no primeiro quadrantc.como na Figura 9 4.5. Para intervalos diferen- 
tes de or. seu esboQO pode se assemelhar a partes diferentes da Figura 9.4.5. 

(b) Encontre os pontos crfticos. 

(c) Determine os pontos de bifurcaqao. 

(d) Encontre a matriz jacobiana J c calcule-a em cada um dos pontos crfticos. 

(e) Determine o tipo e as propriedades de estabilidadc de cada ponto critico. D6 aten;ao especial ao que 
acontece quando a passa por um ponto de bifurca?3o. 

(f) Desenhe retratos de fase para o sistema para valores selecionados de or para confirmar suas conclusocs. 

17. dx/dt = jt(1 - x - y), dy/dt = y(a — y - 0,5.t) 

18. dx/dt = x(l - x - y), dy/dt = y(0.75 - ory - 0.5.0 

19. dx/dt = Jt(l - x - y), dy/dt = y[cr — y - (2a - 1 )x] 


9.5 Equates Predador-Presa 

Na so<;ao precedente, discutimos um modelo de duas especies que interagem competindo por um su- 
primento comum de comida ou outro recurso natural. Nesla se<;ao. vamos investigar a situagao em que 
uma das espdeies (predador) se alimenta da outra (presa).enquanto a presa se alimenta de outro tipo de 
comida. Considere, por exemplo. raposas e coelhos em uma floresta fechada: as raposas cai;am os coelhos, 
quo vivem da vegetaijao na floresta. Outros exemplos sao peixes que se alimentam dos vermelhOes, que 
enconlramos anteriormente, em um mesmo lago, ou a joaninha como predador e o pulgao como presa. 
Enfatizamos, mais uma vez. que um modelo envolvendo apenas duas especies n3o pode descrever com- 
pletamente as relaqftes complexas que ocorrem, de fato, na natureza. Apesar disso, o estudo de modelos 
simples e o primeiro passo para a compreensao de fenSmenos mais complicados. 

Vamos denotar por x ey as populates, respectivamente, da presa e do predador em um instante /.Ao 
construir a intera^Ao de duas esptScies, fazemos as seguintes hipdteses: 

1. Na ausencia do predador. a popula?ao de presas aumenta a uma taxa proporcional a popu!a<;§o atual; 
assim, dx/dt = ax,a> 0, quando y = 0. 

2. Na ausencia da presa, o predador 6 extinto; assim, dy/dt = ~cy, c > 0, quando x = 0. 

3. (7 numero de encontros enlrc predador e presa d proporcional ao produto das duas populates. Cada um 
desses encontros tende a promover o crescimento da populaijSo de predadores e a inibir o crescimento da 
populaqao de presas. Assim, a taxa de crescimento da popula^ao de predadores 6 aumentada por um termo 
da forma yxy, enquanto a taxa de crescimento para a popula^Ao de presas d diminufda por um termo da 
forma -axy, onde yea sao constantes positivas. 

Em consequencia dessas hip6teses, somos levados As equates 

dx/dt = ax - axy — x(a - ay), 

dy/dt = -cy + yxy = y(-c + yx). 

As constantes a.c.a e y sao todas positivas; a e c s3o as taxas de crescimento da populat^ao de presas c de 
morte da populai;3o de predadores, respectivamente, e a e y s3o medidas do cfeito da intera<;3o entre as 
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duas espbcies. As equates (1) sao chamadas de equates de Lotka-Volterra. Foram desenvolvidas em 
artigos escritos por Lotka 6 em 1925 e por Volterra 7 em 1926. Embora essas equates sejam bem simples, 
elas caracterizam uma classe ampla de problemas. Ao final desta segao e nos problemas discutiremos 
maneiras de tornd-las mais realistas. Nosso objetivo aqui 6 determinar o comportamento qualitative das 
solugoes (trajetorias) do sistema (1) para valores iniciais positivos arbitrarios de* e de y. Vamos fazer isso 
primeiro para um exemplo espect'fico e voltaremos, depois, no final desta segao, its equagoes gerais (1). 


Discuta as solugoes do sistema 


dx/dt = x(l - 0,5y) = * - 0,5*y = F(*,y), 
dyjdt = y(—0,75 + 0.25*) = -0,75y + 0,25*y = G(*,y) 

para * e y positivos. 

Os pontos criticos deste sistema sao as solugoes das equagoes algebricas 

*(1 - 0.5y) = 0. y(-0,75 + 0.25*) = 0. 

a saber, os pontos (0,0) e (3,2). AFigura 9.5.1 mostra os pontos criticos e um campo de diregoes para o sistema 
(2). Dessa figura, parece que as trajetbrias no primeiro quadrante circulam em torno do ponto crftico (3. 2). 
Nao b possfvel determinar definitivamente do campo de diregoes se as trajetorias sao de fato curvas fechadas 
ou se elas espiralam para dentro ou para fora. A origem parece ser um ponto de sela. Da mesma forma que nas 
equagoes competitivas na Segao 9.4, os eixos coordenados sao trajetorias da Eqs. (1) ou (2). Em consequencia, 
nenhuma outra trajetoria pode cruzar um eixo coordenado, o que significa que toda solugao que comega no 
primeiro quadrante permanece af para todo o sempre. 
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FIGURA 9.5.1 Pontos criticos e campo de diregoes para o sistema predador-presa (2). 


Vamos examinar. a seguir, o comportamento local das solugoes perto de cada ponto crftico. Perto da origem 
podemos desprezar os termos nao lineares nas Eqs. (2) para obter o sistema linear correspondente 


d 

Jt 


0 (• -0J5 ) 0 


(4) 


i 


‘Alfred J. Lotka (1880-1949). um bioffsico americano. nasceu onde 6 hoje a LJcriinia, e a maior parte de sua educagao foi ad- 
quirida na Europa. E lembrado principalmente por sua formulagao das equagdes de Lotka-Volterra. Foi tambem o autor. em 
1924, do primeiro livro sobre biologia matemtStica, disponfvel, atualmente, com o tftulo de Elements of Mathematical Biology 
(Nova York: Dover, 1956). 

7 Vtto Volterra (1860-1940), um importante matemdtico italiano, foi catcdrdtico em Pisa, Turim e Roma. £ particularmente fa- 
moso por seu trabalho em equagOes integrais e analise funcional. De fato. uma das maiores classes de equagOes integrals leva 
seu nome; veja o Problcma 21 da Segiio 6.6. Sua teoria de especies interagindo foi motivada por dados obtidos por um amigo, 
D'Ancona, relativos a pesca no Mar Adridtico. Uma tradugao (para o ingles) de seu artigo de 1926 pode ser encontrada em 
um apendice do livro de R. N. Chapman, Animal Ecology with Special Reference to Insects (Nova York: McGraw-Hill, 1931). 




F.QUAQors DiFEKEnciAis Mao Limeares e Estabiudade 415 


*4 



Os autovalores e autovetores da Eq. (4) sao 


o = i. r> = 


r 2 = -0,75, $ (2) = 


de modo que a solugao geral 6 


CM}) MO'** 


Assim, a origem 6 um ponto de sela para ambos os sistemas, o linear (4) e o nao linear (2), e, portanto, instavel. 
Um par de trajetorias entra na origem ao longo do eixo dos r. todas as outras trajetorias se afas'am de uma 
vizinhanga da origem. 

Para examinar o ponlo erilico (3,2), podemos usar a matriz jacobiana 


onde u = x - 3 e i> = y - 2. Os autovalores e autovetores desse sistema sao 


/ F x (x.y) Fy(x,y) \ / 1 - 0.5y — 0.5* \ 

J= \G,(.v.y) G y (x,y) ) = \ 0,25y -0,75 + 0,25* )' (7) 

Calculando J no ponto (3.2), obtemos o sistema linear 

i (:)■(:. "It) 

onde » = x - 3 e v= v - 2. Os autovalores e autovetores desse sistema sao 

-f- —f- •HU)- 

Como os autovalores sao imagindrios. o ponto critico (3.2) & um centro do sistema linear (8) e 6. portanto, um 
ponto critico estavel para esse sistema. Lembre-se, da Se?ao 9.3, de que esse e um dos casos em que o compor- 
tamento do sistema linear pode ser o mesmo. ou nao. do sistema nao linear, de modo que a natureza do ponto 
(3,2) para o sistema nao linear (2) nao pode ser determinada por essa informagao. 

A maneira mais simples de encontrar as trajetorias do sistema linear (8) 6 dividir a segunda das Eqs. (8) pela 
primeira. de modo a obter a equa^ao diferencial 

dv dv/dl 0.5 u _ u 

du du/di —l,5u 3ti’ 


Em consequencia, 


udu + 3 vdv = 0. 


u 2 +3t’ 2 = k. 


onde k e uma constante de integra<;ao nao negativa arbitrdria. Logo, as trajetdrias do sistema linear (8) sao 
elipses centradas no ponto critico e um tanlo alongadas na dire^ao horizontal. 

Vamos voltar para o sistema nao linear (2). Dividindo a segunda das Eqs. (2) pela primeira, obtemos 

dv y(-0.75 + 0.25.t) 

dx ~ r( 1 — 0,5>) ‘ ' } 

A Eq. (12) e uma equa^ao se pa rave I e pode ser colocada na forma 


donde segue que 


1 - 0.5v , -0.75 + 0,25* , 

-- dy =- dx, 

y x 


0,75 In x + In y - 0,5y — 0,25x = c. 


onde c d uma constante de integraqao. Embora niio possamos resolver a Eq. (13).explicitamente,usando apenas 
fun?oes elementares, para qualquer uma das varidveis em fun^ao da outra e posstvel mostrar que o grdfico da 
equagSo, para um valor fixo de c, e uma curva fechada em torno do ponto (3,2). Logo, o ponto critico tambdm e 
um centro para o sistema nao linear (2), e as populaqoes de predadores e presas exibem uma varia^ao ciclica. 

A Figura 9.5.2 mostra um retrato de fase para o sistema (2). Para algumas condi?oes iniciais a trajetoria 
representa pequenas variaijoes em .r e y em torno do ponto critico e tern uma forma quase eliptica, como su- 
gere o sistema linear. Para outras condii;oes iniciais as oscila?oes em rey s§o mais pronunciadas e a forma da 
trajetoria e bem diferentc de uma elipse. Observe que as trajetorias sao percorridas no sentido trigonomtitrico. 
A Figura 9.5.3 mostra a dependencia de x e y em / para um conjunto tipico de condi?6es iniciais. Note que x e 
y sao fun^oes pcriodicas de t, como tern que ser, ja que as trajetdrias sao curvas fechadas. Aldm disso, a oscila- 
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FIGURA 9.5.2 Um retrato de fast* para o sistema (2). 



FIGtlRA 9.5.3 Variances nas popula^oes de presas e 
de predadorcs em relagao ao tempo para o sistema (2). 


qao da popula$Uo predadora vem depois da oscilaqao de presas. Comt*?ando em um estado no qual ambas as 
populates, de predadores e de presas, sao relativamente pequenas, hd primeiro um aumento no numero de 
presas, ja que hd poucos predadores. Entao a populaijao de prcdadores.com comida abundante, tambdm cresee. 
Isso aumenta a caqa e a popula^do de presas tende a diminuir. Finalmente.com uma disponibilidade menor de 
comida, a populaqdo de predadores tambdm diminui, e o sistema volta ao seu estado original. 


O sistema geral (1) pode ser analisado exatamente do mesmo modo que no exemplo. Os pontos crt'ti- 
cos do sistema (1) sao as solutes de 

x(a — ay) = 0, >•(—c -f yx) = 0, 


ou seja, os pontos (0,0) e ( cly . ala). Vamos examinar primeiro as solutes do sistema linear correspon- 
dente perto de cada ponto crftico. 

Em uma vizinhan<;a da origem, o sistema linear correspondente 6 


d_ 

dt 





Os autovalores e autovelorcs sao 



de modo que a solu^ao geral e 




e al + c 2 



e 


-ct 


(14) 


(15) 


(16) 


Logo, a origem 6 um ponto de sela e, portanto, insldvel. A entrada no ponto de sela e atravds do eixo dos 
y; todas as outras trajetdrias se afastam de uma vizinhan?a do ponto crftico. 

A seguir, considere o ponto crftico (cly, ala). A matriz jacobiana <5 

( a - ay -ax \ 
yy -c + yx) 


Calculando J em (c/y,n/«),obtemos o sistema linear aproximado 


11 
Jt 




(17) 


onde u = x - (cly) e v = y - (ala). Os autovalores do sistema (17) sao r = ±iy/ac , de modo que o ponto 
crftico d um centro (cstivel) para o sistema linear. Para encontrar as trajetorias do sistema (17), podemos 
dividir a segunda equatjao pela primeira para obter 

dv _ dv/dt _ (ya/a)u 
du du/dt (ac/y)v' 


! 
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ou 


Em consequencia. 


y 2 au du -f a 2 cvdv = 0. 

2 1 . 2 *> . 

y air + orcir = Ac, 


(19) 

( 20 ) 


onde A: £ uma constante de integrate) nao negativa. Logo, as trajetdrias do sistema linear (17) sao elipses, 
como no exemplo. 

Voltando, rapidamenle. ao sistema nao linear (I). note que ele pode ser reduzido a uma tinica equaqao 


dy _ dy/dt y(-c + yx) 

dx dx/dt x(a-ay) ^ ' 

A Eq. (21) e separavel e tern soluqSo 

a In y — ay + cin.t - yx = C, (22) 


onde C £ uma constante de integra^ao. Mais uma vez.d possivel mostrar que o grafico da Eq. (22) e uma 
curva fechada em tomo do ponto crftico ( c/y , a/a) para C fixo. Logo, este ponto critico tambem e urn cen- 
tro para o sistema geral nao linear (1). 

A variaqao ciclica das populates de predadores e de presas pode ser analisada em mais detalhe quan- 
do os desvios cm relagao ao ponto ( cly.ala) sao pequenos e pode-se usarosistema linear (17). A soluqao 
do sistema (17) pode ser escrita na forma 


ii = 


— K cos {y/act -y <(>), 
Y 


u = —-/Csen( v/acM- 0), 
ay a 


(23) 


onde as constantes K e 0 sao determinadas pelas condindes iniciais. Assim, 

x = — + -K coslsfiict + 0). 


a a [c ,. ,— 

V — - + -. - K sen( s/ac t 
' a ay a 


(24) 


■ 0 ). 


Essas equates sao boas aproximanoes para as trajetdrias quase eli'pticas perto do ponto critico (c/y, 
ala). Podemos usa-las para tirar diversas conclusfles sobre a variagao ciclica das populates de predado¬ 
res e de presas em tais trajetdrias. 

1. Os tamanhos das populates de predadores c de presas variam de forma senoidal com periodo 2tt/Joc. 
Esse periodo de oscilaqao e independente das conduces iniciais. 

2. As populates de predadores e presas estao defasadas por um quarto de ciclo. O niimero de presas varia 
primeiro e o niimero de predadores varia depois, como explicado no exemplo. 

3. As amplitudes das oscilayoes s3o Kcly para a populayao de presas e tiy/cK/a^/a para a de predadores, e 
portanto dependent tanto das condiqoes iniciais quanto dos parametros do problema. 

4. As populates medias de predadores e de presas em um ciclo complete sao dye ala, respectivamente. Elas 
sao iguais Ds populates de equilibrio; veja o Problema 10. 

Variaijocs dclicas nas populates de predadores e de presas, como previsto pelas Eqs. (1), foram ob- 
servadas na natureza. Um exemplo impressionante foi descrito por Odum (pp. 191-192); com base nos 
registros da Companhia Hudson Bay, do Canadii, a abundancia de linces e de lebres, como indicado pelo 
niimero de peles compradas no periodo 1845-1935, mostra uma clara varia?ao periodica com periodo de 
9 a 10 anos. Os picos de abundancia sao seguidos por dcch'nios muito r<ipidos,e os picos de abundancia de 
linces e de lebres estao defasados. com os das lebres antecedendo os dos linces por um ano ou mais. 

Como o ponto critico (c/y, ala) e um centro, esperamos que pequenas perturbances das equaqdes de 
Lotka-Volterra possam levar a solu^des que nao sao periddicas. Em outras palavras. a menos que as equa- 
noes de Lotka-Volterra descrevam exatamente uma rela<;ao predador-presa, as flutuanoes das populates 
de fato podem ser muito diferentes das previstas pelas equates de Lotka-Volterra devido a pequenas 
imprecisdes nas equates do modelo. Isso levou a muitas tentativas" de substituir as equaqdcs de Lotka- 
Volterra por outros sistemas menos suscetiveis a pequenas perturbanoes. O Problema 13 introduz um 
desses modelos altemativos. 


*Vcja o livro de Brauer e CastiUo-Chdvez listado nas refer£ncias para uma longa discussSo sobre modelos altemativos para 
as relaydcs predador-presa. 
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Outra critica das equates de Lotka-Volterra e que. na ausencia de predadores, a popula^ao de presas 
aumenta setn limites. Isso pode ser corrigido permitindo-se o efeito natural inibidor que uma popula?ao 
crescente tem sobre a taxa dc crescimento populacional. Por cxemplo, a primeira das Eqs. (1) pode ser 
nioditicada de modo que quando y = 0 ela se reduza a uma equate logfstica para x. Os efeitos dessa 
modificaqao sao explorados nos Problemas 11 e 12. Os Problemas de 14 a 16 tratam do controle de uma 
relate predador-presa. Os resultados podem parecer bem pouco intuilivos. 

Finalmente, repetimos urn aviso dado antes: as relates entre as espdcies na vida real sao muitas vezes 
complexas e sutis. Voce n3o deve esperar demais de um sistema simples de duas equates diferenciais 
para descrever tais relates. Mesmo se voce estiver convencido de que a forma geral das equates 6 sdli- 
da. a determinate de valores numericos para os coelicientes pode apresentar sdrias dificuldades. 


PROBLEMAS Cada um dos Problemas de 1 a 5 pode ser interpretado como dcscrevendo a interaqao entre duas esp^cies com 
-- ■. ,i — densidades populacionais v c v. Em cada um desses problemas, fai;a o seguinte: 

(a) Desenhe um campo de diretes e descreva como as solutes parecem se comportar. 

(b) Encontre os pontos criticos. 

(c) Para cada ponto critico. ache o sistema linear correspondente. Encontre os autovalores e autovetores do 
sistema linear; classifiquc cada ponto critico em relate ao tipo e determine se d assintoticamentc estavel, 
estavel ou instdvel. 


(d) 

(e) 

(0 


f?, 1. 
41 3. 
4fl 5. 


Esboce as trajetdrias em uma vizinhan<;a de cada ponto critico. 

Desenhe um retrain de fase para o sistema. 

Determine o comportamento limite de x e y quando t -» oo e interprete os resultados em termos das po¬ 
pulates das duas cspecies. 

dx/di = x( 1.5 - 0,5v) {ft 2. dx/di = jr(l — 0.5y) 

dy/dt = y(-Qj5 + x) dy/dt = y(-0,25 + 0,5.r) 


dx/dt = ,t(l — 0,5.r - 0.5y) 
dy/dt = y(-0,25 + 0,5.v) 


^ 4. dx/dt = jc( 1,125 - x - 0,5 y) 

dy/dt =y(-\ +x) 


dx/dt = x (—1 + 2,5x - 0.3y — ,t : ) 
dy/dt = y(—1,5 4- x) 


4fl 


41 


41 


6. Neste problema, vamos examinar a diferenqa de fase entre as variates ciclicas das popula<;des de preda¬ 
dores e presas dadas pelas Eqs. (24) desta seto. Vamos supor que K > 0 e que o tempo t e medido a partir 
de um instante onde a populate* de presas e maxima; ent3o <p = 0. 

(a) Mostre que a populate* y de predadores tem um mdximo cm t = it/l-Jac = T/ 4, onde T£ o perfodo 
da oscilato. 

(b) Ouando a populate* de presas esta crescendo o mais rapidamente possivel? Quando estd diminuindo 
o mais rapidamente possivel? Quando atinge um nu'nimo? 

(c) Responda ils perguntas no item (b) para a populato de predadores. 

(d) Desenhe uma trajetdria elfptica tipica em torno do ponto (cly, a/a) e marque os pontos encontrados 
nos itens (a), (b) e (c) nela. 

7. (a) Encontre a raz3o entre as amplitudes das oscilatus das populates de presas e de predadores em 

tomo do ponto critico ( dy.a/a ) usando a aproximato (24). valida para oscilaqSes pequenas. Observe 
que a razao e independente das condit^s iniciais. 

(b) Calcule a razao cncontrada no item (a) para o sistema (2). 

(c) Estime a razao entre as amplitudes para a soluto do sistema nao linear (2) ilustrada na Figura 9.5.3. 
Esse resultado estd de acordo com o obtido da aproximato linear? 

(d) Determine a razao entre as amplitudes presa-predador para outras solutes do sistema (2). ou seja, 
para solutes satisfazendo outras condites iniciais. A razao e independente das condites iniciais? 

8. (a) Encontre o perfodo de oscilato das populates de presas e de predadores usando a aproximato 

(24), vdlida para pequenas oscila^oes. Note que o perfodo independe da amplitude das oscilates. 

(b) Para a soluto do sistema (2) ilustrada na Figura 9.5.3, estime o perfodo o melhor possivel. O resulta¬ 
do e o mesmo que da aproximato linear? 

(c) Calcule outras solutes do sistema (2). ou seja, solutes satisfazendo outras condites iniciais, e de¬ 
termine scus perfodos. O perfodo e o mesmo para todas as condites iniciais? 

9. Considere o sistema 


dx/dt = at[l - (y/2)l, dy/dt = by [-1 + (x/3)], 
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onde a e b s3o constantes positivas. Observe que esse sistema 6 igual ao do exemplo no texto sc a = 1 e 
b = 0,75. Suponha que as condi^oes iniciais sao .r(0) = 5 e )(0) = 2. 

(a) Sejam a = 1 e b = 1. Dcsenhe a trajetdria no piano de fase e determine (ou estime) o periodo da osci- 
lag3o. 

(b) Repitao item (a) para a=3ea= 1/3,com6 = 1. 

(c) Repita o item (a) para b = 3 e b = 1/3, com a = 1. 

(d) Descreva a dependSncia do periodo e da forma da trajetoria em a e b. 

10. As populates medias de presas e predadores s3o definidas por 

1 [ A * T 1 r A+T 

x= jJ A y- f yir)dt, 

respectivamente, onde T to periodo de um ciclo completo e A t uma constante nao negativa arbitr3ria. 

(a) Usando a aproxima<;3o (24), valida perto do ponto critico. mostre que x = clyey = a/a. 

(b) Para a solu<;ao do sistema nao linear (2). ilustrada na Figura 9.5.3, estime Jeyo melhor que puder. 
Tente determinar se x e y sao dados por dye ala. respectivamente, nesse caso. 

Sugestdo: considere como voce pode estimar o valor de uma integral mesmo sem ter uma formula 
para o integrando. 

(c) Caleule outras solu<;oes do sistema (2), ou seja, soluqSes satisfazendo outras condigoes iniciais, e de¬ 
termine .? e ,v para essas solugoes. Os valores de x e y sao os mesmos para todas as solugdcs? 

Nos Problemas 11 e 12 vamos considerar o efeito de se modificar a equagao para a presa x incluindo-se um 
termo -ax : , de modo que essa equagao se reduza 3 equa^ao logistica na ausencia do predador y. O Problema 
11 trata de um sistema especifico desse tipo e o Problema 12 leva essa modifica<;3o para o sistema de Lotka- 
Voltcrra geral. Os sistemas nos Problemas 3 e 4 s3o outros exemplos desse tipo. 

! 1. Considere o sistema 

x - x(l - err - 0,5)'), y = y(-0,75 + 0,25x), (25) 

onde a > 0. Observe que esle sistema 6 uma modificaqao do sistema (2) no Exemplo 1. 

(a) Encontre todosos pontos crfticos. Como variamsuas localizaijoes quandoa aumenta a partir de zero? 
Note que so existe um ponto critico no interior do primciro quadrante se a < 1/3. 

(b) Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. Encontre o valor <r, < 1/3 
onde a natureza do ponto critico no interior do primeiro quadrante muda. Descreva a mudanqa que 
ocorre quando a passa por ct,. 

(c) Dcsenhe um campo de dire<;oes e um retrato de fase para um valor de a entre zero e a,; para um valor 
de a entre a, e 1/3. 

(d) Descreva o efeito nas duas populates quando a varia de zero a 1/3. 

12. Considere o sistema 

dx/dt = x(a - ax - ay), dy/dt = y(-c + yx), 
onde a.a.a.cc ysao constantes positivas. 

(a) Encontre todos os pontos crfticos do sistema dado. Como variam suas localiza^des quando a aumenta 
a partir de zero? Suponha que ala > dy, ou seja.rr < aylc. Por que essa hipdtese e necess3ria? 

(b) Determine a natureza e as propriedades de estabilidade de cada ponto critico. 

(c) Mostre que existe um valor de a entre zero e aylc onde o ponto critico no interior do primeiro qua¬ 
drante muda de um ponto espiral para um n6. 

(d) Descreva o efeito nas duas populates quando a varia de zero a aylc. 

13. Nas equates de Lotka-Volterra, a interaejao entre as duas especies e modelada por termos proporcionais 
ao produto xy das duas popula^oes. Se a populaqao de presas 6 muito maior do que a de predadores, esse 
valor pode ser muito maior do que as interaqdes; por exemplo, um predador pode caqar s6 quando esta 
com fome, ignorando a presa em todos os outros momentos. Neste problema, vamos considerar um mode- 
lo alternativo de um tipo proposto por Rosenzweig e MacArthur. 1 ' 

(a) Considere o sistema 

01 '-its) ■ ’'-'(-“■“♦rr.;)' 


*Veja o livro dc Brauer e Castillo-Chavez para mais detalhcs. 



Determine todos os pontos criticos deste sistcma. 

(b) Determine o tipo e as caracteristicas de estabilidade de cada ponto critico. 

(c) Desenhe urn campo de dire?6es e um retrato de fase para este sisteina. 

Administrando uma Rela^ao Predador-Presa. Em uma situaqao prcdador-presa. pode ocorrer que uma ou 
talvez as duas especies sejam fontcs valiosas de comida (por exemplo). Ou a presa pode ser considerada uma 
peste, levando a esfor^os para que seu numero seja rcduzido. Em um modelo de administrate com esfor<;o 
constante. introduzimos um termo -£,.x na equaqao da presa e um termo -E,y na equaqao do predador, em 
que £, e E : s3o medidas do esforqo investido na administrate das respectivas especies. Um modelo de admi¬ 
nistrate com produto constante 6 obtido incluindo-se um termo -H, na equa?ao da presa e um termo -H, 
na equate do predador. As constantcs £,, £,, //, e //. sSo sempre maiores ou iguais a zero. Os Problemas 14 
e 15 tratam de modelos de administrate com esfonjo constante. enquanto o Problema 16 trata de modelos de 
administrate com produto constante. 

14. Aplicando um modelo de administrate com esfort constante is equates de Lotka-Volterra (1). obte- 
mos o sistema 

x'= x(a - ay - E\), y' = y(-c + yx - E 2 ). 

Quando n3o hd administrate, a solute de equilibrio 6 (cly, ala). 

(a) Antes de fazer qualquer andlise matematica, pense sobre a situate intuitivamente. Como voce acha 
que as populates irdo variar se apenas as presas forem administradas? E se so os predadores forem 
administrados? E se ambos forem administrados? 

(b) Como varia a soluto de equilibrio se as presas forem administradas. mas os predadores n.lo (£, > 0, 
£. = 0)? 

(c) Como varia a solute de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas nao (£, = 0. 
£; > 0)? 

(d) Como varia a solute de equilibrio se ambos forem administrados (£, > 0. £, > 0)? 

15. Se modificarmos as equates de Lotka-Volterra incluindo um termo autolimitador -ax : na cquaqao da 
presa e depois supusermos uma administraqao com esfort constante. obteremos as equates 

x' = x(a - ax - ay - E i). >' = y(-c + yx - Ej). 

Na ausSncia de administrate, a soluto de equilibrio de interesse t i x - c/y, y = (ala) - (ac)l(ay). 

(a) Como varia a soluto de equilibrio se as presas forem administradas, mas os predadores nao (£, > 0. 
/ ())? 

(b) Como varia a soluto de equilibrio se os predadores forem administrados, mas as presas n3o (£, = 0. 

E> > 0)? 

(c) Como varia a soluto de equilibrio se ambos forem administrados (£, > 0, £, > 0)? 

16. Neste problema aplicamos um modelo de administrate com produto constante na situate no Exemplo 
1. Considere o sistema 


x' = x(l - 0.5y) - H u y' = y(-0,75 + 0,25.x) - Hi, 

onde H , e H, sao constantes n3o negativas. Lembre-se de que se //, = //, = 0, entao (3,2) <5 uma soluto de 
equilibrio para esse sistema. 

(a) Antes de fazer qualquer andlise matemdtica, pense sobre a situate intuitivamente. Como voce acha 
que as populates irSo variar se apenas as presas forem administradas? E se s6 os predadores forem 
administrados? E se ambos forem administrados? 

(b) Como varia a soluto de equilibrio se as presas forem administradas. mas os predadores nao (W, > 0. 
H . = 0 )? 

(c) Como varia a soluto de equilibrio se os predadores forem administrados. mas as presas nao (//, = 0. 
H;> 0)? 

(d) Como varia a soluto de equilibrio se ambos forem administrados (/?, > 0, H, > 0)? 


9.6 0 Segundo Metodo de Liapunov 


Na Seto 9.3 mostramos como a estabilidade de um ponto critico de um sistema localmente linear pode 
ser estabelecida, em geral, atrav£s de um estudo do sistema linear corrcspondente. No entanto, nada se 
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pode concluir quando o ponlo crftico e um centro do sistema linear correspondente. Exemplos dessa si- 
tuagao sao o pendulo n3o amortecido, as Eqs. (1) c (2) a seguir e o problems predador-presa discutido na 
Segao 9.5. Para um ponto crftico assintoticamente estavel pode ser importante, tambem. investigar a bacia 
de atragSo — ou seja. o domfnio tal que todas as solug&es que comegam nele tendem ao ponto crftico. A 
teoria de sistemas localmente lineares nao fomece informagoes sobre esse problems. 

Nesta segao vamos discutir outra abordagem, conhecida como o segundo metodo de I.iapunov"' ou 
metodo direto. O mdtodo tambem e conhecido como mdtodo direto porque n3o ha necessidade de se 
conhecer algo sobre a solugao do sistema de equagoes diferenciais. Em voz disso, chega-se a conclusfies 
sobre a estabilidade ou instabilidade de um ponto crftico atravds da construgao de uma fungSo auxiliar 
apropriada. Essa e uma t<5cnica muito poderosa que fornece um tipo de informagiio mais global, por 
exemplo. uma estimativa da extensao da bacia de atragSo de um ponto crftico. Alem disso, o segundo 
metodo de Liapunov pode ser usado para estudar sistemas de equagoes que n3o sao localmente lineares; 
no entanto. nao discutiremos tais problemas. 

Basicamente. o segundo nnJtodo de Liapunov e uma generalizag3o de dois princfpios ffsicos para sis¬ 
temas conservatives, a saber, (i) uma posigao de repouso e esl3vel se a energia potencial <5 um mfnimo 
local, caso contrario 6 instdvel.c (ii) a energia total e constante durante todo o movimento. Para ilustrar 
esses conceitos. considere. novamente, o pendulo n3o amortecido (um sistema mecanico conservativo). 
que d governado pela equagao 


j sen 0 = 0. 


O sistema de primeira ordem correspondente 6 


-di =y ' 


— = — — senx, 
dt L 


onde x = 0e v = Midi. Se omitirmos uma constante arbitraria, a energia potencial Ue o trabalho feito ao 
se levantar o pendulo para uma posigao acima da sua posigao mais baixa. a saber. 

U(x,y) = ntgH 1 — cos.t); (3) 

veja a Figura 9.2.2. Os pontos criticos do sistema (2) sao x = ±nn,y = 0. n - 0.1, 2, 3 .correspondendo a 

(I = ±ni.dWdt = 0. Fisicamente,esperamos que os pontos .v = 0, v = 0;.v = ±2it,y = 0; ....correspondendo 

a 0 = 0, ±2.t .sejam estSveis, j;i que, para eles, o eixo do pendulo esta na posigao vertical com o peso 

para baixo; alem disso, esperamos que os pontos x = ±7t,y = 0;.v = ±3;r,.v = 0;.... correspondendo a 9 = 
±n. ±3,t, ....sejam instavcis. j;i que, para eles, o eixo do pendulo esta na posigao vertical com o peso para 
cima Isso esta de acordo com (i). ja que nos pontos anteriores U e um minirno igual a zero e nos pontos 
posteriores e um maximo igual a 2tngL. 

Considere. agora, a energia total V. que a soma da energia potencial U com a energia cindtica 
\nt L : (d01 dt)r. Em termos de x e y, 

V(x,y) = mgL(l - cosjc) -F \mL 2 y 2 . (4) 

Em uma trajetoria correspondente 3 solugao x = = tfr(f) das Eqs. (2), V pode ser considerada como 

uma fungiio de r. A derivada de V[(j>(i), ^(r)] em relagiSo a i e chamada de taxa de variagao de V ao longo 
da trajetoria. Pela regra da cadeia, 

dVld{t),\lr(t) 1 dd>(t) . dtlr(t) 

dl dt dt 


, dx , 2 dv 

= (mgL sen*) — +mL y-j- ( < ( 5 ) 

onde esta subentendido que x = </>(t) e y = y!r(0- Finalmente, substituindo dx/di e dyldt na Eq. (5) pelas 
Eqs. (2). vemos que dVIdt = 0. Logo, V e constante ao longo de qualquer trajetdria do sistema (2), o que 
c a afirmagao (ii). 

£ importante observar que em qualquer ponto ( x.y) a taxa de variagSo de V ao longo da trajetdria 
que passa por aquele ponto foi calculada sem se resolver o sistema (2). £ precisamente esse fato que nos 

'"Alcxandr M. Liapunov (1857-1918), urn aluno de Chebyshev em S5o Pctcrsburgo.ensinou na Universidade dc Kharkov de 
1885 a 1901. quando se lornou academico em matemrltica aplieada na Academia de Ciincias dc SSo Petersburgo. Em 1917 
mudou-sc para Odessa, devido it saude frSgil de sua esposa. Sua pesquisa em estabilidade ineluiu tanto a nnSlise tedrica 
quanto aplicagoes a diversos problemas fisicos. Seu segundo metodo esta em scu trabalho mais influente, General Problem of 
Stability of Motion (Problema Geral de Estabilidade do Movimento), publicado em 1892. 
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permite usar o segundo metodo de Liapunov para sistemas cujas solugoes nao conhecemos, e essa e a 
razao principal de sua importiincia. 

Nos pontos criticos estdveis.x = ±2n,y = 0,n = 0,1,2 .a energia V e nula. Se o estado inicial, diga- 

mos (x„y,), do pendulo estd suficientemente prdximo de um ponto cri'tico estdvel, entao a energia 
y,) d pequena e o movimento (trajetdria) associado a essa energia permanece prdximo do ponto cri'tico. 
Pode-se mostrar que se V'(x„>’i) d suficientemente pequena, entao a trajetoria e fechada e contdm o ponto 
cri'tico. Por exemplo.suponha que estd perto de (0,0) e que Vf.r,.^,) d muito pequena. A equagao 
da trajet6ria com energia V'(:t|,.y 1 ) d 

V(x,y) = mgL( 1 - cosx) + \ml}y 2 = V(.vi,yi). 

Para x pequeno, temos 1 - cos x = 1 - (1 -x72! + ...) «.t 2 /2. Logo, a equagao da trajetdria d, aproxima- 
damente, 

\mgLx 2 + \mL V = V(.ri,>-|), 
ou 

x 2 , y 2 

2V{x u yi)/mgL + 2V(xi,yi)/mL 2 

Isso e uma elipse em tomo do ponto crflico (0,0); quanto menor V(.v,. v,). menores sao os eixos da elipse. 
Fisicamente, a trajetoria fechada corresponde a uma solugao periodica no tempo — o movimento d uma 
pequena oscilagao em torno do ponto de equilibrio. 

Se existe amortecimenlo, no entanto, d natural esperar que a amplitude do movimento diininua com 
o tempo e que o ponto cri'tico estavel (centro) se torne um ponto cri'tico assintoticamente estdvel (ponto 
espiral). Veja o retrato de fase para o pendulo amortecido na Figura 9.3.5. Isso quase que pode ser ar- 
gumentado a partir de dVIdt. Para o pendulo amortecido, a energia total ainda e dada pela Eq. (4), mas 
agora, pelas Eqs. (13) da Segao 9.2, dxldt = y e dyldt = -(g/L)seav - ( c/mL)y. Substituindo dxldl e dyldt na 
Eq. (5). obtemos dVIdt = - cLy 1 < 0. Portanto, a energia e nao decrescente ao longo de qualquer trajetdria 
c, exceto pela reta y = 0, o movimento e tal que a energia diminui. Logo, cada trajetoria tern que se apro- 
ximar de um ponto de energia minima — um ponto de equilibrio estavel. Se dVIdt < 0, em vez de 
dVIdt < 0, d razoavel esperar que isso continue vdlido para todas as trajetorias que comecem suficiente¬ 
mente proximas da origem. 

Para continuar aprofundando essas ideias, considere o sistema autonomo 

dx/dt = F(x,y), dy/dt = G{x,y ). (6) 

e suponha que o ponto .v = 0,)’ = 0 e um ponto cri'tico assintoticamente estavel. Entao existe algum domi- 
nio D contendo (0,0) tal que toda trajetoria que comega em D tende a origem quando t —► oo. Suponha 
que existe uma fungao “energia” V tal que V > 0 para (x,y) em D, com V = 0 apenas na origem. Como 
cada trajetdria em D tende it origem quando t —> oo, entao, seguindo qualquer trajetoria particular, V 
tende a zero quando / tende a infinito. O tipo de resultado que queremos provar d, essencialmente, a 
reciprocal se em todas as trajetorias V tende a zero quando t tende a infinito. entao as trajetdrias tern 
que se aproximar da origem quando t -*• oo e, portanto, a origem d assintoticamente estavel. Primeiro, no 
entanto, precisamos de vdrias definigoes. 

Suponha que V estd definida em um dominio D contendo a origem. A fungao V e dita positiva definida 
em D se F(0,0) = 0e V(x,y) > 0 em todos os outros pontos de D. Analogamente, V e negativa definida em 
D se 1^(0,0) = 0 e V(x,y) < 0 para todos os outros pontos de D. Se as desigualdades > e < sao substituidas 
por > e <, entao V d dita positiva semidefinida e negativa semidefinida, respectivamente. Enfatizamos 
que ao se falar de uma fungSo positiva definida (negativa definida, ...) em um dominio D contendo a 
origem, a fungao tern que se anular na origem, aldm de satisfazer a desigualdade apropriada em todos os 
outros pontos de D. 


EXEMPLO 



A fungao 


V(x,y) = senfx 2 + y 2 ) 

d positiva definida em x 2 + y- < zr/2, jd que ^(0,0) = 0 e V(x,y) > 0 para 0 < .r 2 + y~ < .t/2. No entanto, a fungao 

V^,y) = (x+y) 2 

sd d positiva semidefinida, ja que V(x,y) = 0 na reta y = -x. 


1 
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Oueremos considerar, tambem. a fum;ao 


l>(.v,y) = V.,(.v. y)F(x.y) + V y (x,y)G(x,y), 


(7) 


undo Fc G sao as (undoes da Eq. (6). Escolhemos essa notagao porque V(x.y) podc scr identificada com 
a taxa de variaqao dc V' ao longo da trajetdria do sistema (6) que passa pelo ponto (.v.y). Em outras pala- 
vras, se .v = </>(/). y = i//(/) e uma soluqao do sistema (6). entao 


dV\4>U).^U)] 

dt 


VAMn.mi 


<bu) 

dt 


+ 


Vy[<PU),\l/(t)] 


d\lf(t ) 
dt 


= V x (x,\)F(x,y) + V y (x,y)G(x,y) 

= ( 8 ) 

Vamos nos referir a 1‘uncao V muitas vezes como a derivada de V’ cm relaqao ao sistema (6). 

Vamos enunciar dois teoremas de Liapunov, o primeiro sobre eslabilidade e o segundo sobre instabi- 
lidade. 


Teorema 9.6.1 Suponha que o sistema autdnomo (6) tenha um ponto critico isolado na origem. Se existir uma fumjao 
" V, continua com derivadas parciais contfnuas, que seja positiva definida e para a qual a fumjilo V'. dada 

pela Eq. (7), seja negativa definida em algum dominio P no piano xy contendo (0,0). entao a origem e 
um ponto critico assintoticaniente cstdvcl. Se V for negativa semidefinida. entao a origem d um ponto 
critico estiivel. 


Teorema 9.6.2 Suponha que a origem e um ponto critico isolado do sistema autonomo (6). Seja V uma fum;ao continua 
=■ com derivadas parciais continuas. Suponha que V'(0,0) = 0 e que, em toda vizinhanqa da origem. existe 
pelo menos um ponto onde Ve positiva (negativa). Se existir um dominio P contendo a origem tal que 
a fun?ao V.dada pela Eq. (7), seja positiva definida (negativa definida) em P, entao a origem e um ponto 
critico insttivel. 


A fum;ao V e chamada de uma fumpio de l.iapunm Antes de esboqarmos argunicntos geometricos 
para os Teoremas 9.6.1 e 9.6.2. observamos que a diliculdade na utili/ai^ao desses teoremas e que eles nao 
nos dizem como construir uma funqao de Liapunov, supondo que exista uma. Nos casos em que o sistema 
autonomo (6) representa um problcma fisico e natural considerar. primeiro. a energia total do sistema 
como uma fun<j3o de Liapunov possivel. Entretanlo. os Teoremas 9.6.1 e 9.6.2 podem ser aplicados em 
casos onde o conceito de energia fisiea nao e pertinente. Em lais casos, pode ser necessaria uma aborda- 
gem envolvendo tentativa e erro. 

Vamos considerar a segunda parte do Teorema 9.6.1.ou seja.o caso em que V < 0. Seja c > 0 uma cons- 
lante e considere a curva no piano xy dada por V'(.v. y) = c. Para c = 0. a curva se reduz a um tinico ponto 
.v = 0. y = 0. Vamos supor que se 0 < i, < c : , entao a curva V(.v. y) = c, content a origem e estii contida no 
interior da curva V’(x.y) = o.como ilustrado na Figura 9.6.1«. Vamos niostrar que uma trajetoria comc- 
ijando no interior de uma curva fechada V(.v. y) = c nao pode cruz.ar a curva para sair. Logo, dado um 
circulo de raio« em torno da origem. escolhendo c sulicientemente pequeno. podemos garantir que toda 



FIGURA 9.6.1 Interpretaqaogeometrica do metodo de Liapunov. 
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trajeUSria comeqando no interior da curva fechada V(x,v) = c permanece no interior do circulo de raio e; de 
fato. ela permanece no interior da propria curva V(x,y) = c. Portanto. a origem £ um ponto critico estavel. 

Para mostrar isso, lembre-se do calculo que o vetor 

V V(x,y) = V x (x ,y)l + F y (.t,y)j, (9) 

conhecido como o gradiente de V. £ normal a curva V’(.v, y) = c e aponta na direijao do crescimento de 
V'. No caso atual. V aumenta quando se afasta da origem, logo XV aponta para longe da origem, como 
indicado na Figura 9.6.1ft. Considere. agora, uma trajetoria .v = <p(t). y - dosistema (6) e lembre que 
o vetor T(t) = <t>'(l)i + j <5 tangcnte it trajetoria em cada ponto: veja a Figura 9.6.1ft. Sejam .r, = 0(r,), 
y, = \!/(t ,) um ponto de interseqiio da trajetdria com uma curva fechada V(.v,y) = c .Nesse ponto. 0’(r,) = 
F(.v,.y,) e \= G(.r,.y,).logo. da Eq. (7).obtemos 

FUi.yi) = V x (xi,yi)<p'(ti) + V' y (X|,y l )t/f'(/ 1 ) 

= [Kr(-vi,>*i)i + F,>j] • [0'Ui)i + \&'(/i)j] 

= VF(.ri.vi) - T(fj). (10) 

Portanto, F(x„y,) £ o produto escalar do vetor Vl’(.t„y,) com o vetor T(/,). Como F(x,,y,) < 0. segue 
que o cosseno do angulo entre VF(.v,.y|) e T(f,) tambem e menor ou igual a zero; portanto. o angulo estS 
no intervalo [tt/2, 3.t/2]. Logo, o movimento da trajetLiria, em relatjao a V 7 (.v. v) = c, £ para dentro ou, no 
pior caso, e tangente a essa curva. As trajetdrias que come^am dentro de uma curva fechada F(.r„y,) = 
c (nao importa o quao pequeno seja c) nao podem escapar. de modo que a origem e um ponto estavel. 
Se F(.V|. y,) < 0, entao as trajetdrias passando por pontos na curva dirigem-se. de fato, para dentro. Em 
consequencia. pode-se mostrar que as trajetdrias come^ando suficientemente prdximas da origem tern 
que se aproximar da origem: portanto, a origem 6 assintoticamente estavel. 

Um argumento geometrico para oTeorema 9.6.2 segue de maneira analoga. De fato, suponha que V 
e positiva detinida e suponha que, dado qualquer circulo em torno da origem, existe um ponto interior 
(.v,.y,) no qual V'( v,,y,) > 0. Considere uma trajetoria que comece em (.v,, v,). Ao longo dessa trajetoria 
V tern que crescer, pela Eq (S). ja que Ff.Vj.y,) > 0: alem disso. como V (v,, y,) > 0. a trajetoria nao pode 
se aproximar da origem. pois Ffl). 0) = 0. Isso mostra que a origem nao pode ser assintoticamente estavel. 
Explorando mais o fato de que ^(.v,.y,) > 0, e possivel mostrar que a origem e um ponto instavel; no en- 
tanto. nao faremos esse argumento. 


EXEMPLO 

2 


1 1 se o Teorema 9.6.1 para mostrar que (l). 0) e um ponto critico estavel para as equates do pendulo sem amor- 
tecimento (2). Use. tambem. oTeorema 9.6.2 para mostrar que (.t. 0) e um ponto critico instavel. 

Seja V a energia total dada pela F.q. (4): 

l'(t.y) = mgH 1 - cos.t) + ^>nL 2 y 2 . ( 4 ) 

Se escolhermos D como o dominio -.t 2 < .r < .t 2, -oo < y < oc, entao V 6 positiva ai exccto na origem. onde e 
zero. Logo. V e positiva definida em D. Alem disso, como j;i vimos. 

V = (rn gL sen .r)(y) + (mL 2 y)(—g sen x)/L = 0 

para todo .v e y. Logo V'tS negativa semidefinida em D. Em consequencia. pela ultima parte no Teorema 9.6.1. 
a origem e um ponto critico estavel para o pendulo nSo amortecido. Observe que essa conclusAo n.1o pode ser 
obtida peloTeorema 9.3.2, ja que (0.0) e um centra para o sistema linear correspondcnte. 

Considere. agora, o ponto critico (.7.0). A fun?ao de Liapunov dada pela Eq. (4) n3o £ mais apropriada.ja 
que oTeorema 9.6.2 pede uma fum,ao V' para a qual V' e positiva ou negativa definida. Para analisar o ponto (;r. 
0), e conveniente mover esse ponto para a origem atraves da mudamja de variaveis x = n + u.y - v. Entao. as 
equates diferenciais (2) ficam 

i lu/di = v . dv/dl = - sen u, (11) 

e o ponto critico no piano uv e (0,0). Considere a fun«;ao 

V'O/, v) = v sent/ (12) 

e seja D o dominio -7/4 < ii < 7/4. -cc < e < oc. Entao. 

V = (t’COSu)(v) + (sen u)[(g/L )sen «] = v 2 cos u + ( g/L) sen'’ u (13) 

e positiva definida em D. A linica coisa que falta verificar £ se existem pontos em todas as vizinhanqas da ori¬ 
gem onde o pr6prio V £ positivo. Da Eq. (12) vemos que V(u. v) > 0 no primeiro quadrante (onde sen «ec 
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Teorema 9.6.3 


Teorema 9.6.4 


EXEMPLO 

3 


sao positivos) e no terceiro quadrante (onde umbo- sao negatives). Logo, as conduces do Teorema 9.6.2 sao 
satisfeitas e o ponto ((),()) no piano ur.correspondente ao ponto (rr.O) no plano.vv, e instavel. 

As equates para o pendulo amortecido sao discutidas no Prohlema 7. 


De um ponto de vista pratieo, cstamos mais interessados. muitas vezes, na bacia de atra^ao. O teorema 
a seguir fornece alguma informatjao sobre o assunto. 


Suponha que a origem e um ponto isolado do sixtema autonomo (6). Seja V uma funijao contfnua com 
derivadas parciais de primeira ordem contfnuas. Se existe um dominio limitado D k contendo a origem. 
onde V(x,y) < K para algum K positivo, V e positiva definida e V'e negativa definida, entao toda solugao 
das Eqs. (6) que comeqa em um ponto em D k tende a origem quando t tende a infinito. 


Em outras palavras. o Teorema 9.6.3 diz que >e x = <2>u), v = \1/(1) e a solu<;ao das Eqs. (6) com dados 
iniciais em D k , entao (.v, y) tende ao ponto critico (II. 0) quando I — oo. Logo, D k e uma regiao de es- 
tabilidade assintotica: e clam que pode nan ser toda a bacia de atra^ao. Esse teorema e demonstrado 
mostrando-se que (i) nao existe solu^ao periodica do sixtema (6) em l) k . e (ii) nao existem outros pontos 
criticos em D k . Segue, entao, que ax trajetoriax comeijandoem D k nao podeni escapar e. portanto. tern que 
tender it origem quando t tende a infinito. 

OsTcoremas 9.6.1 e 9.6.2 fornecem condones sutieieniex para a estahilidade e a instabilidade. respecti- 
vamente. mas essas condiqoes n3o sao necessarian A nossa falha em determinar uma fun<;ao de Liapunov 
adequada lambent nao significa que nao existe uma. Infelizmente. nao existe metodo geral para a cons- 
tru«, - ao de funises de Liapunov: entretanto. j;i lot teito um extenso trabalho de construtjAo de tuncoes de 
Liapunov para classes especiais de equates O proximo teorema. cnunciado sem demonstrable. fornece 
um resultado algebrico elementar que e util, muitas ve/es. na construt,\io de lunqdes positivas delinidas 
ou negativas delinidas. 


A fumjtio 


V(x.y) = ax 2 + bxy + cy 2 

(14) 

e positiva definida se. e somente se. 


a > 0 e 4«c — b 2 > 0, 

(15) 

e e negativa definida se, e somente se. 


a < 0 e 4nc — b 2 > 0. 

(16) 


O uso do Teorema 9.6.4 e ilustrado no proximo exemplo. 


Mostre que o ponto critico (0. (I) do sistema autonomo 

ilx/ilt = —x — rr. dy/dt — -y — x~y ( \i) 

e assintoticamente estavel. 

Vamos tentar construir uma fumjae de Liapunov da forma (14). Entilo. \\(x.y) - 2 ax + by. L,(.i.y) = bx + 
2cv. de modo que 

V(x,y) = (lax + by)(-x - .vr i + (bx + 2cy)(—y - x*y) 

= - [2n(.r 2 + ry ! ) + htlxy + rv' + .r’y) + 2r(y 2 + .rV)]. 

Se escolhermos b = 0 e a e c conus dois numeros positivos quaisquer. entao V e negativa definida c V e positiva 
definida pelo Teorema 9.6.4. Logo, pelo Teorema 9.6.1 a origem e um ponto critico assintoticamente estavel. 
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EXEMPLO 

4 


Considere o sistema 


dx/di = .t(l — x — v), 
dy/dt = y(0,75 - y - 0.5.r). 


( 18 ) 


Vimos, no Exemplo 1 da Segao 9.4, que esse sistema modela um determinado par de especies etn competigao e 
que o ponto crftico (0,5; 0.5) e assintoticamente estdvel. Confirme essa conclusao encontrando uma fungao de 
Liapunov adequada. 

Simplifica se colocartnos o ponto (0,5; 0.5) na origem. Para isso, sejam 

x = 0.5 + u. y = 0,5 + r. ( 19 ) 

Entao. substituindo x e y nas Eqs. (18), obtemos o novo sistema 

du/dt = —0.5// - 0,5i' - u 2 — uv, 
dv/di = —0.25// — 0,5r — 0,5//i' — v 2 . 


Para manter os calculos relativamente simples, considere a fungao V'(//, i ) = tr + ir como uma fungao de Lia¬ 
punov possivel. Essa fungao e claramente positiva definida. de modo que so precisamos determinar se existe 
uma regiao contendo a origem no piano iiv onde a derivada Lem re la 980 ao sistema ( 20 ) e negativa definida. 
Calculamos V(u, v) e encontramos 

V(u,v) - V,,^ 4 v/~ 
di dt 

= 2<<( —0.5// — 0.5t’ — u 2 — uv) 4 2r(—0,25// — 0.5r — 0,5 uv - v 2 ), 
ou 


V(u, v) = - [(/r 4 1.5/a' 4 r 2 ) + (2u : ' 4 2 trv -I- uv 2 -)- 2i> 3 )], (21) 

onde juntamos os terrnos quadraticos e os ciibicos. Queremos mostrar que a exprcssao entre colchetes na Eq. 
(21) e positiva definida, pelo menos para 11 e r suficientemente pequenos. Observe que os lermos quadraticos 
podem ser escrilos na forma 

u 2 + 1,5/a’ 4- ir = 0.25(// 2 + v 2 ) + 0.75(// + z') 2 , (22) 


de modo que esses lermos sao positivos detinidos. Por outro lado.os terrnos ciibicos na Eq. (21) podem ter qual- 
quer sinal. Precisamos mostrar,entao, que em algunta vizinhanqa de // = 0, /■ = 0, os terrnos ciibicos sao menores. 
em modulo, do que os terrnos quadraticos. ou seja. 

|2//' 3 + 2// 2 d + uv 2 + 2i’ 3 ] < 0,25l// : 4- tr) 4- 0.75(// + u) 2 . (23) 

Para estimar a expressao a esquerda do sinal de desigualdade na Eq. (23). vamos inlroduzir coordenadas polu- 
res // = r cos 0,v = r sen 0. Entao, 

I2// 3 4- 2/rr 4 uv 2 4 2r*| = r 1 1 2cos' U 4 2 cos 2 nsen/t 4 cosftsen 2 d + 2 sen ' 0 \ 

< r' [2| cos' d 4 2 cos 2 41 sen 4| 4 I cos fl)scn 2 6 4 2| sen' 4|] 

< 7 r\ 

j;i que Isen 41, Icos 41 < 1. Para salisfazer a Eq. (23) e certamente sultcienle satisfa/er a conditio mais forte 


Ir 3 < 0,25 11/ 2 4- u 2 ) = 0,25r. 

que fornece r < 1/28. Logo, pelo menos nesse disco as hipoteses doTeorema 9.6.1 sao satisfeilas. de modo que 
;i origem e um ponto crftico assintoticamente estdvel do sistema (20). O mesmo e verdade. entao. para o ponto 
crftico (0,5; 0,5) do sistema original (18). 

Referindo-nos aoTeorema 9.6.3, o argumento precedente mostra tambem que o disco com centro em (0,5; 
0.5) e raio 1/28 e uma regiao de estabilidade assintolica para o sistema (IS). Essa regiao e bem ntenor do que a 
bacia de atra^ao inteira, como mostra a discussao na Seqao 9.4. Para obter uma eslimativa melhor da bacia de 
alragao do Teorema 9.6.3, os terrnos na Eq. (23) teriam que ser estimados de modo mais precise, teria que ser 
usada uma fun<;ao de Liapunov melhor (e. possivelmente, mais complicada). ou ambos. 


PR0BLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 4,conslrua uma fungao de Liapunov adequada da forma ax 2 + cv 2 , onde a e 
- — . c devem ser determinados. Depois, mostre que o ponto crftico na origem e do tipo indicado. 

1. dx/dt = —x 3 + xy 2 , dy/dt — —2x 1 y — y 3 ; assintoticamente estavel 

2 . dx/dt — - l.r 1 4 2xy 2 , dy/dt = -y'; assintoticamente estdvel 

3. dx/dt = -r 1 4 2y\ dy/dt = -2ry : ; estavel (pelo menos) 

4. dx/dt = x 3 - y\ dy/dt = 2xy 2 4 4.v 2 v 4 2y 3 ; instavel 
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5. Considere o sisienui do equates 


dx/di = y - .t fix.} ). dy/ih = -x - yf(x,y), 

ondc /e cnntinua e tem derivadas parciais dc primcira ordem contfnuas. Mostre que se/f.v, y) > 0 em al- 
guma vizinhansa da origcm. cntao a origem e um ponto cri'tico assintoticamente estavcl, e se/(.v.v) < 0 em 
alguma vizinharu,a da origcm, entSo a origem e um ponto crftico instdvel. 

Sugesicio: construa uma funqao de Liapunov da forma e(.v : t v : ), 

6. Uma generalizagao da equagiSo do pendulo nao amortecido e 

drtt/dr -rgUt) = 0, (i) 

onde g(0) = 0, g(t<) > 0 para 0 < u < A e g(») < 0 para -k < it < 0. ou seja, ug(ii) > 0 para n * 0. -k < n < k. 
Note queg(«) = sen ii tem cssa propriedade em ( -.t'2, n/2). 

(a) Fazendo v = ti.v - duldi, escreva a Eq. (i) coma um sistema de duas equates e mostre que a 0, \ = 
0 e urn ponto crftico. 

(b) Mostre que 

V(x,y) = + 

e posiliva delinida e use esse resitltado para mustrar que o ponto crftico (0.0) e estavcl. Note que a lunyao 
de Liapunov Iduda pela Eq.(ii)eorresponde a fungao energia V(.v,y) = (|)v- + (I - cos x) para ocasoem 
que g(») = sen it. 

7. Introduzindo vaii.iveis adimensionais adequadas. o sistema de cqiiagdcs niio lineares para o pendulo 
amortecido |Lq. (S) da Sergio 9.3] pode ser escrito na forma 


r 


gri) ds. 


-k < x < k 


(ii) 


ih/dt = v. tl) 'tit = > - sen a. 


(a) Mostre que a origem e um ponto critieo 

(b) Mostre que enquanto l'( v.y) - a : > e positive delinida. L(a. v) loina valores positives e negatives 

em qualquer dominio conleudo a origem. logo l into e uma lunyao de Liapunov. 

Sugcstiio: v sen x > 0 para v > II e v - sen v < t) para \ < 0. Considcrc os eases coin v posit ivo. mas tao 
pequeno que y‘ pode ser despre/ado se comparudo a i. 

(e) lIsttndo a fun^ilo de energia l '(a, y ) = (4 )\ 2 *■ (I - cos a ) meneionadu no Problema 6(b), mostre que 
a origem e um ponto critieo estavcl. Como i> sistema tern amorteeimento, podemos esperar que a ori¬ 
gem seja assintoticamente estavcl. No entanto. nao e possivcl chcgar a cssa conclusao usando-sc csta 
funqiio de Liapunov 

(d) I’ara moslrar a estabilidade assintdtiea. c nccessarioconstruir uma fuiu,ao de Liapunov mclhor do que 
a usad .1 nt> item (e). Mostre que t'f r. v) — (-L)(\ f y) : - ,v : 4 (i)v : c tal lunyao de Liapunov c conelua 
que a origem e um ponto eritieo assintoticamente estate!. 

Sttgcxitio: da formula de Taylor com resto. segue que sen v = x ora 73!. onde or depende de v, mas 0 < 
u< I para -nil < x < nil. Entao. fa/endo a = rcosW. v = r sen 9, mostre que V (r cos 0, r sen W) = -r|l 
+ It(r.O )|. onde \h(rj))\ < I se r for suficienlementc pequeno. 

8. A cquatpio de I ienatd (Problema 30 da Scgiio 9.3) e 

d'r d\ 

TT-rdr) - + g(i> = 0, 
dl- dt 


9 . 


onde g satisfaz a conduces do Problema 6 e e(i) > 0. Mostre que o ponto n = O.dfUlt - 0 e um ponto crftico 
estdvel. 

(a) Um caso particular da equayao de I tenard do Problema 8 e 


ift 

dl'- 


d i 

+ a/ +«<•■. = <>. 


onde g satisfaz as condifdcs do Problema ft Fa/endo a = i\y - dvldl, mostre que a origem e um ponto 
eritieo do sistema resultantc. Fssa equa^ao pvtde ser interpretada como descrevendo o movimento de 
um sistema mola-massa com amorteeimento proporcional a velocidade c uma forga restauradora nao 
linear. Usando a tunyao de Liapunov do Problema 6. mostre que a origem e um ponto critieo estdvel. 
mas note que mesmo com amorteeimento nao podemos coneluir a estabilidade assintdtiea com esta 
fungao de Liapunov. 

(It) A estabilidade assintdtiea do ponto crftico (t). 0) pode ser estabelecidu eonstruindo-se uma fungdo de 
Liapunov mclhor, como foi feito no item (d) do Problema 7. No entanto, a an^lise para uma funt^og 
geral e um pouco mais softsticada, e vamos meneionar, apenas, que uma forma apropriada para l' e 
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V(x,y) = jy 2 + Ayg(x) + f g(s) ds, 

Jo 

onde A 6 uma constante positiva a ser cscolhida de modo que V seja positiva defmida e quo V seja negativa 
definida. Para o problcma do pSndulo, g(x) = sen .t; use V como na equa^ao precedente com A = \ para 
mostrar quc a origcm 6 assintoticamente estavel. 

Sugestao: use sen x = x - ax y /3\ e cos x = 1 - onde a e /(dependent de x. mas 0<a<le0</5<l 
para -rr/2 < x < it! 2; sejam x = r cos 6,y = r sen 0 . e mostre que V (r cos 0, r sen 0) = -(4-)r[l + (4-) sen 20 + 
h(r, 0)], onde l/i(r, 0)1 < y para r suficientemente pequeno. Para mostrar que V' & positiva definida. use que 
cos x = 1 - x*/2 + yx*IV., onde y depende de x e 0 < y < 1 para -txI 2 < .v < 7x12. 

Nos Problemas 10 e 11. vamos provar parte do Teorema 9.3.2: se o ponto crftico (0.0) do sistema loealmente 
linear 


dx/dt = a\\x + any + F\(x,y), dy/dt = a 2l x + a^y + G^x.y) (i) 

for um ponto crftico assintoticamente estavel do sistema linear correspondcnte 

dx/dt = a n x +a u y, dy/dt = a 2x x + a 22 y, (ii) 

entao ele serd um ponto crftico assintoticamente estavel do sistema loealmente linear (i). O Problema 12 trata 
do resultado correspondcnte para a instabilidade. 

10. Considere o sistema linear (ii). 

(a) Como (0,0) 6 um ponto crftico assintoticamente estdvel. mostre que n,, + a,, < 0 e a a.. - a a- > 0. 
(Veja o Problema 21 da Seqao 9.1.) 

(b) Construa uma fumjao de Liapunov K(jr,y) = Ax'- + Bxv + Cy : tal que V seja positiva defmida e V seja 
negativa defmida. Um modo de garantir que V'scja negativa defmida e escolher A.B e C tais que V'(.r. 
y) = - x 1 - y 2 . Mostre que isso leva ao resultado 

4 + (<*11022 — <*I2<*2|) „ <*I2<*22 + <*H<*2I «|| + <*U + («ll<*22 ~ <»I2<*2|) 

A = -^ . B- - . C- 24 • 

onde A = (<i„ + a : 2 )(a u a :2 - a l2 a 2 ,). 

(c) Usando o resultado do item (a), mostre que A > 0 e depois mostre (sao necessarios varies passes 
algdbricos) que 

4/1C - B : — +a i: +a :i + a 22 )( a u a ” ~ «i.' t *ril + 2(<in«22 — () 

A : 

Logo, pelo Teorema 9.6.4. V e positiva definida. 

11. Neste problema. vamos mostrar que a fun?ao de Liapunov construfda no problema precedente lambent 
6 uma fun^ao de Liapunov para o sistema loealmente linear (i). Precisamos mostrar que existe alguma 
regiao contendo a origcm na qual V t5 negativa definida. 

(a) Mostre quc 

V' (.V. y) = -(.r 2 -fy 2 ) + (2At + By)F\(x.y) + (Bx + 2Cy)Gi(.t,y). 

(b) Lembre-se de que F { (x,y)lr -* Oe G|(.v,y) Ir -* 0 quando r = (.r 2 + y 2 ) 12 -* 0. Isso significa que dado 
qualquer t > 0 existe um cfrculo r = R em torno da origcm tal que. se 0 < r < R. entao IF,(.t. y)l < tr e 
IC,(.r.y)l < e r. Escolhendo M como o maximo entre 12/11, l/JI e I2CI. mostre. usando coordenadas pola- 
res, que R pode ser escolhido de modo que Vf.v.y) < 0 para r < R. 

Sugestao: escolha e suficientemente pequeno em fun<;ao de M. 

12. Neste problema, vamos provar uma parte do Teorema 9.3.2 relativa & instabilidade. 

(a) Mostre que se a,, + a 12 > 0 e > 0, entao o ponto crftico do sistema linear (ii) 6 instdvel. 

(b) O mesmo resultado 6 vdlido para o sistema loealmente linear (i). Como nos Problemas 10 e 11.cons¬ 
trua uma fun<;ao positiva definida V tal que V'(.r, y) = x : + y 2 , de modo que V seja positiva definida, e 
invoque o Teorema 9.6.2. 


9.7 Solugoes Periodicas e Ciclos Limites 


Nesta se 9 do vamos discutir mais a fundo a possfvel existGncia de solu^oes periodicas de sistemas autdno- 
mos de segunda ordem da forma 



Equates Dieeremciajs NAo Limeares e Estabiudade 429 


x' = f(x). ( 1 ) 

Tais solugoes satisfazem a relagao 

x(f +T) = x(t) (2) 

para todo t e para alguma constante nao negativa T chamada de periodo. As trajetdrias correspondentes 
sao curvas fechadas no piano de fase. Solugoes periodical com frequencia, tem um papel importante em 
problemas fi'sicos, pois representam fenomenos que ocorrem repetidamente. Em muitas situates, uma 
solugao periddica representa um “estado final" para o qual todas as solugoes “vizinhas” tendem quando 
a parte transiente. devido as condigoes iniciais, vai sumindo. 

Um caso particular de solugao periodica e a solugao constante x = x°, que corresponde a um ponto 
critico do sistema autonomo.Tal solugao e claramente periddica com qualquer periodo. Nesta segao, ao 
falarmos de solugao periddica queremos dizer uma solugao periddica nao constante. Nesse caso o periodo 
T e positivo e escolhido, em geral, como o menor numero positivo para o qual a Eq. (2) € vdlida. 
Lembre-se de que as solugoes do sistema autonomo linear 

x' = Ax (3) 

sao periodicas se,e somente se.os autovalores da matriz A sao imaginctrios puros. Nesse caso,o ponto cri¬ 
tico na origem e um centro. como discutido na Segao 9.1. Enfatizamos que se os autovalores de A forem 
imaginarios puros, entao loda solugao do sistema linear (3) sera periddica, enquanto se os autovalores 
nao forem imaginarios puros nao existirao solugoes periodicas (nao constantes). As equagoes predador- 
presa discutidas na Segao 9.5, embora nao lineares,comportam-se de maneira analoga: todas as solugoes 
no primeiro quadrante sao periodicas. O exemplo a seguir ilustra um modo diferente em que podem 
aparecer solugoes periodicas de sistemas autonomos nao lineares. 


EXEMPLO 


Discuta as solugoes do sistema 




( x \ _ ( .* + y-.ri.r 2 +r)\ 
\>7 “ \~X + y - y(x'- + y 2 )) ' 


Nao e diffcil mostrar que (0,0) e o tinico ponto critico do sistema (4) e, tambem.que o sistema 6 localmente 
linear em uma vizinhanga da origem. O sistema linear correspondente 

CH-! ')(:) 

tem autovalores 1 ± i. Logo, a origem e um ponto espiral instavel, tanto para o sistema linear (5) quanto para o 
sistema nao linear (4). Assim, qualquer solugao que comece proxima & origem no piano de fase vai se afastar da 
origem ao longo de uma espiral. Como nao existem outros pontos criticos, poderfamos imaginar que todas as 
solugoes das Eqs. (4) correspondem a trajetdrias que tendem ao infinito ao longo de espirais. No entanto.vamos 
mostrar que isso nao esta correto porque, muito longe da origem, as trajetorias estao orientadas para dentro. 

E conveniente usarcoordenadas polares ret),onde 

x = r cos 8, y = r sen 9, (6) 

e r > 0. Se multiplicarmos a primeira das Eqs. (4) por x, a segunda por y e depois somarmos, obteremos 

lit dv , 1, 7,7 


x rr + y~r 

dt dt 


= (.r+r)-(Ar 2 +y 2 ) 2 . 


Como A = x 2 + y 2 e r(drldt) = x(dxldt) + y(dyldt), segue da Eq. (7) que 

^^(l-r 2 ). (8) 

Esta equagao 6 semelhante its equagoes discutidas na Segao 2.5. Os pontos criticos (para r > 0) sao a origem 
e o ponto r = 1, que corresponde ao ctrculo unittirio no piano de fase. Da Eq. (8), segue que drldt > 0 se r < 1 e 
drtdt < 0 se r > 1 . Logo, no interior do cfrculo unitario as trajetorias estao orientadas para fora, enquanto no ex¬ 
terior estao orientadas para dentro. Aparentemente, o ctrculo r = 1 e uma trajetdria limite para esse sistema. 

Para determinar uma equagao para 8, multiplicamos a primeira das Eqs. (4) por y , a segunda por x e subtra- 
fmos, obtendo 

dx dy , 

1,1 
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Calculando dxldt e dyldt das Eqs. (6). vemos que a expressao it esqucrda do sinal de igualdade na Eq. (9) £ 
-r(dOldt), de modo que a Eq. (9) se reduz a 


i. 

dt 


( 10 ) 


O sistema de equates (8). (10) para r e 0 6 equivalente ao sistema original (4). Uma so!u<;5o do sistema (8) 

( 10)6 


r = l, 9 = -t + f 0 . 


(II) 


onde /„ 6 uma constante arbitraria. Quando t aumenta, uni ponto que satisfa?a as Eqs. (II) move-se no sentido 
horario ein cima do circulo unitario. Assini, o sistema autonomo (4) tern uma solugdo periodica. Outras solu¬ 
tes podeni ser obtidas resolvendo-se a Eq. (8) pelo m6todo de separaqao de variitveis: se r ^ 0 e r # 1. entao 

dr 

ll2 > 

A Eq. (12) pode ser resolvida usando-se fraijoes parciais para se reescrever a expressao a esquerda do sinal de 
igualdade e. depois. integrar. Fazendo esses ctdculos. encontramos que a solutplo das Eqs. (10) e (12) 6 

1 e = -t + t n . ( 13 ) 


yr 


■ t' u e 


-2f 


onde c„ e r„ sao constantes arbitrarias. A soluijao (13) content, tambem. a soluqao (11). que pode ser obtida 
fazendo-se c„ = 0 na primeira das Eqs. (13). 

A soIuqUo satisfazendo as conduces iniciais r = p, 9 = a em / = 0 e dada por 


v/1 +((1/P 2 )- Ik- 21 ’ 


9 = -(/ - a). 


(14) 


Se p < 1. entSo r —* 1 por dentro quando t —► oo;sep> 1. entao r— 1 por fora quando t —» oo. Logo, em todos 
os casos as trajetorias sao espirais que se aproximam do circulo r = I quando / - - rv. A Figura 9.7.1 mostra 
diversas trajetorias. 



FIGURA 9.7.1 Trajetorias do sistema (4): uni ciclo limite. 


€ 


i 




Nessc cxemplo, o circulo r = 1 nao corresponde. apenas. a solutes periodicas do sistema (4). nias 
tambem atrai outras trajetdrias nao fechadas que espiralam em sua diregao quando t -* oc. Em geral, 
uma trajetoria fechada no piano de fase tal que outras trajetorias tendem a ela, por dentro ou por fora, 
quando t —► oo, 6 chamada de ciclo limite. Assini, o circulo r = 1 e urn ciclo limite para o sistema (4). Se 
todas as trajetorias que comegani perto de uma trajetoria fechada (tanto dentro quanto fora) espiralam 
na diregao da trajetoria fechada quando / —<• oo, entao o ciclo limite e assintoticamente estavel. Como 
a trajetoria limite 6, ela propria, uma drbila periodica, em vez de uni ponto de equilfbrio, esse tipo de 
estabilidade e chamado, muitas vezes, de estabilidade orbital. Se as trajetorias de urn lado espiralam em 
diregao a trajetoria fechada, enquanto as do outro lado se afastam quando t —► oo, entao o ciclo limite e 
dito semiestavel. Sc as trajetorias de ambos os lados da trajetoria fechada espiralam se afastando quando 
t -» oo, entao a trajetoria fechada e instavel.Tambem 6 possivel existir trajetorias fechadas tais que outras 
trajetorias neni se aproximam nem se afastani dela, por exemplo, as solugoes periodicas das equagoes 
predador-presa na Segao 9.5. Nesse caso, a trajetdria fechada e estavel. 
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A existencia de um ciclo limile assintoticamente estavel foi estabelccida. no Exemplo 1, resolvendo-se 
as equates explicitantente. Infcli/.mentc. isso nao e possfvel em geral, dc modo quc vale a pena conhecer 
teoremas gerais relativos it existencia ou nao cxistencia dc ciclos limites para sistcmas autonomies nao 
lincarcs. Para discutir esses teoremas. e convcniente escrever o sistema (I) em forma escalar 

dx/di = Ft.r.y). dy/dt = G(.v,y). ( 15 ) 


Teorema 9.7.1 Suponha que as fun^oes Fc G lent derivadas parciais de primeira ordem contfnuas em um domfnio D do pla- 
’ no xy. Uma trajetoria fechada do sistema (15) tem. necessariamente.que corner pelo menos um ponto critico 

(de equilibrio) cm seu interior. Se contiver a pen as um ponto critico. este ponto nao podera ser de sela. 


Nao vamos demonstrar esse teorema. mas c fdcil mostrar cxemplos dele. Um d dado pelo Exemplo 1 
e pda Figura 9.7.1. nos quais a trajetoria fechada content, em seu interior, o ponto crftico (0,0). um ponto 
espiral Outro exemplo £ o sistema de equates predador-presa na Se^ao 9.5: veja a Figura 9.5.2. Cada 
trajetoria fechada content, em seu interior, o ponto critico (3.2): neste caso. o ponto crftico e um centro. 

O Teorema 9.7.1 tambem e util de maneira negativa. Se dada regiao nao content pontos crfticos nSo 
podent existir trajetdrias fechadas inteiramente contidas na regiao. A mesma conclusSo pode ser obtida 
se a regiao content um tinico ponto crftico que £ de sela. Por exemplo, no Exemplo 2 da Set;ao 9.4. um 
exemplo sobre especies em competi^ao.o tinico ponto critico no interior do primeiro quadrante £ o ponto 
de sela (0,5:0.5). Portanto, eslc sistema nao tent trajetdrias fechadas contidas no primeiro quadrante. 

Um segundo rcsultado sobre a nao existencia de trajetdrias fechadas e dado pelo teorema a seguir. 


Teorema 9.7.2 Suponha que as fun^des FeG tent derivadas parciais dc primeira ordem contfnuas em um domfnio 

-- simplesmente conexo D do piano xy. Se F + G, tem o mesmo sinal em todos os pontos de D, entao nao 

existe trajetoria fechada do sistema (15) inteiramente contida em D. 


Uni domfnio simplesmente conexo ent duas dimensdes e um que nao tent huracos. O Teorema 9.7.2 e 
unta consequencia direta doTeorema de Green no piano: veja o Prohlenta 13. Note que se F, + G, muda de 
sinal no domfnio. nao podemos concluir coisa alguma: podent existir ou nao trajetdrias fechadas em D. 

Para ilustrar o Teorema 9.7.2.considere o sistema (4). Um calculo rotineiro mostra que 

Ftlx.y) + G y (x,y) = 2 - 4t.r + y'l = 2(1 - 2r’). (16) 

onde.como de habilo, r =.v ; + v . Logo. F, + G, e positix a para ()</ < l/v/2.de modo que nito existe tra- 
jetdria fechada neste disco. E claro. mostramos no Exemplo I que nao existe trajetoria fechada na regiao 
ntaior r < 1. Isso ilustra que a informaqao dada pelo Teorema 9.7.2 pode nao ser o melhor resultado pos- 
sfvel. Referindo-nos. mais uma ve/.a Eq. (16). note que F, + G, < 0 para r > l/>/2. No entanto.o teorema 
nao se apliea neste caso.ja que esta regiao anular nao e simplesmente concxa. De fato.como mostramos 
no Exemplo l.ela content um ciclo limite. 

O teorema a seguir nos da condi(,des que garantem a existencia de uma trajetoria fechada. 


Teorema 9.7.3 (Teorema de Poincare-Bendixson) 11 Sejam Fe G funqdes com derivadas parciais de primeira ordem 
1 contfnuas em um domfnio D no piano .try. Seja D, uni subdontfnio limitado de D e seja R a regiao que 

consiste na uniao de D, it sua fronteira (todos os pontos de R pertencem a D). Suponha que R nao con¬ 
tent pontos crfticos do sistema (15). Se existir uma constante r„ tal que x = 4>(t),y = ^(f) & uma soluqdo 
do sistema (15) que existe e permanece em R para todo t > f„, entao. ou x = $(/),>’ = \£r(/) £ uma solu^io 
periddica (trajetdria fechada), ou .t: = <t>(l),y = ^( t ) espirala tendendo a uma trajetdria fechada quando 
t —e oo. Em qualquer dos casos, o sistema (15) tem uma solu<;ao periddica ent R. 


Note que se R content unta trajetdria fechada. entao necessariamente. pelo Teorema 9.7.1, esta traje¬ 
tdria tem que conter uni ponto crftico em seu interior. No entanto. este ponto crftico nao pode pertencer 
a R. Logo, R nao pode ser simplesmente conexo; tem que ter um buraco. 


"lvar Otto Bendixson (1861-1935). um matematico succo. recebeu seu doutorado da Univcrsidade Uppsala; foi professor c 
depois rcitor durante muitos anos na Univcrsidade de Estocolmo. F.ste teorema apareeeu em um artigo publicado por ele na 
revista A cm Mathematica em 1901, 
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Como apIicag3o do Tcorema de Poincare-Bendixson. considere, novamente, o sistema (4). Como a 
origem 6 um ponto crftico, ela tern que ser exclufda. Por exemplo. podemos considerar a regiao R definida 
por 0,5 < r < 2. A seguir, precisamos mostrar que existe uma solugao cuja trajetoria permanece em R para 
lodo t maior ou igual a algum Isso segue imediatamente da Eq. (8). Para r = 0,5, drldt > 0,de modo que 
r aumenta, enquanto para r = 2, drldt < 0, de modo que r diminui. Logo, qualquer trajetdria que cruza a 
fronteira de R estd entrando em R. Em consequencia, qualquer solugSo das Eqs. (4) que comega em R em 
t = t n nao pode sair, mas tern que permanecer em R para t > £ claro que outros numeros. diferentes de 

0,5 e 2, podem ser usados; o importante e que incluam r = 1. 

Nao deverfamos inferir. dessa discussao dos teoremas precedentes, que e fdcil determinar se um sis¬ 
tema autonomo nao linear dado tern solugoes periodicas ou nao; muitas vezes isso nao d absolutamente 
simples. Com trequencia os Teoremas 9.7.1 e 9.7.2 n3o s3o conclusivos, enquanto para oTeorema 9.7.3 d 
dificil, muitas vezes, determinar uma regiao R e uma solug3o que sempre permanega nela. 

Vamos encerrar esta segao com outro exemplo de um sistema nao linear que tern um ciclo limite. 


EXEMPLO 

2 


A equagao de van der Pol 1 - 


u" — H (1 - tc)tt +14 = 0 , 


U7) 


onde n d uma constante nSo negativa descrcve a corrente it em um oscilador trfodo. Discuta as solugoes desta 
equagao. 

Se /i = 0. a Eq. (17) se reduz a ii" + it = 0. cujas solugOes sao ondas de seno ou cosseno de periodo 2 n. Para 
H >0,o segundo termo na expressao a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (17) tambem tern que ser consi- 
derado. Este e o termo da resistencia, proporcional a it'. com um coeticiente — /i( 1 - it') que depende de it. Para 
valores grandes de it este termo e positivoe age, comode habito.para redu/ir a amplitude da resposta. No entanto, 
para u pequeno o termo de resistencia e negativo e. portanto. faz com que a resposta cresga. Isso sugere que talvez 
exista uma solugao de tamanho intermediario para a qual outras solugoes tendam quando t aumenta. 

Para analisar a Eq. (17) com mais cuidado. vamos esereve-la como um sistema de duas equagdes introduzin- 
do as variavcis x = u.y = it 1 . Segue que 

.v' = y, y = -x + n( 1 - X')y. (18) 


O unico ponto crftico do sistema (IS) tS a origem. Perto da origem. o sistema linear correspondente e 


CH: ;)(;)■ 


(19) 


cujos autovalores sao (ft ± y/n : - 4)/2. Logo, a origem e um ponto espiral instavel para I) < /i < 2 c um no ins- 
tavcl para /( > 2. Em todos os casos, uma solugao que comega proxima da origem cresce quando t aumenta. 

Em relagao a solugoes periodicas. os Teoremas 9.7.1 e 9.7.2 fornecem. apenas. informagao parcial. Do 
Teorema 9.7.1 conclufmos que.se existirem trajetdrias fechadas, entao a origem tern que estar em seu interior. 
Calculando f',(x,y) + G,(.r. v).obtemos 


F,{x,y) + G r (x,y) = nil - r). 


( 20 ) 


Logo, segue do Teorema 9.7.2 que se existirem trajetdrias fechadas elas nao poderao estar contidas na faixa 
Lrl < 1. onde F, + G v > 0. 

A aplicagao do teorema de Poincare-Bendixson a este problema nao e tao simples quanto no Exemplo 1. Se 
introduzirmos coordenadas polarcs, veremos que a equagao para a variavcl radial r e 

r = n(l -r cos-(()rsen : «. (21) 


Novamente. considere uma regiao anular R dada por r, < r < r : .onde r , & pequeno er,e grande. Quando r = 
r,.o termo linear 3 direila do sinal de igualdade na Eq. (21) domina.e r' > O.exceto noeixo dos x, onde sen 0 = 
0 e. portanto. r' = 0 tambem. Logo, trajetorias estao entrando em R em todos os pontos do cfrculo r = r,. com a 
possfvel excegao dos contidos no eixo dos t. onde as trajetdrias sao tangentes ao cfrculo. Quando r = r : . o termo 
cubico 3 direita do sinal de igualdade na Eq. (21) e o dominante. Entao r' < O.exceto nos pontos pertencentes 
ao eixo dos .r, onde r' = 0, e nos pontos prdximos ao eixo dos y, onde r cos : 0 < 1 e o termo linear faz. com que 
r' > 0. Portanto, nao importa quao grande seja o cfrculo. sempre haverd pontos sobre ele (a saber, os pontos 
pertencentes ou prdximos ao eixo dos y) onde as trajetdrias cst3o saindo de R. Portanto, o teorema de Poincard- 
Bendixson nao e aplicavcl, a nao ser que consideremos regides mais complicadas. 


'-'Balthasar van der Pol (1889-1959), um ffsico e engenheiro eletrico holandcs, trabalhou no Laboratdrio de Pesquisas da 
Philips em Eindhoven. Foi pioneiro no estudo experimental de fenomenos nao lineares e investigou a equagdo que tern seu 
nome em um artigo puhlicado cm 1926. 
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E possivel mostrar. por uma andlise mais elaborada. que a equagao de van der Pol tern um linico ciclo limite. 
No entanio. nao prosseguiremos com essa linha de argumentagao. Em vez disso, vamos considerar uma abor* 
dagem diferente, onde fazemos o grafico de solugoes aproximadas calculadas numericamente. Observagoes 
experimentais indicam que a equagao de van der Pol tern uma solugao periodica assintoticamenle estdvel cujo 
periodo e amplitude dependcm do parametro /i. Olhando grdficos de trajetdrias no piano de fase e de « em 
fungao de t podemos entender melhor esse coniportamento periodico. 

A Figura 9.7.2 mostra duas trajetdrias da equagao de van der Pol no piano de fase para = 0,2. A trajetdria 
que comega proxima da origem afasta-se em forma de espiral e esta orientada no sentido hordrio; isso 6 consis- 
tente com o comportamento da aproximagao linear perto da origem. A outra trajetdria passa pelo ponto (-3, 
2) e vai para dentro. novamente no sentido hordrio. Ambas as trajetdrias sc aproximam de uma curva fechada 
que corresponde a uma solugdo periddica estdvel. A Figura 9.7.3 mostra os grdficos de u em fungdo de t para 
as solugdes correspondentes as trajetdrias na Figura 9.7.2. A solugao inicialmente menor tern sua amplitude 
gradualmente aumentada. enquanto a solugao maior decai gradualmentc. Ambas as solugoes tendem a um 
movimento periodico estdvel que corresponde ao ciclo limite. A Figura 9.7.3 tambdm mostra que existe uma 
diferenga de fase entre as duas solugdes quando elas sc aproximam do ciclo limite. Os grdficos de u em fungao 
de i tOm forma quase senoidal.consistente com o ciclo limite. que e quase circular neste caso. 



FIGURA 9.7.2 Trajetdrias da equagao de van der Pol (17) para n = 0.2. 



FIGURA 9.7.3 Grdficos de u em fungdo de t para as trajetdrias na Figura 9.7.2. 

As Figuras 9.7.4 e 9.7.5 mostram grdficos semelhantes para o caso n - 1. As trajetdrias. novamente. movcm- 
se no sentido hordrio no piano de fase, mas o ciclo limite <5 bem diferente de um circulo. Os grdficos de u em 
fungao de I tendem mais rapidamente a oscilagao limite e, mais uma vez. mostram uma diferenga de fase. As 
oscilagdes sao um pouco menos simetricas nesse caso.com uma subida mais ingreme do que a descida. 

A Figura 9.7.6 mostra o piano de fase para n = 5. O movimento permanece no sentido hordrio e o ciclo 
limite 6 ainda mais alongado, especialmente na dircgao do eixo dos y. A Figura 9.7.7 mostra um grdfico de u 
em fungao de t. Embora a solugdo comece longe do ciclo limite, a oscilagao limite d pralicamcntc alcangada 
em uma fragao de um periodo. Comegando em um de seus valores extremos no eixo dos x no piano de fase, 
a solugao move-se para a outra posigao extrema, comegando devagar, mas depois de atingir um determinado 
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FIGURA 9.7.7 Grafico dc u em funtjao de t para a trajetdria que espirala para fora na Figura 9.7.6. 

Esses gralicos mostram. claramenle, que na ausencia de excitaijao externa o oscilador de van der Pol tem 
detenuinados modos dc vibraqao caracterfsticos para cada valor de /t. Os graficos de it em funijao de t mostram 
que a amplitude dessa oscilaijao varia muito pouco com //. mas o perfodo aumenta quando n aunrenta. Ao 
mesmo tempo, a forma da onda muda de lima quase senoidal para uma muito menos suave. 

A presenija de urn unico movimento periddico que atrai todas as soluijdes (proximas), ou seja. de um cielo 
limite assintoticamentc eslavel, e um dos I'enomenos caracterfsticos associados a equates diferenciais nao 
linearcs. 


PROBLEMAS Em cada um dos Profile mas de I a 6, um sistema autdnomo esta expresso em coordenadas polares. Determine 

- todas as solitaries periddicas, todos os ciclos limites e suns caracterfsticas de estabilidade. 

I. dr/tit = r 2 ( I - r 1 ), dO/dt = 1 2. dr/dt = r( 1 — rr. tW/dl = - 1 

3. dr/dt = r(r - 1 )(r — 3). dO/dt = I 4. dr/dt = r(l — r)(r — 2), ilti/dt = — 

5. dr/dt = sen .t r. dfi/dt = I 

6. dr/dt = r\r - 2\(r — 3). tld/dt = —\ 

7. Se .v = r cos d.y = r sen 0, rnostre que y(dxldt) - x(d\ dt) = -r(ddldt). 

S. (a) Vlostre que o sistema 


dx/dl = —v + xf(r)/r, dy/tlt = x 4- y[{r)/r 


tem soluijoes periddicas correspondentes aos zeros de /'(r). Oual o sentido do movimento nas trajetd- 
rias fechadas no piano de fuse? 

(b) Seja/(r) = r(r 2)’(r 4r + 3). Determine todas as soluijoes periddicas e suas caractertsticas de esta¬ 
bilidade. 


9. Determine as solitaries periddicas, se exislirem, do sistema 


dx 

~r - V + 
dt 


/ X 2 + V- 


=<a + ,= -2i. tf+,>-2>. 


!x l + y- 


10. Usando oTeorema 9.7.2, rnostre que o sistema autdnomo linear 


dx/dl — (t||.v -f «i2y, dy/dt = tiji-r + any 
nao tem soluijao periddica (diferente de x = 0 ,y - 0) se a n + </., ^ 0. 

Em cada um dos Problenras 11 e 12. rnostre que o sistema dado nao tem solutjoes periddicas nao constantes. 

11. dx/dt =.* + >’ 4-a 3 -y 2 , dy/dt = -x+ 2v + x 2 y + y 3 /: 

12. dx/dt =—2x - 3y - xy 2 , dy/dt = y + x 3 - x 2 y 

13. Prove oTeorema 9.7.2 completando o argumento a seguir. De acordo com o teorema de Green no piano, 
se C for uma curva fechada simples suficientemente suave e se Fc G forem fumjoes contfnuas com deriva- 
das parciais de primeira ordem contfnuas. entEo 

J [F(x,y)dy-G(x,y)dx] = JJ [F,(x,y) + G y (.t,y)] dA, 
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onde C e percorrida no sentido trigonomdtrico e R e a regiao limitada por C.Suponha quex = <p(l),y = 

& uma soluqao periodica do sistema (15) com perfodo T. Seja C a curva fechada dada por x = <p(t),y = 
para 0 < / < T. Mostre que, para esta curva, a integral de linha e nula. Depois, rnostre que a conclusao do 
Teorema 9.7.2 tern que seguir. 

14. (a) Examinando os gr6ficos de u em funqao de / nas Figuras 9.7.3, 9.7.5 e 9.7.7, estime o periodo T do 

oscilador de van der Pol nesses casos. 

(b) Calcule e faqa o grafico das solu^oes da equaqao de van der Pol para outros valores do pariimetro n. 
Estime o periodo T tamb^rn nesses casos. 

(c) Fa?a o grafico dos valores estimados de T em fun^ao de n. Descreva como 7'depende de fi. 

15. A equatjao 

u" - m (1 - jti^)u’ + 1 / = 0 
e chamada. muitas vezes, de equatjao de Rayleigh. 15 

(a) Escreva a equaqao de Rayleigh como um sistema de duas equates de primeira ordem. 

(b) Mostre que a origem 6 o linico ponto critico desse sistema. Determine seu tipo e se e assintoticamente 
estdvel, estavel ou instavel. 

(c) Seja n = 1. Escolha condiqoes iniciais e calcule a solutjao correspondente para o sistema em um inter- 
valo como 0 < t < 20 ou maior. Faqa o grafico de u em fungao de t e faija, tambem. o grafico da traje- 
toria no piano de fase. Observe que a trajetoria tende a uma curva fechada (um ciclo limite). Estime 
a amplitude A e o periodo T do ciclo limite. 

(d) Repita o item (c) para outros valores de n, como n = 0.2; 0.5; 2 e 5. Em cada caso, estime a amplitude 
A e o periodo T. 

(e) Descreva como o ciclo limite muda quando // aumenta. Por exemplo, faqa uma tabcla e/ou um grafico 
de A e Fern funqao de /r. 

16. Considere o sistema de equates 

x'- nx + y-x{jr +y 2 ), y = -.r + ny -yCt 2 +y 2 ), (i) 

onde /( e um parametro. Observe que esse sistema e igual ao do Exemplo 1, exceto pela inlroduyao de m- 

(a) Mostre que a origem e o unico ponto critico. 

(b) Encontre o sistema linear que aproxima as Eqs. (i) perto da origem e seus autovalores. Determine o 
tipo e a estabilidade do ponto critico na origem. Como esta classilicayao depende de /t? 

(c) Referindo-se ao Exemplo l.se necessario.coloque as Eqs. (i) em coordenadas polares. 

(d) Mostre que, quando n > 0, existe uma soluqSo periodica r = yjT. Resolvendo o sistema encontrado 
no item (c) ou fazendo gnificos de soluqoes aproximadas calculadas numericamente, conclua que esta 
soluqao periddica atrai todas as outras soluqoes nao nulas. 

Nota: quando o parametro n aumenta passando pelo valor zero, o ponto critico na origem. anteriormente 
assintoticamente estavel, perde sua estabilidade e. ao mesmo tempo, aparece uma soluqao nova assintoti¬ 
camente estavel (o ciclo limite). Assim, o ponto /i=0e um ponto de bifurcaijao; este tipo de bifurca^ao 6 
chamado de bifurcayao de Hopf. 14 

17. Considere o sistema de van der Pol 

.r'=y, y' = -,t + n(\ -x 2 )y, 
onde permitimos agora que n seja qualquer ntimero real. 

(a) Mostre que a origem e o linico ponto critico. Determine seu tipo e propriedades de estabilidade, e 
como eles dependem de /u. 

(b) Seja n = -1; desenhe um retrato de fase e conclua que existe uma solui;ao periodica contendo a ori¬ 
gem em seu interior. Note que esta solu^ao periddica e instavel. Compare seu grafico com a Figura 
9.7.4. 

(c) Desenhe um retrato de fase para alguns outros valores negativos de n. Descreva como a forma da 
soluqao peri6diea varia com tx. 


"John William Strutt (1842-1919), o terceiro Lord Rayleigh, fez contribuicSes notSveis em diversas areas da fisica matem^- 
lica. Fora cinco anos como Professor de Fisica da Catedra de Cavendish em Cambridge, trabalhou principalmente em seu 
laboratdrio particular em casa. Ganhou o PrSmio Nobel em 1904 pela descoberta do argonio. 

l4 Eberhard Hopf (1902-1983) nasceu na Austria e foi educado na Universidade de Berlim, mas passou grande parte de sua 
vida nos Estados Unidos, principalmente na Universidade de Indiana. As bifurcates de Hopf receberam este nome em 
honra de seu tratamento rigoroso delas em um artigo de 1942. 
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(d) Considere valores de /z pequenos em modulo, positivos ou negativos. Desenhando retratos de fase, 
determine como a solu<;ao periodica varia quando n —» 0 . Compare o comportamento do sistema de 
van der Pol quando aumenla passando por zero com o comportamento do sistema no Problema 
16. 


Os Problemas 18 e 19 estendem as consideratjoes sobre o modelo predador-presa de Rosenzweig e MacArthur 
introduzido no Problema 13 da Seqao 9.5. 

41 18. Considere o sistema 


,'=,(2.4-0.2,-^). /.,(-a25 + J ^). 


Note que este sistema s 6 difere do sistema no Problema 13 da Seqao 9.5 na taxa de crescimenlo da presa. 

(a) Encontre todos os pontos criticos. 

(b) Determine o tipo e as propriedades de estabilidade de cada ponto crltico. 

(c) Desenhe um retrato de fase no primeiro quadrante e conclua que existe um ciclo limite assintotica- 
mente estdvel. Assim, este modelo preve uma oscilagao estdvel em longo prazo das populates da 
presa e do predador. 

ffb 19. Considere o sistema 


-0.2*-^), Z=y(-oa + j^). 


onde a 6 um parametro positivo. Note que este sistema inclui o do Problema IS, que acabamos de ver. e 
tambem o do Problema 13 na Setjao 9.5. 

(a) Encontre todos os pontos criticos. 

(b) Considere o ponto crltico no interior do primeiro quadrante. Encontre os autovalores do sistema linear 
aproximado. Determine o valor n„ onde este ponto crltico muda de assintolicamente estdvel para 
instavel. 

(c) Desenhe um retrato de fase para um valor de a ligeiramente maior do que Observe que aparece 
um ciclo limite. Como este ciclo limite varia quando n aumenta mais? 

20. Existent determinadas rea^oes qulmicas nas quais as concentraijoes constituintes oscilam periodicamente 
com o tempo. O sistema 


x — 1 — (b + 1 ).v 4- x 2 y/l. y' = bx - .r v/4 

e um easo especial de um modelo.conhecido como bruxelador.* deste tipo de reatjao. Suponha que b e um 

parametro positivo e considere soluqocs no primeiro quadrante do piano .tv. 

(a) Mostre que o unico ponto crltico 6 (1,46). 

(b) Encontre os autovalores do sistema linear aproximado. no ponto crltico. 

(c) Classiftque o ponto crltico quanto a tipo e estabilidade. Como a classificaqao depende de 6 ? 

(d) Quando b aumenta e passa por um determinado valor crltico 6 „. o ponto crltico muda de assintotica- 
mentc estavel para instdvel. Qual o valor de 6 „? 

(e) Desenhe trajetorias no piano de fase para valores de b ligeiramente menores e ligeiramente maiores do 
que 6 „. Observe o ciclo limite quando b > 6 „; o bruxelador tern um ponto de bifurcaqao de Hopf em 6 „. 

(f) Desenhe trajetorias para diversos valores de b > 6 „ e observe como o ciclo limite se deforma quando 
b aumenta. 

21. O sistema 

x' = 3(.t + y - 5 .V 5 - k), y = -|(x + O.Sy - 0.7) 

e um caso especial das equates de Fitzhugh-Nagumo. 1 -' que modelam a transmissao de impulsos neurais 

ao longo de um axonio. O parametro k 6 o estlmulo externo. 

(a) Mostre que o sistema tern um unico ponto crltico independente do valor de k. 

(b) Encontre o ponto crltico para k = 0 e mostre que e um ponto espiral assintoticamente estdvel. Repita 
a analise para k = 0,5 e mostre que o ponto crltico <5 agora um ponto espiral instdvel. Desenhe um 
retrato de fase para o sistema em cada caso. 


*Brusselator no original ingles; tem este nome por ter sido proposto pelo gmpo de Ilya Prigogine em Bruxelas. (N.T.) 
’’Richard Fitzhugh (1922-2007), do Servi^o de Saude Publica dos Estados Unidos, e Jin-Ichi Nagumo (1926-1999), da Uni- 
versidade deT6quio.propuseram.independentemente.uma simplificai;ao do modelo de Hodgkin e Huxley para transmissao 
neural em 1961. 
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(c) Encontre o valor k u ondc o ponto crftico muda dc assintoticamente estavel para instavel. Encontrc o 
ponto crftico e desenhe urn retrato de fase para o sistema para k = k„. 

(d) Para k > k„o sistema exibc umciclo limite assintoticamente estavel;o sistema tern urn ponto de hil'ur- 
caqao de Hopf em k„. Desenhe urn retrato de fase para k = 0,4; 0,5 e 0,6; note que o ciclo limite nSo e 
pequeno quando k estri perto de k„. Faga tambem o gTafico de x em funtjao de t e estime o perfodo y 
em cada caso. 

(e) Quando k aumenta mais.existe urn valor k, no qual o ponto crftico torna-se de novo assintoticamente 
estavel e o ciclo limite desaparece. Encontre k t . 


9.8 Caos e Atratores Estranhos: as Equagoes de Lorenz 

Em prinefpio, os mdtodos descritos neste capftulo para sistemas autonomos de segunda ordem tambem 
podem ser aplicados para sistemas de ordem maior. Na prulica, aparecem diversas dificuldades ao se ten- 
tar fazer isso. Urn problema e que existe urn ntimero maior de casos qiie podem ocorrer, c esse ntimero 
cresce com o ntimero de equates no sistema (e com a dimensao do espago de fase). Outro problema e 
a dificuldade em se fazer gralicos de trajetorias de maneira preeisa em urn espa?o de fase com dimensao 
maior do que dois; mesmo em tres dimensoes pode nao ser faeil construir um gralico claro e contpreensf- 
vel das trajetorias, e isso se torna mais diffcil quando o numero de variaveis aumenta. Finalmente, e isso 
so se tomou claro nos tiltimos anos, existent fendmenos diferentes e muito complexos que nao ocorrem 
em sistemas de segunda ordem e que podem ocorrer, e o fa/ent com frequencia, em sistemas de ordem 
tres ou maiores. Nosso objetivo. nesta set,ao, e dar uma breve introdui^ao a alguns desses fendmenos 
discutindo um sistema autdnomo particular de terccira ordem que lent sido estudado intensamente. Em 
alguns aspectos, a apresentatylo tiqui e semelltante ao tratamento da eqiia^io de diferent^as logistic.! na 
Scqao 2.9. 

Um problema importante em metcorologia e em outrus aplicat,’des de dinamica dos lluidos train do 
movimento de uma camada de lluido, cotno a atmosfera da Terra, que e mais quente em baixo do que em 
cinia; veja a Figura 9.8.1. Se a diferemya de temperatura vertical A’/'e peqtiena. entao a lemperattira varia 
linearmente coni a altitude,mas nao ha um movimento signilieativo da camada de lluido. No entanlo, se M 
e suficienteniente grande entao o ar quente sobe, deslocando o at trio que esta sobre ele, o que resulla em 
um movimento regular que se propaga. Se as dileren^as de temperatura atimentiim ainda mais. entao linal- 
mente o tluxo regular em propagation transforma-se em um movimento mais contplexo e turlntlenlo. 


Mais frio 

O Q O 

Mais quente 


0 



Difeiensa da 
temperatura ST 


FIGURA 9.8.1 Uma camada de lluido aquccida por baixo. 


Ao investigar este fenfimeno, Edward Lorenz 1 ' 1 foi levado (pot uni processo muito eomplicado para 
ser descrito aqui) ao sistema nao linear autonomo tridimensional 

tlx/(It = nr(-.t + y), 

dy/dt = rx -y - xz, (1) 

dz/dt = -bz + xy. 

As Eqs. (1) sao chamadas geralmente de equaqdes de Lorenz. 17 Observe que a segunda e a terccira equa- 
tjoes contem termos nao lineares quadraticos. No entanto, exceto por ser um sistema de tres equagdes 


"•Edward N. Lorenz (1917-2008), um meteorologista amertcano,reeebeu seu Ph.D. do InstitutedeTecnotogia de Massaehus- 
setts em 1948 e ticou associado a esta institui^ao ao longo de sua curreira cientffica. Seus primeiros estudos sobre o sistema 
(I) apareceram em um artigo famoso de 1963 que Iratava da estahilidade de fluxos de fluidos na atmosfera. 

"O livro de Sparrow, listado nas referencias ao tinal deste capftulo, content um tratamento bastante complete das equates 
de Lorenz. 
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as equates de Lorenz parecem. superficialmente, nao mais complicadas do que as equaqoes para duas 
esptScies em competiqao. ou predador-presa. discutidas nas Se<;des 9.4 e 9.5. A variavel .v nas Eqs. (1) esta 
relacionada a intensidade do movimento do fluido. enquanto as variaveis y e z estao relacionadas is va¬ 
rious de temperatura nas direqoes horizontal e vertical. As equates de Lorenz envolvem. lamWm, tres 
paramelros o.rc b. todos reais e positivos. Os paramelros a e b dependent do material e das propriedades 
geomdtricas da camada de fluido. Para a atmosfera da Terra, valores razoavcis para esses parametros sio 
a = 10 e b = 8/3: atribuiremos esses valores na maior parte do que segue nesta se^ao. O parametro r. por 
outro I ado. e proporcional i diferenqa de temperatura AT. e nosso objetivo <5 investigar como a natureza 
das solutes das Eqs. (1) varia com r. 

Antes de prosseguir, observamos que para urn sistema autonomo com tres equates de primeira ordem 
dx/dl = F(x,y,z), dy/di = G(.r.v.j). dz/dt = lHx,y,z), (2) 

a matriz jacobiana J e deflnida por 

' F x l \ F z \ 

J = G.v G y G; . (3) 

V Hr Hr Hz ) 

Assim. para as equacoes de Lorenz (1) a matriz jacobiana e 



O primeiro passo para se analisar as equates de Lorenz e localizar os pontos criticos. resolvendo-se 
o sistema algebrico 

ox — oy — 0. 

rx — y — .tc = 0. (5) 

-bz + Xy = 0. 

Da primeira cquu^un, lemos y - v. Entao, elintinando y da segunda e da lerceira equacoes, obtenios 

,r(r- I = 0. (6) 

-bz + -V* = 0. (7) 

Um modo de salisfazer a Eq. (6) e escolher x = 0. Segue.entao.que y = Oe.da Eq.(7).z =0. De m aneira al- 
ternativa, podemos salisfazer a Eq. (6) escolhendo z = r- I. Logo, a Eq. (7) implica que .v = ±y/b{r — 1) 
e. entao, y = ±^/b{r - 1) lambent. Observe que essas expressoes para x e y so sao reais quando r > 
1. Assim. (I). 0. 0). que denotaremos por P ,. e um ponto critico para todos os valores de r e e o tinico 
ponlo critico para r < I. No entanto. quando r > I. tambem existem oulros dois pontos criticos. a saber. 
( s/h(r - f j. y/b(r - 1 ).r 1) c (— *Jb(r — 1). - </b(r - 1), r - 1). Vamos denotar esses dois pontos por 
P : e P,. respectivamente. Note que todos os tres pontos criticos coincident quando r = I. Quando r aunten- 
la. passando por 1. o ponto critico P, na origent se bifurca e os pontos criticos P, e P, aparecent. 

Vantos determinar. agora, o com portamento local das soluqdes em uma vizinhant,a de cada ponlo criti¬ 
co. Embora a maior parte da analise a ser feita ('undone para valores arbitrarios de o e b. simplilicarcntos 
nosso trabalho usando os valores n = 10 e b = 8/3. Perlo da origent (do ponlo critico P,). a aproxima^Ho 
linear e 



Os autovalores 1 * sao determinados da equaqdo 
-10-X 10 0 

r -1 - X 0 = —(8/3 + X)[X 2 + 1IX — 10(r — 1)) = 0. (9) 

0 0 -8/3 - X 


‘"Como r aparece como um parametro nas equa<joes de Lorenz, usuremos k para denoiar os autos alores. 
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Portanto, 

8 -11-V81+40r -11 + v/81 + 40r 

Aj = —-, A.2 =- - -, A? = -2 ' (10) 

Note que todos os tres autovalores sao negativos para r < l; por exemplo. quando r - 1/2, os autovalores 
sao A, = -8/3, A 2 = -10,52494 e A 3 = -0,47506. Entao a origem <5 assintoticamente estavel para r nesse 
intervalo, tanto para a aproximagao linear ( 8 ) quanto para o sistema original (1). No entanto, A 3 muda 
de sinal quando r = 1 e 6 positivo para r > 1.0 valor r = 1 corresponde ao im'cio da propagagao do fluxo 
no problema fisico descrito anteriormente. A origem 6 instdvel para r > 1; todas as solugoes comegando 
perto da origem tendem a crescer, exceto as que pertencem ao piano determinado pelos autovetores 
associados a A, e A 2 [ou, para o sistema nao linear (1), em uma determinada superficie tangente a esse 

piano na origem], _ _ 

Vamos considerar, agora, a vizinhanga do ponto critico / > 2 (v / 8 (r — l)/3, >/ 8 (r — 1 )/3, r — 1) para 
r > 1. Se u, i) e rv sao as perturbagoes do ponto critico nas diregoes dos eixos de x , y e z. respectivamente, 
entao o sistema linear aproximado e 



/ 
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10 
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-1 

— \/8(r — l)/3 
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^y8(r - l)/3 
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Os autovalores da matriz de coeflcientes da Eq. (11) sao determinados pela equagao 

3A 3 + 41A : + 8(r + 10)A + 160(r — 1) = 0, (12) 

que e obtida atraves de calculos algebricos diretos omitidos aqui. As solugoes da Eq. (12) dependem de 
rda seguinte mancira: 

Para 1 < r < r, s 1,3456, existem tres autovalores reais negativos. 

Para r, < r < r 2 = 24,737, existe urn autovalor real negativo e dois autovalores complexos com parte 
real negativa. 

Para r 2 < r, existe urn autovalor real negativo e dois autovalores complexos com parte real positiva. 

Os mesmos resultados sao obtidos para o ponto critico P 3 . Logo, existem diversas situates diferentes. 

Para 0 < r < 1, o unico ponto critico e P, e ele e assintoticamente estavel. Todas as soluijdcs tendem a 
esse ponto (a origem) quando l —* oo. 

Para 1 < r < /-|,os pontos criticos P 3 e P, sao assintoticamente eslaveis e P, e instavel.Todas as solugoes 
proximas tendem a um dos pontos P 3 e P 3 exponencialmente. 

Para r, < r < r 2 , os pontos criticos P 2 e P, sao assintoticamente estaveis e l\ e instavel.Todas as soluqoes 
proximas tendem a um dos pontos P, e P 3 ; a maior parte delas tern forma de espiral entrando no ponto 
critico. 

Para r 2 < r, todos os tres pontos criticos sao instaveis. A maior parte das solutes proximas de P, ou P, 
tern forma espiral e se afasta do ponto critico. 

No entanto, esse nao e o final da historia. Vamos considerar solu^oes para r um pouco maior do que r : . 
Neste caso P, tern um autovalor positivo e cada um dos pontos P 2 e P, tern um par de autovalores comple¬ 
xos com parte real positiva. Uma trajetdria so pode se aproximar de um dos pontos criticos por caminhos 
altamente restritivos. O menor desvio desses caminhos faz com que a trajetoria se afaste do ponto critico. 
Como nenhum dos pontos criticos e estavel. poderiamos esperar que a maioria das trajetdrias tendesse 
a infinito para t muito grande. Entretanto. pode-se mostrar que todas as solugdes permanecem limitadas 
quando t —► oo; veja o Problema 5. De fato, pode-se mostrar que todas as solu^oes acabam tendendo a 
determinado conjunto limite de pontos com volume nulo. Alias, isso nao e v^lido sd para r > r 2 . mas para 
todos os valores positivos de r. 

A Figura 9.8.2 mostra um grafico de valores calculados de .v em fum;ao de t para uma solutjao tipica 
com r > r 2 . Note que a solugao oscila entre valores positivos e negativos de um modo um tanto erratico. 
De fato, o grafico de .r em fungao de r parece uma vibragao aleatoria, embora as equagoes de Lorenz se- 
jam inteiramente determim'sticas e a solugao esteja completamente determinada pelas condigoes iniciais. 
Apesar disso, a solugao exibe, tambem, uma certa regularidade, no sentido de que a frequencia e a ampli¬ 
tude permanecem essencialmente constantes no tempo. 

As solugoes das equagdes de Lorenz sao, tambem, extremamente sensiveis a perturbagoes nas con- 
digoes iniciais. A Figura 9.8.3 mostra os graficos dos valores calculados de x em fungao de t para duas 
solugoes com condigoes iniciais (5; 5; 5) e (5,01; 5; 5). O grafico pontilhado e igual ao da Figura 9.8.2, 
enquanto o grdfico sdlido comega em um ponto prdximo. As duas solugoes permanecem proximas ate t 
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FIGURA 9.8.2 Um grdfico de x em funi^ao de / para as equates de Lorenz (1) com r = 28; o ponto initial 6 
(5.5.5). 


chegar perto de 10. quando elas se tornam bem diferentes e, de fato. parecem nao ter relai;ao entre si. Foi 
essa propriedade que atraiu a aten^ao de Lorenz em seu estudo original dessas equates e fez com que 
ele concluissc que previsoes de tempo em longo prazo sao. provavelmcnte, imposslveis. 



F1GURA 9.8.3 Grrilicos de .v em fun^ao de t para duas solutes proximas das equaqdes de Lorenz com r = 28; 
o ponto inicial para a curva pontilhada e (5:5:5) e para a curva sdtida (5.01:5:5). 


O conjunto atrator, neste caso, embora de volume nulo, tern uma estrutura bastante complicada e e 
chamado de atrator estranho. O termo caotico tern sido usado, em geral, para descrever so!u<;6cs como 
as ilustradas nas Figuras 9.8.2 e 9.8.3. 

Para determinar como e por que o atrator estranho e criado, ajuda investigar solutes para valores 
menores de r. Para r - 21a Figura 9.8.4 mostra solutes que come^am proximas de trSs pontos iniciais 
diferentes. Para o ponto inicial (3,8,0) a soluqao come^a a convergir para o ponto P y quase que imedia- 
tamente; veja a Figura 9.8.4a. Para o segundo ponto inicial (5, 5, 5) existe um intervalo razoavelmcnte 
curto de comportamento transiente, depois do qual a solu<;ao converge para P 2 : veja a Figura 9.8.4 b. No 
entanto, como mostra a Figura 9.8.4c. para o terceiro ponto inicial (5. 5,10) existe um intervalo muito 
mais longo de comportamento transiente caotico antes de a solu<;ao acabar convergindo para P : . Quando 
r aumenta, a duraqdo do comportamento caotico transiente tambem aumenta. Quando r = r, as 24,06. o 
comportamento caritico transiente parece durar indelinidamente. e aparece o atrator estranho. 

Podemos mostrar, tamWm, as trajetorias das equates de Lorenz no espaqo de fase tridimensional ou. 
pelo menos, projcf&es delas em diversos pianos. As Figuras 9.8.5 e 9.8.6 mostram projeijoes nos pianos .tv 
e .t;, respectivamente. da trajetdria que come^a em (5,5,5). Observe que os graficos nessas figuras pare¬ 
cem se cruzar repetidamente, mas isso nao pode ser verdade para as trajetorias no espaqo tridimensional 
devido ao teorema geral de unicidade. Esses cruzamentos aparentes sao devidos ao cardter bidimensional 
das figuras. 






quaqoes de Lorenz com r- 21. (a) O 
5.5,10). 
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A sensibilidade das solutes a perturba?oes nos dados iniciais tem implicates, tambem, para calculos 
numericos, como os aprosentados aqui.Tamanhos de passos diferentes, algoritmos numbricos diferentes 
ou mesmo a execu^'ao do mesmo algoritmo em maquinas diferentes vao introduzir pequenas diferenqas 
na soluqao calculada numericamente. o que acaba levando a grandes desvios. Por exemplo, a sequencia 
exata de la^os negativos e positivos na soluqao calculada depende fortemente do algoritmo numerico 
escolhido e de sua implementaijao, alem das condi<;6es iniciais. No entanto, a aparbncia geral da soluifao 
e a estrutura do conjunto atrator sao independenles de todos esses fatores. 

Solutes das equagoes de Lorenz para outros intervalos do parametro exibem outros tipos interessan- 
tes de comportamento. Por exemplo. para determinados valores de r maiores do que r : , comportamento 
cabtico intermitente separa intervalos longos de oscilaijao periodica aparentemente regular. Para outros 
intervalos de r, as solutes mostram a propriedade de duplica;ao de periodo que vimos na Se?ao 2.9 para 
a equa<;ao de diferen;as logisticas. Algumas dessas caracteristicas sao discutidas nos problemas. 

Desde cerca de 1975 as equates de Lorenz e outros sistemas autonomos de ordem mais alta tem sido 
estudados intensamente. e essa 6 uma das dreas mais ativas da pesquisa malemdtica atual. O comporta¬ 
mento cabtico de solutes parece ser muito mais comum do que se suspeitava antcriormcnte, e muitas 
perguntas permanecem sem resposta. Algumas delas sdo de natureza matematica.enquanto outras estdo 
relacionadas a aplica^oes fisicas ou interpreta^ao de solutes. 


PROBLEMAS 




Os Problemas de I a 3 pedeni para voce preencher alguns detalhes da analise das equates de Lorenz feitas 
nesta seqao. 

1. (a) Mostre que os autovalores dosistema linear (S).validos perto da origem.sdo dados pela Eq. (10). 

(b) Determine os autovetores correspondentes. 

(c) Determine os autovalores e autovetores do sistema (8) quando r = 28. 

2. (a) Mostre que a aproximaqao linear valida perto do pontocritico P. e dada pela Eq. (11). 

(b) Mostre que os autovalores do sistema (11) satisfazem a Eq. (12). 

(c) Para r = 28. resolva a Eq. (12) e determine, assim. os autovalores do sistema (11). 

3. (a) Resolvendo a Eq. (12) numericamente. mostre que a parte real das rafzcs complexas muda de sinal 

quando r a 24.737. 

(b) Mostre que um polinomio de grau tres da forma .v‘ + Av : + B.x + C tem uma raiz real e duas raizes 
imaginarias puras sb se AB = C. 

(c) Aplicando o resultado do item (b) a Eq. (12). mostre que a parte real das raizes complexas muda de 
sinal quando r = 470/19. 

4. Use a furnpio de Liapunov V(.r.y. c) = .r : + ay'- + a: para mostrar que a origem e um ponto critico global- 
mente assintoticamente estavel para as equates de Lorenz (1) se r < 1. 

5. Considere o elipsoide 

Vtx.y.c) = nr 4- ay-’ + aiz - 2r)' = c > 0. 


(a) Calcule dVIdt ao longo das trajetorias das equates de Lorenz (1). 

(b) Determine uma eondiijao sullciente sobre c para que toda trajetbria cruzando Ff.t, y, z) = c esteja 
orientada para dentro. 

(c) Calcule a eondiijao encontrada no item (b) no caso em que a = 10, b = 8/3. r - 28. 





Em cada um dos Problemas de 6 a 10, fa?a as investigates pedidas sobre as equates dc Lorenz. 
tfo 6. Para r = 28. faga o grafico dc x em funqao de I para os easos ilustrados nas Figuras 9.8.2 e 9.8.3. Seus graficos 
sao iguais aos das figuras? Lcmbre -se da discussao sobre calculos numericos no texto. 

4fl 7. Para r = 28, faga as proje^oes nos pianos.ry e .rz, respectivamente.da trajetbria que comega no ponto (5,5. 
5). Os graficos sao iguais aos das Figuras 9.8.5 e 9.8.6? 

8. (a) Para r = 21. faqa os graficos de x em funqao de t para as solutes com pontos iniciais (3,8,0), (5,5,5) 
e (5, 5, 10). Use um intervalo para t de, pelo menos, 0 < t < 30. Compare seus grdficos com os da 
Figura 9.8.4. 


(b) Repita os cdlculos do item (a) para r - 22, r = 23 e r = 24. Aumente o intervalo para I o quanto for 
necessdrio para que voce possa determinar quando cada soluqao come<;a a convergir para um dos 
pontos criticos. Registre a duraqao aproximada do estado transiente cabtico em cada caso. Descreva 
como essa quantidade depende do valor dc r. 

(c) Repita os calculos feitos nos itens (a) e (b) para valores de r ligeiramcnte maiores do que 24. Tente 
estimar o valor de r para o qual a dura<;ao do estado transiente cabtico tende a infinito. 
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jfl 9. Em determinados intervalos para r, as equagoes de Lorenz exibem uma propriedade de duplicagao do 
periodo semelhante ao que ocorre na equagao de diferengas logi'stica discutida na Segao 2.9. Cdlculos 


cuidadosos podem revelar esse fenomeno. 

(a) Um intervalo de duplicagao do periodo inclui o valor r = 100. Seja r = 100 e faga o grafico da trajetoria 
que comega em (5,5,5) ou em outro ponto inicial de sua escolha. A solugao parece ser periddica? 
Qual 6 o periodo? 

(b) Repita os c^lculos do item (a) para valores ligeiramente menores de r. Quando r a 99,98, voce pode 
ser capaz de observar que o periodo da solugao dobra.Tente observar este resultado fazendo cdlculos 
para valores proximos de r. 

(c) Quando r diminui mais, o periodo da solugao dobra repetidamente. O prdximo valor de r para o qual 
o periodo dobra 6 em tomo de r = 99,629.Tente observar isso tragando trajetorias para valores prdxi- 
mos dc r. 

10. Considere, agora, valores de r ligeiramente maiores do que os do Problema 9. 

(a) Faga o gr&fico de trajetdrias das equagoesde Lorenz para valores derentre 100 e 100.78. Voce deveria 
observar uma solugao periodica regular para esse intervalo de valores de r. 

(b) Faga o grdfico de trajetdrias das equagoes de Lorenz para valores de r entre 100,78 e 100,8. Determine, 
o melhor que puder, como e quando a trajetoria periodica deixa de existir. 

O Sistema de Rossler.’ 1 ' O sistema 

x' = -y - z. y' = x + ay . = b + z(x - c), (i) 

onde a,b e c sao parametros positivos, e conhecido como o sistema de Rossler. 21 ’ E um sistema relativamente 
simples que consiste em duas equagoes lineares e uma terceira equagao com uma tinica nao linearidade qua- 
dratica. Nos Problemas de 11 a 15, pedimos que voce faga algumas investigagocs numdricas sobre esse sistema 
com o objetivo de explorar sua propriedade de duplicagao de periodo. Para simplificar, faga a = 0.25. h = 0.5 e 
deixe c > 0 permanecer arbitrario. 

4? 11. (a) Mostre que nao existem pontos criticos quando c < ^0^5, existe um linico ponto critico quando c = 

'/W e existem dois pontos criticos quando c > \/(L5. 

(b) Encontre o(s) ponto(s) critico(s) e determine os autovalores correspondentes da malriz jacobiana 
quando c = >/oj5 e quando c = 1. 

(c) Como voce acha que serd o comportamento das trajetorias do sistema para c = 1? Desenhe a trajeto¬ 
ria que comega na origem. Ela se comporta da maneira que voce esperava? 

(d) Escolha um ou dois outros pontos iniciais e desenhe as trajetorias correspondentes. Esses graficos 
estao de acordo com suas expectativas? 

4’ ■ 12. (a) Seja c = 1,3. Encontre os pontos criticos e os autovalores correspondentes. O que voce pode concluir 
desta informagao, se e que pode concluir alguma coisa? 

(b) Desenhe a trajetoria que comega na origem. Qual o comportamento limite desta trajetoria? Para ver 
claramente o comportamento limite. voce deve escolher uma janela com o intervalo de I de modo a 
eliminar o comportamento transiente inicial. 

(c) Escolha um ou dois outros pontos iniciais e desenhe as trajetorias correspondentes. O comportamen¬ 
to limite de cada uma 6 igual ao do item (b)? 

(d) Note que existe um ciclo limite cuja bacia de atragao e razoavelmente grande (mas nao e todo o espa- 
goxvz). Faga um grafico de .r,.v ou c em fungao de t e estime o periodo 7, de movimento em torno do 
ciclo limite. 

4^*2/ 13. O ciclo limite encontrado no Problema 12 aparece como resultado de uma bifurcagao de Hopf em um va¬ 
lor c, dec entre 1 e 1,3. Determine, ou pelo menos estime com mais precisao, o valor de c,. Existem diversas 

maneiras de fazer isso. 

(a) Desenhe trajetorias para diversos valores de c. 

(b) Calcule os autovalores nos pontos criticos para diversos valores de c. 

(c) Use o resultado do Problema 3(b) desta segao. 

41 14. (a) Seja c = 3. Encontre os pontos criticos e os autovalores correspondentes. 

(b) Desenhe a trajetoria que comega no ponto (1.0,-2). Observe que o ciclo limite agora consiste em dois 
lagos antes de fechar; 6 chamado muitas vezes de 2-ciclo. 


’‘‘Otto E. Rossler (1940-), medico e bioquimico alemao, foi estudante e depois professor na Universidade de Tubingen. As 
equagbcs que recebem seu nome apareceram pela prinieira vez em um artigo que publicou em 1976. 

’"Veja o livro de Slrogalz para uma discussUo mais completa e outras referencias. 
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(c) Faya o grafico de x,y ou z em funyao de t e mostre que o perfodo 7\ de movimento no 2-ciclo esta mui- 
to proximo do dobro do periodo T, do ciclo limite simples no Problema 12. Ocorreu uma bifurcay3o 
com duplicate de periodo dos ciclos para algum valor de c entre 1 e 13. 
ffc 15. (a) Seja c = 3,8. Enconire os pontos cn'licos e os autovalores correspondentes. 

(b) Desenhe a trajetdria que comeya no ponlo (1.0. -2). Observe que o ciclo limite agora e um 4-ciclo. 
Enconire o periodo T, do movimento. Ocorreu outra bifurcayao com duplicayao de perfodo para c 
entre 3 e 3.8. 

Para r - 3.85. mostre que o ciclo limite £ um 8-ciclo. Verifique que scu periodo estd muito proximo de 
oito vezes o perfodo do ciclo limite simples no Problema 12. 

Notu: £i medida que c continua aumentando h;i uma sequencia acelerada de bifurcaybes com duplicayao de 
perfodo. Os valores de bifurcayao de c convergent para um limite que marca o infeio do caos. 


(c) 
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Sparrow, C., The Lorenz Equations: Bifurcations, Chaos, and Strange Attractors (New York/Berlin: Springer-Verlag. 
1982). 



CAPITULO 

10 


Equagoes Diferenciais 
Parciais e Series de Fourier 


Em muitos problemas fisicos importantes existem duas ou mais varidvcis independentes, dc modo que o 
modelo malemalico correspondcnte envolve equates diferenciais parciais, em vez de ordinarias. Este ca- 
pitulo trala de um metodo importante para se resolver equaqoes diferenciais parciais, conhecido como me- 
todo de separa^ao de variaveis. Sua caracteristica essencial e a substitui^ao da equa^ao diferencial parcial 
por um conjunlo de equates diferenciais ordinarias. que tern que ser resolvidas sujeitas a condigoes iniciais 
ou de contorno. A primeira se^iio deste capfiulo trala de algumas propriedades basicas de problemas de va- 
lores de contorno para equates diferenciais ordinarias. A solu^ao desejada da equaqao diferencial parcial 
e expressa, entao, como uma soma, uma sene inlinita. em geral. lormada por soluqoes das equaqoes dife¬ 
renciais ordinarias. Em muitos casos acabaremos tendo que lidar com uma serie cm senos e/ou cossenos, de 
modo que parte deste capitulo e dedicada a uma discussao de tais series.conhecidas como series de Fourier. 
Apds o estudo da base matemaiica neccssaria ilustramos. entao. o uso do metodo de scparafSo de variaveis 
em diversos problemas ligados a condu^ao de calor. a propagaqao de ondas e a teoria do potencial. 


10.1 Problemas de Valores de Contorno para Fronteiras com Dois Pontos 


Ate agora, neste livro, tratamos de problemas de valores iniciais. que consistem em uma equaqao diferen¬ 
cial junto com condiqoes iniciais apropriadas em um ponto dado. Um exemplo tipico, bastante discutido 
no Capitulo 3, e a equa?;lo diferencial 

y" + p(t)y' + q(t)y = g(t), ( 1 ) 


com as condi^des iniciais 


y(fo) = Vo. /(to) = >V 


( 2 ) 


AplicagOes fisicas levam. muitas vezes. a outro tipo de problema. no qual o valor da varidvel depen- 
dente y ou de sua derivada e cspccificado em dois pontos diferenies. Tais condiqoes sao chamadas de 
condi^oes de contorno. para distingui-las das condi?5es iniciais que especificam os valores de y e de y' 
no mesmo ponto. Uma equat;ao diferencial junto com uma condiciio de contorno apropriada forma um 
problema de valores de contorno com dois pontos Um exemplo tipico e a equaqao diferencial 

y" + p(x)y'+ q(x)y = g(x) (3) 

com as condiqoes de contorno 


y(a)=yo. y(/?)=yi- (4) 

A ocorrencia natural de problemas de valores de contorno envolve, em geral. uma coordcnada espacial 
como variavel independente, de modo que usamos t. em vez de t. nas Eqs. (3) e (4). Para resolver o pro¬ 
blema de valores de contorno (3), (4), precisamos encontrar uma fun<;ao y = 0(.r) que satisfaz a equa^ao 
diferencial (3) no intervalo a < x < (i e assume os valores especificados. y„ e y,. nos extremos do intervalo. 
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Em geral, p rocuramos primeiro a solugao geral da equagao d iferencial c depois usamo s as condigdes de 
contorno para dcterminar os valores das constants arbitrarias. 

Problemas dc valores de contorno tambem podem ser postos para equates difercnciais nao lineares. 
mas vamos nos restringir a considerar apenas equates lineares. Uma classificagao importante dc proble¬ 
mas de valores de contorno lineares 6 se sao homogeneos ou nao . Se a fungao g tern valor nulo para todo 
x e se os valores y 0 e y, tambem sao nulos, entao o problema (3), (4) e dito homogeneo. Caso contrririo, o 
problema 6 nao homogeneo. 

Embora os problemas de valor inicial (1). (2) e de contorno (3). (4) possam parecer. superficialmente, 
bem semelhantcs, suas solugoes diferem sob aspectos muito importantes. Os problemas de valor inicial. 
sob condigoes relativamente fracas, tern, certamente, uma unica solugao. Por outro lado, problemas de 
valores de contorno sob condigoes semelhantes podem ter uma linica solugao. mas podem, tambdm. nao 
ter solugao ou, em alguns casos, ter uma infinidade de solutes. Sob esse aspccto, problemas de valores de 
contorno lineares se assemelham a equates alg^bricas lineares. 

Vamos lembrar alguns fatos (veja a Segao 7.3) sobre o sistema 

Ax = b. (5) 

onde A e uma matriz nxn dada, b e um vetor n x 1 dado esc urn vetor n x la ser determinado. Se A for 
invertfvel. entSo o sistema (5) tera uma unica solugiio para qualquer b Se A for singular, entao o sistema 
(5) nao terd solugao, a menos que b satisfaga uma determinada conditio adicional.caso em que o sistema 
tern uma infinidade de solugoes. Vamos considerar agora o sistema homogeneo associado 

Ax = 0. (6) 

obtido do sistema (5) quando b = 0. O sistema homogeneo (6) sempre tern a solugao x = 0. chamada de 
solugao trivial. Se A for invertfvel, entao esta sera a unica solugao, mas se A for singular entao existird 
uma infinidade de solugoes nao nulas, ou nao triviais. Note que e impossfvel para o sistema homogeneo 
nao ter solugao. Esses resultados podem, tambem. ser enuneiados do seguinte modo: o sistema nao ho¬ 
mogeneo (5) tern uma linica solugao se, e somente se, o sistema homogeneo (6) so tern a solugdo x = 0, 

e o sistema nao homogeneo (5) nao tern solugao ou tern uma infinidade de solutes se, e somente se, o 
sistema homogeneo (6) tern solugoes nao nulas. 

Vamos ver alguns exemplos de problemas de valores de contorno lineares que tern comportamento 
semelhante. Uma discussSo mais geral sobre problemas de valores de contorno lineares aparecc no Ca- 
pftulo 11. 


EXEMPLO 

Resolva o problema de valores de contorno 


1 

y" + 2y = 0, y(0) = 1. y(.-r)=0. 

(7) 

A solugao geral da equagao diferencial (7) e 



y = C| cos s/2.t -t-cjscnv^.r. 

(8) 


Para que a primeira condigiio de contorno seja satisfeita.e precise que c, = 1. A segunda conditio de contorno 
implica que C| cos V2 ?r + ci sen Vi n =0, de modo que ci = - cot sfl n S —0,2762. Logo, a solugao do pro¬ 
blema de valores de contorno (7) e 

y = cos\/2x — cot Vix senv/2x. (9) 

Este exemplo ilustra o caso de um problema de valores de contorno nao homogeneo com uma unica solugao. 


EXEMPLO 

2 


-r. "' I 

I. • ** . J~’\ •»*,'/ I 


Resolva o problema de valores de contorno 

y"+y = 0, y(Q) = 1, y(n) = a, (10) 

onde a um ntimero dado. 

A solugao geral desta equagao diferencial e 

y = C| cosx + C 2 senx, (11) 

e, da primeira condigao de contorno, vemos que c, = 1. A segunda condigao de contorno requer, agora, que 
-c, = a. Essas duas condigdes sobre c, sao incompatfveis se a * -1, de modo que o problema nao tern solugao 
nesse caso. No entanto, se a = -1, entao ambas as condigoes de contorno s5o satisfeitas desde que c, = 1, inde- 
pendentementc do valor de c 2 . Nesse caso, existe uma infinidade de solugdes, todas elas da forma 
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y = cos.r + cjsen.t, (12) 

onde c z permanece arbitrario. Este exemplo ilustra o falo de que um problema de valores de contorno nao 
homogeneo pode nao ter solu^ao. assim como sob condi^oes especiais pode ter unta infinidade de solutes. 


Correspondendo ao problema de valores de contorno nao homogeneo (3). (4). existe um problema 
homogeneo. que consiste na equaqao diferencial 

y"+p(x)y' + q{x)y = 0 ( 13 ) 

e nas condiqoes de contorno 

>'(oO = 0. y(P) = 0. (14) 

Observe que este problema tern solu?ao y = 0 para todo x, independentemente dos coeficientes p(x) e 
r/(.v).Esta soluqao (trivial) raramente e de interesse. O que queremos saber, em geral ,6 se o problema tern 
outras solutes nao nulas. Considere os dois exemplos a seguir. 


EXEMPLO 

3 


Resolva o problema de valores de contorno 

y" + 2y = 0, y(0)=0, y(.T) = (). (15) 

A soluqao geral da equayiio diferencial e novamenle dada pela Eq. (S). 

y — C| cos \ 2 r + c; sen s/2 x. 

A primeira condigao de contorno requer que c, = 0 e a segunda nos leva a c z sen -/2 n = 0. Como sen -J2n # 0. 
segue que c : = 0. Em consequencia, v = 0 para todo t e a linica soluqSo do problema (15). Este exemplo ilustra 
o fato de que um problema de valores de contorno homogeneo pode ter somente a solugilo trivial y = 0. 


EXEMPLO 

4 


Resolva o problema de valores de contorno 

y"+y = (), y(0)=0. y(rr)=0. (16) 

A solutjao geral e dada pela Eq. (II). 

y = f| cos t + c : sen .t. 

e a primeira condt^ao de contorno requer que c, = 0. Como sen rr = II. a segunda condi<;ao de contorno e sa- 
tisfeita independentemente do valor de t\. Logo, a solu^ao do problema (16) e y = c ; sen x, onde c : permanece 
arbitrario. Este exemplo ilustra que um problema de valores de contorno homogeneo pode ter uma infinidade 
de solugoes. 


Os Exemplos de 1 a 4 ilustram (mas nao provam. e claro) que a rela^ao entre problemas de valores 
de contorno homogeneos e n3o homogeneos 6 a mesrna que existe entre sistemas algebricos lineares 
homogen cos e nao homogeneos. Um problema de valores de contorno nao homogeneo (Exemplo 1) tern 
uma unica solutjtlo e o problema homogeneo correspondente (Exemplo 3) sd tern a soluijao trivial. Aldnt 
disso, um problema nao homogeneo (Exemplo 2) nao tern soluqao ou tern uma infinidade de solutes, e 
o problema homogeneo correspondente (Exemplo 4) tern soluqdes nao triviais. 

Problemas de Aatovalores. Lembre-se da equagiio matricial 

Ax = kx (17) 

que discutimos na Se<;ao 7.3. A Eq. (17) tern soltl(3o x = 0 para todo valor de k. mas para determinados 
valores de k, chamados de autovalores, existent lambent soluqdes niio nulas, chantadas de autovetores. A 
situa^ao 6 semelhante para problemas de valores de contorno. 

Considere o problema que consiste na equa^ao diferencial 

y" + A.y = 0, (18) 


junto com as condiqoes de contorno 


y(0) = 0, y(x) = 0. 


(19) 
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Observe que o problema (18), (19) 6 igual aos problemas nos Exemplos 3e4seX = 2eX = l, respectiva- 
mente. Lembrandodos resultados desses exemplos, notamos que. para X = 2, as Eqs. (18), (19) tern apenas 
a solugao trivial y = 0, enquanto para X = 1 o problema (18), (19) tern outras solutes nao nulas. Esten- 
dendo a terminologia associada & Eq. (17), os valores de X para os quais existem solugoes nao triviais do 
problema (18), (19) sao chamados de autovalores.e as solugoes nao triviais sao chamadas de autofungoes. 
Enunciando os resultados dos Exemplos 3 e 4 de outro modo, vimos que X = 1 e um autovalor do pro¬ 
blema (18). (19) e que k = 2 nao <1. A16m disso, qualquer multiplo nao nulo de sen .v 6 uma autofungao 
correspondente ao autovalor k = 1. 

Vamos considerar agora o problema de encontrar outros autovalores e autofungoes do problema (18), 
(19). Vamos precisar considerar, separadamente, os casos X > 0, X = 0 e X < 0, jd que a forma da solugao 
da Eq. (18) 6 diferente em cada um desses casos. Suponha primeiro que X > 0. Para evitar o aparecimento 
frequente de raizes quadradas. 6 conveniente fazer X = ft'- e escrever a Eq. (18) como 

y" + n 2 y = 0. (20) 

A equagao caracteristica da Eq. (20) er + /( ! = 0, com raizes r = ±ift. de modo que a solugao geral 6 

V = cj cos fix + C 2 senju.v (21) 

Note que ft e diferente de zero (ja que X > 0) e nao ha perda de generalidade em supor que /i e positivo. 
A primeira condigao de contorno requer que c, = 0 e, entao, a segunda se reduz a 

C2senn7t =0 ( 22 ) 

Estamos procurando solugoes nao triviais, de modo que precisamos que r, i= 0. Em consequencia, sen^rr 
tern que ser zero e nossa tarefa e escolher /< de modo que isso ocorra. Sabemos que a fungao seno tern 
valor zero em todos os nuiltiplos inteiros de jr, de modo que podemos escolher ft como sendo qualquer 
inteiro (positivo). Os valores correspondentes de X sao os quadrados dos inteiros positivos, de modo que 
encontramos que 

k\ = 1, Xz = 4, X 3 = 9. X„=/r, ... (23) 

sao autovalores do problema (18), (19). As autofumjdcs sao dadas pela Eq. (21) com c, = 0, de modo que 

sao. simplesmente. os multiplos da fungao sen tix para n = 1,2,3 .Observe que a constante t\ na Eq. 

(21) nunca esta determinada.de modo que as autofungoes estao determinadas a menos de uma constante 
multiplicativa arbitrdria [tal como os autovetores do problema matricial (17)]. Vamos escolher, em geral, 
essa constante multiplicativa como sendo 1 e escrever as autofungoes como 


Vi (,v) = sen x, vi(.r) = sen 2.x, 


V/,(.v) =sen h.v. 


lembrando que multiplos dessas fungoes tambem sao autofungoes. 

Vamos supor agora que X < 0. Fazendo X = -/r, a Eq. (18) fica 

y" ~ M 2 .V = 0. (25) 

A equagao caracteristica para a Eq. (25) e r - // : = 0, com raizes r = de modo que a solugao geral 
pode ser escrita como 

y = C\ cosh/r.r -f C 2 senh//.r. (26) 

Escolhemos as fungoes hiperbolicas cosh fix e senh fix como um conjunto fundamental de solugocs, em 
vez de exp(//.v) e exp(-/t.r), por conveniencia no calculo das condigoes de contorno. A primeira condigao 
de contorno requer que c, = 0 e, entao. a segunda nos da c, senh //,t = 0. Como ft 0, segue que senh fin 
0 e, portanto, c 2 = 0. Logo,y = 0 e nao existem solugbes nao triviais quando X < 0. Em outras palavras, o 
problema (18), (19) nao tem autovalores negativos. 

Finalmente, vamos considerar o caso X = 0. Entao, a Eq. (18) fica 

y" = 0, (27) 


e sua solugao geral e 


y = c\X + C2. 


As condigoes de contorno (19) s6 podem ser satisfeitas se c, = 0 e c\ = 0, logo so existe a solugao trivial 
y = 0 tambem nesse caso. Ou seja, X = 0 nao e um autovalor. 

Resumindo nossos resultados: niostramos que o problema (18), (19) tem uma sequencia infinita de auto¬ 
valores positivos X„ = «- para m = 1,2,3,... e que as autofungoes correspondentes sao proporcionais a sen nx. 
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Alent disso, nao existem outros autovalores rcais. Resta a possibilidade de autovalores complexos; lembre 
que uma matriz com coeficientes reais pode muito bem ter autovalores complexos. No Problema 23, esbo- 
qamos um argumento que mostra que o problema particular (18), (19) nao pode ter autovalores complexos. 
Mais tarde, na Seqao 11.2, discutiremos uma classe importante de problemas de valores de contorno que 
inclui (18). (19). Uma das propriedades uteis desta classe e que todos os autovalores sao reais. 

Em segoes mais a frente, ncste capftulo, vamos encontrar muitas vezes o problema 

y" + Uy = 0, y(0) = 0, y(L) = 0. (29) 

cuja unica diferen^a do problema (18). (19) £ que a segunda condi^ao de contorno £ imposta em um pon- 
to arbitrario x = L, em vez de v = n. O processo de soluyao para k > 0 e exatamente igual ao de antes, ate 
o passo onde se aplica a segunda condiqao de contorno. Para o problema (29). essa condiqao requer que 

C2sen/rL = 0 (30) 

em vez da Eq. (22), como no caso anterior. Em consequencia, /t/. tem que ser um miiltiplo inteiro de n, 
de modo que /< = //.T/Z..onde n e um inteiro positivo. Portanto, os autovalores e autovetores do problema 
(29) sao dados por 

k„ = n : n : /L 1 , y„(.v) =sen(n,T.v/Z.). n — 1,2,3. (31) 

Como de habito, as auioluntjbes y„(.v) estao determinadas a nienos de uma constante mulliplicativa. Do 
mesmo modo que para o problema (18), (19), voce* pode mostrar que o problema (29) nao tem autovalo¬ 
res ou autofunq&es diferentes daquelas dadas na Eq. (31). 

Os problemas desta se^ao exploram. ate certo ponto. o efeito de condiqoes de contorno diferentes so- 
bre autovalores e autofumjoes. Uma discussao mais sistematica de problema de valores de contorno com 
fronteira de dois pontos aparece no Capttulo 11. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de I a 13. resolva o problema de valores de contorno dado ou mostre que nao tem 
- Mjluyao 
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Em cada um dos Problemas de 14 a 2ll. encontre os autovalores e auiofum,'6es do problema de valores de con- 
lorno dado. Suponha que todos os autovalores sao reais. 

14. y" + ky = 0. y(0) = 0. y ( tt ) = 0 y" + ky = 0, y'(0) = 0. y(zr ) = 0 

16. y" + ky = 0. >•'(())=<), v (zr) = 0 fu) y" + ky = 0, ,v'(0) = 0. y(L) = 0 

18. y" + ky = 0. y'( 0) = 0. y'(L) = 0 19. y" - iy = 0. y(0)=0, y'(JL)=0 

20. x 1 )" - xy + ky = 0. y( I) = 0. y(L) = 0. L > 1 

21. O fiuxo laminar de um fluido incompressfvel viscoso em um tubo longo com se<,’ao reta circular, simctrico 
em relayao ao eixo e com gradiente de pressao axial constante, 6 conhecido como fiuxo de Poiseuille. 1 A 
velocidade axial w e uma fumjflo so da varitivel radial re satisfaz o problema de valores de contorno 

„ 1 , G 

u H— u- =-, ui(R) = 0, ii (r) limitada para 0 < r < R. 

r H 

onde R e o raio do tubo. G o gradiente de pressao e o coeficiente de viscosidade do fluido. 

(a) Encontre o perfil de velocidade w(r). 

(b) Integrando w(r) em uma segao circular, mostre que a taxa total de fiuxo Q 6 dada por 


‘Jean Louis Marie Poiseuille (1797-1869) era um medico trances que tinha tambem conhecimcntos de matematica e ftsica. 
Lie estava particularmente interessado no fluxo de sangue, e publicou seu primciro artigo sobrc o asxunto em 1840. 
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Q = zr/? J G/8/z. 


Como Q, R e G podem ser medidos, este resultado fornece um modo prdtico de se determinar a vis- 
cosidade /x. 



(c) Suponha que R esta reduzido a % de seu valor original. Qual a reduyao correspondente era Q ? Este 
resultado tem implicaydes para o fluxo de sangue pelas arterias afetadas por uma placa. 

Considere uma barra metdlica de comprimento L sujeita a uma carga vertical de/(.v) por unidade de com- 
primento. O deslocamento vertical resultante y(x) na barra satisfaz a equayao diferencial 




onde £e o modulo deYoung e/eo momento de inercia da seyao reta em tomo do eixo perpendicular ao piano .ty 
passando pelo centroide. Suponha que f(x)IEI 6 uma constante k. Para cada uma das conduces de contomo dadas 
a seguir resolva para o deslocamentoy(.v) e faya o grdfico de v em funyao de .v no caso em que L = 1 e k = -1. 

(a) Simplesmente apoiado nas duas extremidades: v(0) = .v"(0) = y (L ) -y"(L) = 0. 

(b) Preso nas duas extremidades:_y(0) =y'(0) = v(/.) = y'(L) = 0. 

(c) Preso em .r = 0. livre em .v = L: y(0) = y'{0) = y"(L) =/"(/-) = 0. 

23. Neste problema vamos esboyar uma demonstrayao de que os autovalores do problcma de valores de con- 
lorno (18). (19) sao reais. 

(a) Escreva a soluyao da Eq. (18) como y = k t exp(ifxx) + k : ex p( -//i.v). onde k = //-. e imponha as condi- 
yoes de contomo (19). Mostre que existem soluyoes nao triviais se. e soniente se. 


exp(//ijr) — exp(-//z7r) = 0. (i) 

(b) Seja n = v + in e use a relaqao de Euler exp(/v , a’) = cos( v.t) + i sen( i rr) para determinar as partes real 
e imaginaria da Eq. (i). 

(c) C'onsiderando as equaqoes encontradas no item (b). mostre que i e um inteiro e n = 0. Em consequen- 
cia. // £ real e k tambem. 


10.2 Series de Fourier 


Mais tarde. neste capftulo, voce vai descobrir como resolver muitos problemas importanles envolvendo 
equaqdes diferenciais parciais,desde que possa expressar uma lunqao dada como uma serie inlinila de se- 
nos e/ou cossenos. Nesta e nas duas proximas seqoes vamos explicar em detalhe como isso pode ser feito. 
Essas series trigonometricas s;lo chamadas de series de Fourier:’ das sao analogas as series de Taylor, no 
sentido de que ambos os tipos de series fornecem um modo de se expressar funqoes bastantc complicadas 
em termos de certas funqoes elementares familiares. 

Vamos comeqar com uma serie da forma 

«u v“-> / fnrrx mnx\ 

■j + 2_j [ a "' co$ + bmsen—j— J • (1) 

nr=l 

No conjunto de pontos onde a serie (1) converge, ela define uma funqao /cujos valores em cada ponto 
e a soma da serie para aquele valor de x. Nesse caso, dizemos que a serie (1) e a serie de Fourier de f. 
Nossos objetivos imediatos sao determinar quais as funqoes que podem ser rcpresentadas como uma 
soma de uma serie de Fourier e encontrar maneiras de calcular os coeficientes na sdrie correspondente 
a uma funqao dada. O primeiro termo na serie (1) 6 escrito como aJ2, em vez de simplesmente a„, para 
simpliftcar uma formula para os coeficientes que deduziremos mais adiante. Alem de sua associaqao ao 
metodo de separaqao de variiiveis e as equaqoes diferenciais parciais, as series de Fourier sao tambem 
uteis de muitas outras maneiras, como na analise de sistemas mecanicos ou el^tricos sob a aqao de forqas 
externas periodicas. 


; 0 nome series de Fourier d cm homenagem a Joseph Fourier, o primeiro a fa/er uso sistematico dessas series, embora em 
uma investigaqao n3o completamente rigorosa.em seus artigos de 1807 e 1811 sobre a conduqao de ealor. De acordo com 
Riemann.quando Fourier apresentou seu primeiro artigo na Academia de Paris em 1807, dizendo que uma funyiio arbitrdria 
podia ser expressa como uma serie da forma (l). o matematico Lagrange ficou tao surpreso que negou, categoricamente, que 
isso fosse possfvel. Embora a afirmayao de Fourier seja forte demais, seus resultados inspiraram um fluxo de pesquisa im- 
portante que continua atd hoje. Veja os livros de Grattan-Guinness ou de Carslaw (Introduyao Historica) para uma histdria 
detalhada das series de Fourier. 
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Periodicidade das Fungoes Seno e Cosseno. Para discutir as series de Fourier e necessario desenvolver certas 
propriedades das fundees trigonometricas sentw.T.r IL) e cos(mjrjc/L).onde m e um inteiro positivo. A pri- 
meira e seu carater periodico. lima funqao fi dita periodica com periodo T > 0 se o dominio de f content 
.v + 7 sempre quo contiver .v e se 

f(x + T)=f(x ) (2) 

para todo valor de v. A Figure 10.2.1 mostra um exempli) de uma funcao periodica. Segue imediatamente 
da definiqao que se 7 e um periodo de/. entao 2 7'tambem o e, como.de fato. qualqucr nniltiplo inteiro de 
T. O menor valor de T para o qual a Eq. (2) e validae chamado de periodo fundamental de/. Uma funqao 
constante pode ser considerada periodica com qualquer periodo, mas nao tern periodo fundamental. 



Se / e g sao duas luru,‘oes peribdicas com periodo comum 7. entao seu produto fi* e qualquer combina- 
<;ao linear cj+ lambent sao peribdicos com periodo 7. Para pro\ar esta ultima alirma^ao,seja F(x) = 
i'J\x) f t\g(x)\ entao. para qualquer \. 

F(.v + /' l = C|/(v + T) + i’ 2 g (v + 7) = Ci/(.v) + f;g(x) = Fix). (3) 

Alem disso. pode-se mostrar que a soma de qualquer niimero linito. ou ate a soma de uma serie inlinita 
convergenle, de futures de periodo T tambem e periodica com periodo /. 

Em particular, as I undoes senf/nxi /.) e cos( wt.v//.). in - 1.2.3.sao peribdicas com periodo funda¬ 

mental /’ = 2 Um. Para ver isso, lembre-se de que sen v e cos v tern periodo fundamental 2.t e que seno.t 
e cosur.i tern periodo fundamental 2t u. Escolhcndo u = inxll.. vemos que o periodo 7 de sen (nnrx/L) e 
de cos(»i.ti//.) e dado por 7 = 2nl hit - 2 Um. 

Note tambem que, como todo mulliplo inteiro de um periodo tambem e um periodo. cada uma das 
lunacies senfwiTr.t'//.) e cos(//i.t.v/7.) tern o periodo comum 21.. 


Ortogonalidade das Fungoes Seno e Cosseno. Para descrever uma segunda propriedade essencial das fun- 
qbes sen (ntJixll.)c cosf/nrr.v /.). vanios generali/ar o conceito de ortogonalidade de vetores (veja a Se<,'ao 
7.2). ( ) produto interim padrao (». i ) de duas ('undoes reais n e v no iutervalo a <x < fi e delinido por 

(u,v)— f u(x)v(x)dx. (4) 


As timqbes u e i sao ditas ortogonais em a <x < fi se seu produto interno for nulo.ou seja.se 

u(x)v(x)dx = 0. (5) 


/ 


Um conjunto de funt;6es e dito um ennjunto ortogonal se cada par de fungoes diferentes pertencentes ao 
conjunto <5 ortogonal. 

As fungoes sen (mnxIL ) e cos(wi,ta7Z.)./ii - 1.2_formant um conjunto ortogonal de fungoes no inter- 

valo -L < x < /.. De fato, elas satisfazem as seguintes relates de ortogonalidade: 



niJTx nitx , 
cos —-— cos —— dx = 


o. 


m £ n, 
in — n\ 


niTT.x nnx , 

cos ——- sen —— dx = 0. 

*-» L 


todos m.n 


(6) 

( 7 ) 
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/ mnx nnx , 
sen—— sen —— dx = 
l L L 


( 8 ) 


(0, m £ n, 

[L. m = n. 

Esses resultados podem ser obtidos por integra?5o direta. Por exemplo. para deduzir a Eq. (8), note que 


/ ' L mnx nnx , 1 f L ' 

sen —-— sen —r— dx — - / cos 

■L L L 2 J. L l 


(m-n)nx (m + n)nx 
-;-cos-:- 


dx 


| F senKwi - n)nx/L\ sen[(»' + n)nx/L\ 
2n m — n m + n 


= 0 

desdc que m + n e m - n sejam diferentes de zero. Como m e n sao positives, m + n ± 0. Por outro lado. se 
m - n = O.cntao m = n e a integral tern que ser calculada de outra maneira. Nesse caso, 

/ L mnx nnx , f L / mnx \ 2 , 

...en —sen —^ = i_ L (sen—) dx 

• / 

sen(2wt.T x/L) 


= 2 '' 


= L. 


2mn/L 


\-l 


Isso prova a Eq. (8); as Eqs. (6) c (7) podem ser veriCicadas por calculos analogos. 

As Formulas de Euler-Fourier. Vamos super, agora, que uma serie da forma (1) converge e vamos chamar 
essa soma de/(.*): 


„ a o x~* / mnx , mnx\ 
fix) = — + 2_ (flm cos —— + b,„ sen —— j 


(9) 


m=l 


Como consequencia das condiqdcs de ortogonalidade (6). (7) e (8). podemos encontrar a relaqao entre 
os coelicientes a m , b,„ e /(a). Primeiro. multiplique a Eq. (9) por cos(/i,T.v/C).onde n e urn inteiro positivo 
(;i > 0) fixo, e integre em relatjao a v de -L a I.. Supondo que a serie pode ser integrada termo a termo', 
obtemos 

/ L , nnx . «o f 1 ' nnx , A mnx nnx , 

/ (a) cos —— dx = — / cos —— dx + > a„, / cos cos —— dx 

L F 2 J-L F " J-l L L 

, f L mnx nnx , 

2 ^ h „ sen cos — tlx - 

m=l ~ J 


( 10 ) 


Tendo em mente que n esta fixo enquanto m varia sobre todos os inteiros positivos. segue das relates de 
ortogonalidade (6) e (7) que o linico termo nao nulo k direita do sinal de igualdade na Eq. (10) e o termo 
onde //ij=/i no primeiro somatdrio. Logo. 

,L , nnx , , . _ 

fix) cos —— dx = La„, n = 1.2. ( 11 ) 

l-L F 

Para determinar a 0 , podemos integrar a Eq. (9) de -L a L, obtendo 

f L tin C L f L mnx , , f 1 ' mnx 

/ f(x)dx = -2- / dx+)a m cos —j— dx + >/>„, / sen —— dx = La 0 , (12) 
J-L 2 J- L ^ J-L F m=i J_ L L 


/; 


’Essa i uma hip6lese nio trivial, ja que nem todas as series convergentes com termos vari.1veis podem ser integradas desse 
modo. Para o caso especial de series de Fourier, no entanto. a intcgra;ao termo a termo sempre pode ser justificada. 
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ja que cada integral envolvendo uma funqao trigonometrica e zero. Assim, 


1 f L , nnx 
a„= - J J(x)cos — dx. 


n = 0.1,2,. 


(13) 


Escrevendo o termo constante na Eq. (9) como uJ2, e possivel calcular todos os a„ da Eq. (13). Caso con- 
trario, teriamos que usar uma formula separada para 

Uma expressao semelhante para b„ pode ser obtida multiplicando-se a Eq. (9) por sen (nnx/L), inte- 
grando termo a termo de -/. a L e usando as relates de ortogonalidade (7) e (8); assim. 


-i/I 


nnx , 

/U)sen —j— dx. 


n = 1.2.3,.. 


(14) 


As Eqs. (13) e (14) sao conhecidas como as formulas de Euler-Fourier para os coeficientes de uma serie 
de Fourier. Portanto, se a sdrie (9) converge para f (x) c se a serie puder ser integrada termo a termo, 
entao os coeficientes tent que ser dados pelas Eqs. (13) e (14). 

Note que as Eqs. (13) e 1 14) sao formulas explicitas para«„e ft„em funqaodc/e que a determinate de 
qualquer coeficiente particular £ independente de qualquer outro coeficiente. £ claro que a dificuldade 
cm calcular its integrals nas Eqs. (13) e (14) depende muito da funi^ao particular/. 

Observe, tambem. que as formulas (13) e (14) dependent ape nas dos valores de / (v) no intervalo 
-L < x < L. Como cada um dos termos na serie de Fourier (9) e periodico com periodo 21.. a serie con¬ 
verge para todo .v sempre que convergir em -L < x < L e sua soma tambem e uma funq5o peri6dica de 
periodo 2 L. Logo./(.v) fica determinada para todo .v por seus valores no intervalo -L < x < L. 

E possivel mostrar (\via o Problema 27) que se g e periodica com periodo T. entao todas as integrals 
de g em um intervalo de comprimento 7 tern o mesmo valor. Aplicando esse resultado as formulas de 
Euler-Fourier (13) e (14). segue que o intervalo de integra?ao.-/. < v < L. pode ser substitufdo.caso seja 
mais conveniente. por qualquer intervalo de comprimento 21.. 


EXEMPLO 

1 


Suponha que existe uma surie de Fourier convergindo para a lunipio/delinida por 


ftx) = 



-2 < .v < 0. 
0 < v < 2: 


fix + 4i = f(x). 


( 15 ) 


Determine os coeficientes desta serie de Fourier. 

Esta funqilo representa uma onda triangular (veja a Figura 10.2.2) e e periodica com periodo 4. Entao. nesse 
caso. L - 2 e a serie de Fourier tent a forma 

, a, i A / m.T.t , nmx\ 

fix) = J + L l"" cos — +k m sen — ) . ( 16 ) 

onde os cocticientes sao calculados pelas Eq (13) e ( 14) com L = 2. Substituindo f(x) na Eq. (13) com in = 0, 
temos 

flu = I J’J-xUlx +\f ‘*d*= 1 + 1= 2. (17) 



Para m > 0. a Eq. (13) nos da 




mux 
x) cos —— dx -f 


-f 

2 Jo 


mnx . 

x cos —— ILx. 
2 
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EXEMPLO 

2 


Essas integrals podem ser calculadas intcgrando-se por partes, com o resultado que 



--(coswtt - 1), m = 1,2,... 

(■ mn )- 


(18) 


[ - 8 /(m;r) 2 , m impar. 

0 . m par. 

Finalmente. segue da Eq. (14) ,de nraneira analoga.que 

b m = 0 . m o 1,2 . (19) 

Substituindo oscoelicientesencontrados nas Eqs. (17). ( IS) e (19) na serie (16),obtemos a serie de Fourier de f, 

, 8 / 7tx l 3nx 1 5ttjc \ 

f(x) = 1 - I cos — + cos — + ^ cos — + • • • 1 

8 ^ cos(rwrx/2) 

“ 1 . t 2 f? m 2 

m= 1.3-3,... 


8 cos(2/i - 1 )ttx/2 
= ~ ^-2- ( 2 n - 1 ) 2 ' 


( 20 ) 


Seja 

0. -3 < x < -1. 

/(.r) = 1 . -1 < x < 1 , 

0, 1 < x < 3 

e suponha que /(.v + 6 ) = /(r); veja a Figura 10.2.3. Encontrc os coelicientes da stirie de Fourier de /. 


( 21 ) 


y 




1111 

1 1 1 1 

-7 -5 -3 -1 

1 3 5 7 < 


FIGURA 10.2.3 GnStico de/(.v) no Exemplo 2. 


Note que nos pontos de descontinuidade nao foi atribuido valor para /(*), conro em x = -1 e em x = 1. Isso 
nao afcta os valores dos coeficientes de Fourier, jd que eles silo calculados por unia integral e o valor da integral 
n9o 6 afelado pelo valor do integrando em urn unico ponto ou em urn numero tinito de pontos. Portanto. os 
coelicientes silo os mesmos. independentemente dos valores que porventura forern atribuidos a f(x) nos pontos 
de descontinuidade. 

Como / tern pcriodo 6 , segue que L = 3 neste problema. Em consequencia, a s£rie de Fourier de / tern a 
forma 

a„ * / nnx , rtnx \ 

f(x) = -7 + cos — + b n sen— ). ( 22 ) 
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onde os coclicientes a„ e b„ sao dados pelas Eqs. (13) e (14) com L = 3.Temos 



Analoganiente. 



Assim. a serie de Fourier de f e 

, 1 A 2 

/(■t) « r + V — 

3 /IT 

(ta I 


n . t.c 
~3~ 


1 . cos(2tj:/3) cos(4t.e/3) 

= - + — cos(.t.e/3) +- ! --- 

3 T L 2 4 


cos(5t.e/3) 

5 



(23) 

(24) 

(25) 

(26) 


EXEMPLO 

3 


Considerc novamente a I'umjao no Exemplo I e sua serie de Fourier (20). Investigue a velocidade de conver- 
geneia da serie. Em particular, determine quantos termos sao neeessarios para que o erro nao seja niaior do 
que 0.01 para todo.r. 

A //i-esima soma pareial dessa serie. 


8 y, cos(2#i — 1 )tjt/2 
” x 1 ^ (2/1 - IF’ 

«=r| 


pode ser usada parti aproximar a funtjao /. Os coelicientes diminuem como (2/t - I) : . de modo que a serie 
converge razoavelmente rtipido. Isso e conlirmtido pela Figura 10.2.4, onde aparcce o grtilico parti as somas 
parciais com m = I e in - 2. Para investigar a convergencia cm maiores detalhes. vamos considerar o erro 
e„(.r) = f(x)-s„,(x). A Figura 10.2.5 mostra o gralico de )l em fumjaode x paraO < v < 2.Observe que le„( v)l 
e rnaior nos pontos a = 0 c x = 2. onde o grtilico de f(x) tern bicos. E mais difieil para a serie aproximar a fun^tio 
perlo desses pontos. rcsultando em um erro maior ai para um dado m. Gralicos semelhantes podem ser obtidos 
para outros valores de in. 



FIGURA 10.2.4 Somas parciais da serie de Fourier. Eq. 
(20). para a onda triangular. 



FIGURA 10.2.5 Gralico de le„(.r)l em fun<;ao de x para a 
onda triangular. 


IJma vez compreendendo que o erro maximo sempre ocorre em .t = 0 ou x = 2, voce pode obter uma cota 
uniforme para o erro para cada in calculando simplesmente le,„(x)l em um desses pontos. Por exemplo, para 
m - 6. temos e„(2) = 0,03370. de modo que le 6 (.r)l < 0,034 para 0 < x < 2 e. em consequencia, para todo .t. A 
Tabela 10.2.1 mostra dados correspondentes a outros valores de in: esses dados estao colocados em um gralico 
na Figura 10.2.6. A partir dessa informaijao voce pode comeijar a estimar o numero de termos da serie que sao 
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necessdrios para se obter um m'vel de precisao dado na aproximaqao. Por cxemplo, para garantir que le m (.t)! < 
0 ,01, precisamos escolher m = 21. 


TABELA 10.2.1 Valores do crro 
e„,(2) para a onda triangular 


m 

e m ( 2) 

2 

0.09937 

4 

0.05040 

6 

0,03370 

10 

0,02025 

15 

0,01350 

20 

0.01013 

25 

0.00810 


eJ2) 

0,10 - • 

0.08 - 

0.06 - 

0.04 - 

0.02 - • 

• • 

_I_I_ I - 1 -1-► 

5 10 15 20 25 m 

FIGUR A 10.2.6 Grafico de e,„(2) em funqao de m para a onda triangular. 


Neste livro as series de Fourier aparecem principalmente como um nteio de resolver determinados 
problemas em equaqoes diferenciais parciais. No enlanto, tais series tern unra aplicaqao muito mais ampla 
em ciencia e engenharia, e. em geral.sao ferramentas valiosas na investigaqao de fenontenos periodicos. 
Um problema basico e decompor um sinal de entrada em seus componentes harmonicos. o quo corres- 
ponde a construir sua representa$ao em serie de Fourier. Em algumas bandas de frequencia os termos 
separados correspondent a cores diferentes ou a tons audivcis diferentes. O modulo do coeficienle deter- 
ntina a amplitude de cada componente. Esse processo e conhccido como analise espectral. 


PROBLEMAS Ent cada um dos Problemas de 1 a 8. determine se a fun?ao dada e periodica. Se for. encontre seu periodo 
—— -- fundamental. 

Qysen5.r ^2^ cos27rx 3. senhlv 4. ssmxx/L 5. tan.T.r 6 . x 2 
= (0, 2n— \ <x <2n, n = ^ ±h±2> _ 

1 1, 2/i < x < 2n + 1; 


7. f(x) = 


0 


8 J f(x) = 


|(-1)", 2n — 1 < .t < 2«, 

1 , 2n < x < 2n + 1; 


;i = 0,±l.±2,... 


9. Se f(x) = -x para -L <x < L e se f(x + 2 L) = f(x), encontre uma formula para /(.v) no inlervalo L<x< 21. 
e no intervalo -3 L < x < -2 L. 


10. Se /(jc) = 


.r + 1, 1 < x < e se n x + 2) = f(x), encontre uma formula para /(.v) no intervalo 1 < .v < 2 

x, 0 < x < 1, 


e no intervalo 8 < x < 9. 


11. Se f(x) = L -x paraO <.* <2L e scf(x + 2L) =/(.v).encontre uma formula para f{x) no intervalo -L <x < 0. 

12. Verifique as Eqs. (6) e (7) nesta se?ao integrando diretamente. 
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Em cada um dos Problemas de 13 a 18: 

(a) Esboce o gratico da furu^ao dada por ires periodos. 

(b) Encontre a serie de Fourier du fungao dada. 


13. fix) = - 

-X, 

-L <x < L\ 

/(.v + 2 Z.) = fix) 

© 

II 

1 . 

0. 

-L < x < 0. 

0 < x < L: 

fix + 2L)= fix) 

15. fix) = 

.r, 

0 . 

-n < x < 0. 

0 < x < jt: 

fix + 2 rr) = fix) 

It 

d 

x + 

1 - 

1 , — 1 < jr < 0. 

.r. 0 < x < 1 : 

fix+ 2) = fix) 

17. fix) = 

|.i + L, -L < .r < 0. 

| L, 0 < x < L\ 

fix+ 21.) = fix) 


0. 

-2 <x < - 1 . 


18. fix) = i 

X. 

— 1 < x < 1 . 

fix + 4) = fix) 


0 . 

1 < x < 2 ; 


Em cada um dos Problemas de 19 a 

24: 

(a) Esboce 

o gratico da I'unqao dada por ires periodos. 


(b) Eneonire a serie de Fourier da fumpiodada 

(c) Fai;a u gratico de s,„(.i) cm funi,uo de v para in - 5,10 e 20. 

(d) Ucscreva como a serie de Fourier parece esiar convergindo. 


#2 19. fit) = 
4 (m}fit) - 


-1, -2<.r<0. 

1. 0 < .v < 2: 

t. -1 < .v < 1; 


4fl 21 . /< v)=.v- 72 . -2 < x < 2 : 


fit + 4) = / (.r) 

/(.i r 2) = fix) 
fit + 4) =/(.vi 




-2 < a < 0. 
0 < x < 2 : 


23 . fit) = 




0 . 

.r 2 (3 - x). 


-2 < x < 0 . 
0 < jr < 2; 

-3 < x < 0 . 
0 < .t < 3; 


fix + 4 1 = fix) 
fix + 4) = fit) 
fix + 6 ) = fix) 


25. Considere a fungao /detinida no Problema 21 e seja ej.i) = f(x) -s„,(x). 

(a) Faqa o gratico de lej.v)' cm funqao de x para 0 < .v < 2 para diversos valores de mi. 

(b) Encontre o menor valor de in para o qual le.,(.v)l < 0.1 para todo x. 

2h. Considere a fuiujAo / detinida no Problema 24 e seja e,„(.v) f(x) - .v„,(.v). 

(a) Fa^a o gratico de le„ t (.v)l cm funqao de a para 0 < v < 3 pura diversos valores de mi. 

(b) Encontre o menor valor de in para o qual lc„(.r)l < 0.1 para todo x. 

27. Suponha que g e uma furu,'ao integravel e periodica com pcrfodo T. 

(a) Sc 0 < a < T, mostre que 


J glt)tLx = J gix) tlx. 

/ * /-o+r 

gix) cix = / g(.v) (tx. Considere a mudanqa de variavel v = a - T 

IlliKKUiiiiaiiHwc.m. ^ T 


na segunda integral 

(b) Mostre que. para qualquer valor de a. nao necessariamente em 0 < a < T. 

r*~T 


[ tWdx -[ 


g(x)dx. 
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29. 


(c) Mostre que, para quaisquer valores de a e b, 

i*ii—r / >b+T 

J g(x) dx — J g(x) (Lx. 

Se/for diferenciavel e periodica com periodo T. moslre que /' lambent e periodica com periodo T Deter¬ 
mine se 

F(x) = f /(r) dt 
Jo 

6 sempre periodica. 

Neste problema, indicamos algumas semelhanqas entre vetores geontetricos tridimensionais e series de Fourier, 
(a) Sejam v,. v, e v, tres vetores ortogonais dois a dois em tres dimensdes. e seja u qualquer vetor tridi¬ 
mensional. Mostre que 


U = fl,V. + <IiV» -t- fljVj. 


ondc 


U ■ V, 


i= 1.2.3. 


(i) 


(ii) 


Mostre que a, pode ser interpretado como sendo a proje?5o de u na diregao de v, dnidida pelo com 
primento de v,. 

(h) Deftna o produto interno («. v) por 


i/(.r)i’(.r) r/.r. 


(iii) 


Sejam 

= cos(nnx/L). n = 0.1.2_; 

= sen (»ur.v//-). n = 1,2. 

Mostre que a F.q. (ID) pode ser escrita na forma 

ai» 




(iv> 


(v) 


(c) Use a F.q. (v) e a equa^ao eorrespondente para (/. i//„) junto com as rela^-oes de ortognn.ilidadc para mos- 
trar que 


(/■0„) 

(0n-0«) 


« = 0.1.2....: 


b„ = 


(/• vM 

<• v>„)' 


n = 1.2. 


('i) 


Note a sentelhanqa entre as Eqs. (vi) e a Eq. (ii). As funt,ocs </>„ e t!/„ lent tint papel semelhante ao dos ve- 
lores ortogonais v,. v. c v, no espa<,'o tridimensional. Os coeflcicntes «„ e />, podem ser interpretados como 
sendo as projerjoes da fun^ao/sobre as funtjoes da base e 


Observe lambent que qualquer vetor tridimensional pode ser espresso como uma combina<,ao linear 
de tres vetores ortogonais dois a dois. De ntaneira semelhante. qualquer fumjao sulicientemente suave de- 
linida cm -L <x < l. pode ser expressa como uma comhinatjflo linear das fundoes ortogonais cos(wiff.v/L) 
e sen(mjr.r/L).ou seja. como uma serie de Fourier. 


10.3 0 Teorema de Convergencia de Fourier 


Na sc<;ao precedente mostramos que se a serie de Fourier 




cos 


+ b,„ sen 


tn= 1 


L > 


(I) 


converge e assint define uma funtjiio/. entao /e periodica com periodo 21, e os coeficientes a„ e h„, cstao 
relacionados a f(x) pelas formulas de Euler-Fourier 


1 r L ntnx . 

a m = 2 -J /(Jf) cos — dx, 

1 r 1 rrinx , 

b m = -^J J(x) sen—dx. 


m = 0 , 1 , 2 ,...; 

m = 1,2 . 


( 2 ) 

(3) 
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Nesta se$ao vamos supor quc e dada uma fungao/. Sc essa fungSo for periodica com peri'odo 21. e integra- 
vel no intcrvalo I -/.. /.], entao podc-se calcular um conjunto dc coeficienles a m e b,„ pclas Eqs. (2) e (3).e 
pode-se construir, formalmente. uma serie da forma (I). O problema e saber sc essa serie converge para 
alguin valor dc .v c, ncssc caso. sc sua soma d /(.v). Foram descobertos exemplos que mostram quc uma se¬ 
rie dc Fourier correspondent a uma funcao/pode nao convcrgir para /(a) ou pode ate divergir. F undoes 
cujas series dc Fourier nao convergem para o valor da funi;ao cm ponlos isolados sao face is dc construir. 
e vamos apresentar exemplos mais adiante nesta seqao. Funqdes cujas series de Fourier divergem cm um 
ou mais pontos sao mais patoldgicas.e nao serao considcradas neste livro. 

Para garantir a convcrgencia dc uma serie dc Fourier para a funqao da qual seus coeficienles foram 
calculados c essential colocar hipbteses adicionais sobre a funqao. Dc um ponto dc v ista pratico, tais 
condii;oes devem ser fracas o suficiente para cobrir todas as situa^oes de interesse e. ainda, simples o 
suficicntc para serem facilmentc verilicadas para funqoes particulares. Ao longo dos anos, foram desen- 
volvidos diversos conjunlos dc condiijoes com esse propdsito. 

Antes dc cnunciar um leorema de convcrgencia para series dc Fourier, vamos definir uma expressao 
quc aparece no teorema. Uma fun^ao f c dita seccionulmente continua cm um intcrvalo u <x<b se o 
intcrvalo pode ser div idivJo por um numero finito dc pontos a = v„ < a , < ... < x„ = /> dc modo quc 

1. /e continua cm cada subintervalo aberto a_ <.v < v„ 

2. /tende a um limit finito nas c.xtremidades dc cada subintervalo. quando aproximadas do interior do intcr¬ 
valo. 

A Figura 10.3.1 mostra o gralico de uma tuncao seccionalmcnte continua. 



A nota^ao /(e r) c usada para denotar o limit dc/(.v) quando v —► c pcla dircita: analogamcntc, f(c-) 
denota o limit dc /(v) quando x tende a c pcla esquerda. 

Note quc niio c ncccssario que a funi^ao esteja delinida nos pontos da partisan \. Por cxcmplo, no teo¬ 
rema a segtiir supomos quc f e seccionalmcnte continua; mas, certamenle,/' nao pode cxistir nos pontos 
ondc a propria/e dcscontinua. Tambcm nao c essencial quc o intcrvalo seja fechado; ele tainhem pode 
ser aberto. ou aberto cm uma das exlrcmidades e fechado na oulra. 


Teorema 10.3.1 Suponha que f e /’ sao seccionahnente continuas no intcrvalo -L < x < L. Suponha. alem disso, que / 

--■ esta definida fora do intervalo -L <x<L de modo a ser periddica com peri'odo 2 L. Entao/ tern uma 

serie de Fourier 


. flu ^ / mnx , mnx\ 
J (x) = — + 2_ cos —— + b m sen -y-j 


(4) 


cujos coeficientes sao dados pelas Eqs. (2) e (3). A serie dc Fourier converge para/(.r) em todos os pon¬ 
tos onde f 6 continua e converge para [/(.t+) + /(a-)]/2 em todos os pontos onde /c dcscontinua. 


Note que |/(.t+) + f(x ~)|/2 e o valor medio dos limits a dircita e it esquerda no ponto x. Em qualquer 
ponto onde /e continua./(v+) = f(x~) - f(x). logo e correlo di/er que a serie de Fourier converge para 
[/(a + ) + /(a ))/2 em todos os pontos. Sempre que dissermos que uma serie de Fourier converge para uma 
fun^ao /. isso vai significar que ela converge neste sentido. 

Deve-se enfati/ar quc as condones dadas nesse teorema sao apenas sulicienles para a convergencia de 
uma serie de Fourier, elas nao sao, de modo algunt. necessarian. As condiqbes sulicientes mais gerais nao 
foram descoberlas. Apcsar disso. a demonstra^ao do teorema e razoavelmente complicada, e nao serd dada 
aqui. 4 Sob condit,’6es mais rcslritivas,e possivel uma demonsirat^ao muito mais simples; veja o Problema 18. 


‘Demonsiravdes de convcrgencia de uma serie de Fourier podem ser encontradas na maior parte dos livros de cdlculo avan 
ijado. Veja. por cxcmplo. Kaplan (Capitulo 7) ou Buck (Capilulo (>) 
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Para obter uma compreensao melhor do significado do teorema, vamos considerar algumas classes de 
funqoes que nao satisfa/.em as condones impostas. Fungoes nao inclui'das no teorema sao, principalmentc, 
as que tern descontinuidades infinitas no intervalo [-L, L], como l/.v : quando .v -*• 0, ou In l.v - LI quando 
x -* L.Tambdm estiio exclufdas funqbes com um numero infmito de saltos nesse intervalo; no entanto, 
tais fumjoes sao encontradas raramente. 

Vale a pena observar que uma serie de Fourier pode convergir para uma soma que nao 6 diferenciavel, 
nem mesmo continua, apesar do fato de que cada termo na serie (4) e conlfnuo e atd diferencidvel um 
numero infinito de vezes. O exemplo a seguir e uma ilustraijao disso, como e o Exemplo 2 na Seqao 10.2. 


EXEMPLO 


fix) = 


lO, - L < x < 0, 
L, 0 < x < L, 


e seja/definida fora desse intervalo de niodo que f(x + 2L) =/(.v) para todo .v. Vamos. temporariamente, deixar 
em aberto a defini?ao de /nos pontos .v = 0. ±L. Encontre a s£rie de Fourier desta fun?;lo e determine onde 
ela converge. 


-3 L -2L -L 


2 L 3 L 


F1GURA 10.3.2 Onda quadrada. 


O grdfico da equagao y = /(.v) esta ilustrado na Figura 10.3.2, estendido em ambas as direqoes. Pode-se pen- 
sar nele como representando uma onda quadrada. O intervalo [—L. L| pode ser dividido em dois subintervalos 
abertos, (-L. 0) e (0. L). Em (0, L).f(x) = L e f'(x) = 0. E claro que ambas./e /'. sao continuas e tern liniites 
quando x —<• 0 pela direita e quando ,v —* L pela esquerda. A situaqao em (-L.0) e semelhante. Em consequen- 
cia,/e /' sao seccionalmenle continuas em [-L. L), de modo que/satisfaz as condones do Teorema 10.3.1. Se 
os coeficientes a,„ e b,„ foreni calculados pelas Eqs. (2) e (3). a convergence da serie de Fourier resultante esta 
garantida em todos os pontos onde /e continua. Note que os valores de a,„ e b,„ sao os mesmos. independente- 
mente da definiqao de / nos pontos de descontinuidades. Isso e verdade porque o valor de uma integral nao e 
afetado ao se mudar o inlegrando em um numero finito de pontos. Da Eq. (2). 


Analogamente, da Eq.(3), 


a n = -r [ fix)dx = f dx = L; 

L J-i. J o 

1 ['■ mxx [' niTzx 

a„, = - J fix) cos —j- dx = j cos dx 


= 0. m ± 0. 


1 f L , mrtx , [' nmx , 

bm=lj fix) sen—j— dx = J sen —j— dx 


= —^-(1 - cosniT) 
nix 


Portanto, 


0 , m par; 

IL/mx. m (mpar. 


, L 2L ( xx 1 3xx 1 5n-.r \ 

'<*> = 1 + T ( stn r Tt* 5 scn "T + " j 




L 2L ^ sen(mxx/L) 

7 tt L-i ru 


_ L 2L ^ sen(2/i — P-t.v/L 
2 + n 2n - 1 
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Nos pontos .v = 0, ±nl.. onde a funqao/nao e continua. todos os termos na serie apos o primeiro desapare- 
cem e a soma 6 LI2. Esle e o valor medio dos limites a direita e a esquerda. como deveria ser. Podemos entao 
definir /nesses pontos como tendo o valor LI2. Se escolhermos outros valores, a serie ainda nos da o valor LI2 
nesses pontos, ja que todos os calculos precedentes permanecem validos. A serie simplesmente nao converge 
para a funqao nesses pontos a menos que/esteja definida como tendo o valor LI2. lsso ilustra a possibilidade 
de a serie de Fourier correspondente a uma fungao nao convergir para ela nos pontos de descontinuidade. a 
menos que a funqao seja definida apropriadamente em tais pontos. 

A maneira na qua! as somas parciais 


L 2 LI nx 
s„W = -r + — sen— + 
2 7z V L 


(2/1 - 1 )jr.V 


2 / 1-1 


)' 


/i = 1,2. 


da serie de Fourier (6) convergent para /esta indicada na Figura 10.3.3. onde L foi escolhido como sendo 1 e 
aparece o grafico de x s (.v). A figura sugere que nos pontos onde ft continua as somas parciais tendem a f(x) 
quando /j aumenta. No entanto, em vizinhangas dos pontos de descontinuidade. tais como x = 0 e .v = L. as 
somas parciais nao convergent suavemenle ao ponto ntedio. Ent vez disso. elas tendem a passar da marca em 
cada extremidade do salto, conto se tivessem dificuldade de se acomodar a mudan^a brusca que tSm que fazer 
nesse ponto. Este fendnteno e tipico de series de Fourier em pontos de descontinuidade. e d conhecido como o 
fenomeno de Gibbs." 



FIGURA 10.3.3 A soma parcial v,(.v) da serie de Fourier. Eq. (6), da onda quadrada. 



FIGURA 10.3.4 Uni grafico do erro e,(.v)l em funi;ao de .v para a onda quadrada. 


Pode-se obter uma ntelhor comprecnsao considerando-se o erro e„(x) = f(x) - s„(x). A Figura 10.3.4 moslra 
um grafico de le„(.v)l em fungao de .v para n = 8 e L = 1. A menor cota superior de le„(.v)l e 0,3 e € aproximada 
quando .v —► 0 e ,v —► 1. Quando n aumenta. o erro diminui no interior do intervalo [onde/i(.v) c‘ continua], mas 
a menor cota superior nao diminui quando n aumenta. Nao podemos, entao, reduzir o erro uniformementc no 
intervalo inteiro aumentando o numero de termos. 

As Figuras 10.3.3 e 10.3.4 mostram tambem que a serie neste exemplo converge mais devagar do que aquela 
no Exemplo 1, na Se^ao 10.2. lsso se deve ao fato de que os coeficientes na serie (6) sao proporcionais, apenas, 
a l/(2/i - 1). 


5 0 fenOmeno de Gibbs leva esse nome em honra a Josiah Willard Gibbs (1839-1903), mais conhecido por seu trabalho em 
analise velorial e mecaniea estatislica. Gibbs foi professor de ffsica matemAtica em Yale e um dos primeiros cientistas ameri- 
canos a obter reputagao internacional. O fenomeno de Gibbs e discutido em mais detalhes por Carslaw (Capitulo 9). 
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PROBLEMAS Em cada urn dos Problemas de 1 a 6, suponha que a funqao dada 6 estendida, periodicamente, para fora do 
•:——— ■ intervalo original. 

(a) Encontre a sdrie de Fourier da fun?ao estendida. 

(b) Esboce o grdfico da fumjao para a qual a serie converge por ires periodos. 


\m = 


-1. • 

-1 < x < 0, 

1. 

0 < x < 1 

L+x, 

-L < x < 0. 

L-x, 

0 < x < L 

0, 

—JT < X < — jt/2, 


2 . /(. x) = 


0, -jt < x < 0, 


' \x, 0 < x < jr 

4. fix) = 1 - .<r. — 1 < x < 1 


0. -I < x < 0, 
x 2 , 0 < x < 1 


5. /(x) = 1, -jt/2 < x < jt/2. 6. f{x) = K 0 < r < 1 

0, n/2 <x<jt l 

Em cada um dos Problemas de 7 a 12. suponha que a furnjao dada <5 estendida, periodicamente. para fora do 
intervalo original. 

(a) Encontre a sdrie de Fourier da fun<;3o dada. 

(b) Seja e„(x) = /(.r) -j„(x). Encontre a menor cota superior ou o valor ntaximo (se existir) de lf„(x) para // = 
10.20 e 40. 

(c) Se possivel. encontre o menor n para o qual le„(x)l < 0.01 para todo x. 

, <0. _ c ,,„u._ 


01 7. /(x) = 


0, 0 < X < 7T\ 


f (x + 2.7) = fix) (veja a SeqSo 10.2. Problcma 15) 
/(x + 2) =/(x) (veja a Soqao 10.2. Problcma 16) 


0 (W/(-v) = | * + *’ j. X " < . ) /(x + 2)=/(x) (veja a Seqao 10.2. Problem 

yjK 11 - x. 0 < x < 1; 

02* 9./(x)=x, -1<x<1; f(x + 2) = /(x) (veja a Se<;ao 10.2. Problcma 20) 

.♦n r... \x + 2, -2 < x < 0, c .„ 


01 10. f{x) = 


2-lx, 0 < x < 2; 


f(x + 4) = fix) (veja a Scv'ao 10.2. Problcma 22) 


0 ll./(x)= °1 * X ( , 1 ' fix + 2) = fix) (veja o Problcma 6) 

x*. 0 < x < 1; 

0\ 12. fix) =x -x 3 , — 1<x<1; f(x + 2) = fix) 

Formas Externas Pcriodicas. Neste capitulo estamos preoeupados. basicamente. com a utilizaijao de series de 
Fourier para resolver problemas de valorcs de contomo para determinadas cquagdes difcrcnciais parciais. No 
entanto. as scries de Fourier silo lambent uteisem muitasoutras situaqiVs onde ocorrem fenontenos periddicos. 
Os Problemas de 13 a 16 indicant como elas podem ser usadas para se resolver problemas de valor inicial com 
formas externas periddicas no caso de problemas fisicos. 

Encontre a soluqSo do problcma de valor inicial 

y" + a?y = sen tit, >’(0) = 0. y'i 0) = 0. 
onde n e um inteiro positivo e to'- * tv. O que acontece se or = tv'! 

14. Encontre a solu<;ao formal do problcma de valor inicial 

y" + u?y = ^2 bn sen ,,f ’ >(0) = 0, y’(0) = 0, 

II* 1 

onde to > 0 e diferente de todos os inteiros positivos. Como esta solugao e modificada se to = m. onde m e 
um inteiro positivo? 

15. Encontre a solu(,ao formal do problema de valor inicial 

y" + ary = /(f), y(0) = 0. y'(0) = 0, 

onde/e periodica dc periodo 2 jt c 

1, 0 < f < 7T\ 

fit) = 0, t = 0,;r,2;r; 

—1, jt < t < 2 n. 

Veja o Problema 1. 
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16. Encontre a solugao formal do problema de valor initial 


y"+ co 2 y =f(t), v(0) — 1, >'(0) = 0. 

onde /e periodica de peri'odo 2 e 

/(0 = 


Veja o Problema 8. 
17. Supondo que 


mostre. formalmente, que 


1 - r. 0 < / < 1; 

-1+/. 1 < r < 2. 


, All t n7rx , ri7TX\ 

fix > = y + 2^r* 1 cos ~i~ + h " sen / )• 

N=1 


ID 


jf lf(x)] 2 dx=^+ f^(a; + b 2 „). 

Esta relagao entre uma fungao/e seus coeficientes de Fourier e conhecida como a identidade de Parseval. 6 
E.sta identidade e muito importante na teoria de series de Fourier; veja o Problema 9 na Segao 11.6. 
Sugestao: multiplique a Eq. (i) por/(v). integre de -L a L e use as formulas de Euler-Fourier. 

18. Esse problema indica uma demonstragao de convergencia de series de Fourier sob condigoes mais restri- 
tivas do que as doTeoremu 10.3.1. 

(a) Se/e/' forem sectionalmente contfnuas cm -L < x < I. e se / for periodica com peri'odo 2 L, mostre 
que na„ c nb„ permanecerao limitadas quando n -* oe. 

Sugestao: use integragao por partes. 

(b) Se/for conlinua em -L <.v < L e periodica com periodo 2 L, e se/' e/" forem seccionalmente conti- 
nuas em -L < x < /.. mostre que ira„ e it'b„ permanecerao limitadas quando ;t —• oo. Se/for conttnua 
no intervalo fechudo. entao sera conttnua para todo a. Por que isso e importante? 

Sugestao: novamente. integre por partes. x v 

(c) Usando o resultado do item (b), mostre que |ti n | e ^ |ft„| convergent. 

'■ n 

(d) Do resultado no item (c). mostre que a serie de Fourier (4) converge ahsolulamente 7 para todo v. 


Accleragao da Convergencia. No proximo problema mostramos como e possivel. algumas ve/.es. aumentar a 
velocidade de convergencia de uma serie de Fourier. 


19. Suponha que queremos caltular valores da fungao g. onde 

v -1 (2/t — 11 i 

,gt.v) = > ---;—^ scn(2/j — l)n.r. 

6 1 + (2/i - 1) ; 


(i) 


E possivel mostrar que esta serie converge, embora bem devagar. No entanto, observe que para n grande 
os termos na serie ( i ) sao aproximadamente iguais a [sen(2/i - 1 ),t.v)/(2/i - 1) e que estes ultimos sao seme- 
lhantes aos do exemplo no texto. Eq. (6). 

(a) Mostre que 


y ' |sen (2/t - 1 ).TJt]/(2/t - 1) = (tt/2) [/(a) - j] , (ii) 

n=l 

onde/e a onda quadrada no exemplo com L - 1. 

(b) Subtraia a Eq. (ii) da Eq. (i) e mostre que 


^ \/(x) - H - E 


sen(2/t — l)7r.v 
(2n — 1)[1 + (2n — l) 2 ] 


(Hi) 


A sdrie (iii) converge muito mais rapido do que a serie (i) c, assim, fornece um modo melhor de se 
calcular valores de g(x). 



“Marc-Antoine Parseval (1755-1836) foi um matematico trances relativamente obscuro que teve um resultado importante bali- 
zado com seu nome. Ele apresentou um precursor deste resultado em 1799, embora nao no contexto de series de Fourier. 

’Ela lambem converge uniformemente; para uma explieagao do que isso significa, consulte um livro de cillculo avangado ou 
de analise. 
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10.4 Fun^oes Pares e Impares 

Antes de olhar outros exemplos de series de Fourier, vamos distinguir duas classes de fun^oes para as 
quais a formula de Euler-Fourier pode ser simplificada. Essas classes sao formadas pelas funqoes pares c 
impares. que sao caracterizadas. geometricamente. pela propriedadc de simetria cm relagao ao eixo dos y 
e .t origem.respectivamente (vcja a Figura 10.4.1). 



(a) (f>) 

FIGURA 10.4.1 (a) Uma funqao par. (b) Uma funq2o impar. 


Analiticamente,/e uma run^ao par se seu dominio contem o ponto -.v sempre que contiver o ponto 
.vcse 

f(-x) — f(x) ( 1 ) 

para cada Jt no dominio de /. Analogamente./e uma funfsio impar se seu dominio contem -v sempre que 
contiver x c se 

/(-.v) = -fix) (2) 

para cada ,v no dominio de /. Exemplos de fungous pares sao l.a ’.cos nx. I.vl e a ’". As luiujoes v. v'.sen /i.v 
e v-’"* 1 sao exemplos de futiroes impares. Note que. de acordo com a Eq. (2),/(0) tern que ser zero se/for 
uma fun<;ao impar cujo dominio contem a origem. A maioria das fungdes nao e par ncni impar. corno. por 
exemplo. e\ Apenas uma fun<;ao./identicamente nula. e ao mesmo tempo par e impar. 

As propriedades elementares de funqoes pares e impares induem as scguinles: 

1. A soma (diferenqa) e o produto (quociente) de duas (undoes pares sao pares. 

2. A soma (diferen^a) de duas funtjoes impares e impar; o produto (quociente) de duas fundoes impares e 
par. 

3. A soma (diferensa) de uma fumjiio par e uma fumjao impar niio e par nem impar; o produto (quociente) 
de tais^funijoes e impar." 

As demonstrates de todas essas afirmaqoes sao simples e seguem diretamente das deliniqoes. Por exem- 
plo. se f e f : sao impares e se g(x) = /,(.v) + /,(.r). entao 

g( —X) — f[( x) +/ 2 (-.t) = -fi(x) -f 2 ix) 

= —[/i<r) +/:(.?)) = -g(x), (3) 

de modo que f + /. tambem <5 impar. Analogamente, se /i(.v) = f(x)f,(x). entao 

/i(-.t) =/i(-.r)/ 2 (-.r) = [—/i(.t))(-/>(.r)] = f\(x)f 2 (x) = h(x), (4) 

de modo que //, e par. 

Tambem sao importantes as duas propriedades integrals de fundoes pares e impares que enunciamos 
a seguir: 

4. Se / for uma fumjao par. entao 



‘Essas afirmafOes preeisam ser moditicadas se uma das fun^fles i idenlieamente nuta. 
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5. Se /for uma funqdo impar, entao 


/: 


fix) dx = 0 . 


( 6 ) 


Essas propriedades (icam claras. intuitivamente, a partir da interprctagao de integral como drea sob 
uma curva. mas tanibem seguem imediatamente das definigocs. For exemplo, se/for par, entao 

/ L pQ pL 

fix) dx = j fix) dx + Jf fix) dx. 

Fa/endo.v = -v na primeira integral a direita do sinal de igualdade c usando a Eq. (l).obtemos 

J fix) dx = - J fis)ds + J f (.t) dx = 2 J fix) dx. 

A demonstration da propriedade correspondente para fungoes impares e semelhante. 

Fun toes pares e impares sao particularmente importantes ern aplicagdes de series de Fourier, jd que 
suas series de Fourier tent formas especiais que ocorrem frequentemente em problemas fisicos. 


Series em Cossenos. Suponha que /e /' sao seccionalmente contfnuas em -L < x < L e que f 6 um 
fungao periodica par com periodo 21.. Segue das propriedades I e 3 que fix)cas{mrxJ L) e par e que 
/(.v)sen(/» 7 rv//.) c impar. Como consequencia das Eqs. (5) e ( 6 ), os coeficientes de Fourier de /sao dados por 


2 f MTX 

a, 1 = 7 / fix) cos —— dx. 
1. J{ i L 


n = 0 . 1 , 2 ....; 


h„ = 0 . n = 1 , 2 . 


(7) 


Logo./tem serie de Fourier 


v—> ruiA 

/(•*) = y + 2^ a " cos ~r 

* n=l L 


nix x 


Em oulras palavras.a serie de Fourier de qualquer lungao pare I’ormada apenas pelas fungoes trigonome- 
tricas pares cas(nnx/L) e pelo termo constante:e natural charnar tal serie de serie de Fourier em cossenos. 

De um ponto de vista compulacional, observe que basta calcular os coelicientes <i„ para n = 0,1.2.da 

formula integral (7). Cada um dos b„. n = 1,2.e automaticamente nulo para qualquer fungao par e, 

portanto. n;lo precisa ser calculado por integragao. 


Serie em Senos. Suponha que /e f sao seccionalmente continuas e que /e uma fungao periodica impar de 
periodo 21.. Segue das propriedades 2 e 3 que/( v)cos(».tv/E) e impar c /(.v)sen(« 7 r.v/C) e par. Nessc caso. 
os coeficientes de Fourier de /sao 

a„ = 0, n = 0,1.2. 


b ‘-\L 

e a serie de Fourier de /e da forma 


2 f L nnx 

fix) sen —— dx, n = 1 , 2 ,..., 


L 


, >. nnx 

fix) = 2 ^ h„ sen — 

n=l L 


( 8 ) 


Assim. a s£rie de Fourier de qualquer fungao impar e formada apenas pelas fungoes trigonometricas 
sen(mrjr/L): tal sdrie e ; chamada de serie de Fourier em senos Mais uma vez. note que basta calcular, por in¬ 
tegragao. metade dos coeficientes. ja que todos os <?„. n = 0 . 1.2 .sao nulos para qualquer fungSo impar. 


EXEMPLO 

1 


Seja fix) = x. -1. < x < /.. e seja fi-L) = f{L) = 0. Seja /delinida no rcstante da reta de modo a ser periddica 
de periodo 2 L (veja a Figura 10.4.2). A fungao definida desse modo e eonhecida como fungao dente de serra. 
Encontre a s«5rie de Fourier desta fungao. 

Como /£ uma fungao impar, seus coelicientes de Fourier, de acordo com a Eq. ( 8 ). sSo dados por 
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a„ = 0, n = 0,1,2, 



n :r 


Portanto, a serie de Fourier de/, a fungao dente de serra. e 


fix) 



(- 1)' 1 " 1 

n 


sen 


nix 

~L 


(9) 


Observe que a fungao periodica/e descontfnua nos pontos ±L. ±31 .como mostra a Figura 10.4.2. Nesses 

pontos a serie em (9) converge ao valor medio dos limites a esquerda e a direita, a saber, zero. A soma parcial 
da serie (9) para n = 9 esta ilustrada na Figura 10.4.3.0 fendmeno de Gibbs (mencionado na Segao 10.3) ocorre 
novamente proximo aos pontos de descontinuidade. 



FIGURA 10.4.3 Uma soma parcial da serie de Fourier da fungao denie de serra. Eq. (9). 


Note que. nesse exemplo,/(-Z,) = f(L) = 0, assim como/(0) - 0. Isso e necessario para que a fungao / 
seja tanto impar quanto periodica com pen'odo 2 L. Quando falarmos sobre a construgao de uma serie em 
senos para uma fungao definida em 0 < x < L. tica subentendido que, se necessario. redefinimos. primeiro, 
a fungao de modo a se anular em.t = 0e x = L. 

Vale a pena observar que a onda triangular (Exemplo 1 da Segao 10.2) e a fungao dente de serra, que 
acabamos de considerar, sao identicas no intervalo 0 < x < L. Portanto, suas series de Fourier convergent 
i) mesma fungao. /(.r) = .r, nesse intervalo. Assim. se for necessario representar a fungao f(x) - x em 0 < 
.v < L por uma serie de Fourier e possfvel fazer isso com uma serie em cossenos on uma serie em senos. No 
primeiro caso,/tem que ser estendida como uma fungao par para o intervalo -L < x < 0 e periodicamente 
para o resto da reta (a onda triangular). No segundo caso,/tem que ser estendida para o intervalo -L < 
.v < 0 como uma fungao impar e periodicamente para o resto da reta (a fungao dente de serra). Se / for 
estendida de outra maneira qualquer, a serie de Fourier resultante vai convergir para x em 0 < x < L, mas 
vai envolver termos em seno e em cosseno. 
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Ao sc resolver problemas em equacoes diferenciais e util, muitas vezes. expandir uma fun^ao/, dada 
originalmente no intervalo [0, /.]. em uma serie de Fourier de periodo 2 L. Como indicado anteriorniente 
para a fun<;ao/(v) - .v, existem diversas altemalivas possiveis. Explicitamcnte. podemos: 


1. 


DcHnir uma fungaog de periodo 2 L tal que 

l/(.t). 0 <x<L., 

*'* ,= )/(-,>. -L<x<0. 


( 10 ) 


A fun?ao g e. entao. a extensao periodica par de /. Sua serie de Fourier, que e uma s<5rie em cossenos, re- 
presenta/em |t). E|. 

Definir uma fun<,ao h de periodo 1L tal que 


h(x) = 


fix). 

0 . 

-f(-x). 


0 < x < L. 
x = 0. L. 
-I. < x < 0. 


(ID 


A lumjao h c. entao. a extensao periodica impar de/. Sua serie de Fourier, que e uma serie em senos, repre- 
senta/em (0, L). 

3. Definir uma funi;ao k de periodo 21. tal que 


kix) = /(rf, 0 < ,r < L. 


( 12 ) 


e definir A(a ) cm (-L, 0) de qualquer maneira consistentc com as condi(;oes doTeorema 10.3.1. Algumas 
vezes e conveniente definir k(x) como sendo zero para / < v < 0. A serie de Fourier de k. que cnvolve 
termos tanto em senos como em cossenos. tambem representa/em (0. Z.J, independentemente do modo 
que e definida k{ v) em {-L. 0) Portanto. existe uma infinidade de tais series, todas elas convergindo para 
/(i) no intervalo original. 


F.m geral. a forma da expansao usada sera determinada lou pelo menus sugerida) pelo propdsito para 
o qual e necessaria. No entanto, se cxistir uma escolha sobre o tipo de sdrie de Fourier a ser usada a sele- 
(,'ao poder.i se basear. em alguns casos. na velocidade de convergencia. Por exemplo. a sdrie em cossenos 
para a onda triangular |Eq. (20) da Seqao 10.2] converge mais rapidamente do que a sdrie em senos para 
a lumjao dente de serra [Eq. (0) nesta seqao], embora ambas convirjam para a mesma fun^ao em 0 < .r < /.. 
Isso e devido ao fato de que a onda triangular e uma funqao mais suave do que a furujao dente de serra. 
sendo. portanto. mais facil de ser aproximada. Em geral. quanto mais derivadas contfnuas tern a fumjao 
no intervalo inteiro < x < -t. mais depressa vai convergir sua serie de Fourier. Veja o Problema 18 da 
Se<;ao 10.3. 


EXEMPLO 

2 


Suponha que 


fix) = 



0 < t < 1. 
1 < .t < 2. 


(13) 


Como indicado anteriormente. podemos representar/por uma serie em cossenos ou por uma em senos. Esboce 
o grafico da soma de cada uma dessas series para -ft < x < 6. 

Neste exemplo /. = 2.de modo que a serie em cossenos para /converge para a extensao periodica par de/ 
de periodo -f.cujo grafico esla esboijado na Figura 10.4.4. 


-6 




-2 


-m 



FICiURA 10.4.4 Extensao periodica par de/(.v) dada pela Eq. (13). 


Analogamente. a serie em senos para/converge para a extensao periodica impar de /de periodo 4.0 grafico 
desta funqao estd esbrx;ado na Figura 10.4.5. 
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F1GURA 10.4.5 Extensao peri6dica impar de /(.r) dada pela Eq. (13). 


PROBLEMAS 


Em cada um dos Problemas de 1 a 6, determine se a fumjao dada e par, impar ou nenhuma das dims. 
l.J-lx 2. x 3 — 2x + 1 

3. tanlv 4. secx 

5. |jr| 3 6. e- x 

Em cada um dos Problemas de 7 a 12 £ dada uma fungao/cm um intcrvalo de comprimento L. Em cada caso, 
esboce os graficos das extcnsoes par e Impar de /de perfodo 2 L. 


7. /(x) = 
Q/(-v) = 
11. /U) = 


x, 

1 . 

2 - .r. 

0 . 

1. 


0 < x < 2. 

2 < x < 3 

0 < x < 2 

0 < x < 1, 

1 < x < 2 



0. 

jc — 1. 


10. f(x) =x- 3. 


0 < jc < 1, 
l < x < 2 

0 < .v < 4 


12. fix) = 4 - jr. 0 < x < l 


13. Prove que qualquer fun^ao pode ser expressa como a soma de uma tungao par com uma fungao impar. Ou 
seja. para qualquer fungao/cujo dominio contem -x sempre que contivcr x. mostre que cxistc uma fun^ao 
par g e uma funqao impar h tal que fix) = g(x) + hi a). 

Sugestao: o que voce pode dizer sobre fix) + /(-.v)? 

14. Encontre os coeftcientes para as series cm cossenos e cm senos descritas no Exemplo 2. 

Em cada um dos Problemas de 15 a 22: 

(a) Encontre a serie de Fourier indicada para a funcjao dada. 

(b) Esboce o gratico da f'umjSo para a qual a serie converge cm um intcrvalo dc ties periodos. 

,, , 11. 0 < x < l. ... 

15. fix) = { serie ein cossenos, pcriodo 4 

0. 1 < x < 2: 


Compare com o Exemplo I e o Problema 5 da Segao 10.3. 



0 <x < 1. . . 

serie cm senos. periodo4 

1 < x < 2; 

0 < .r < n ; serie cm cossenos, perfodo 2 rt 


l«. fix) = 1. 


19. fix) = 


0. 

1, 

2 % 


0 < x < ,t; sOrie cm senos, periodo 2rr 
0 < x < n, 

n < x <2 n, serie cm senos. periodo 6/r 
2t < x < 3 t: 


20. fix) = x. 0 < x < 1; s«Srie de periodo 1 

21. f(x) = L — x. 0 < x < L\ siSrie cm cossenos. periodo 2. 

Compare com o Exemplo I da Segao 10.2. 

22. fix) = L — x, 0 < x < /.; siirie em senos, periodo 21. 

Em cada um dos Problemas de 23 a 26: 

(a) Encontre a serie de Fourier indicada da fungao dada. 

(b) Esboce o gratico da luns'ao para a qual a serie converge em um intcrvalo de tres periodos. 

(c) Faga o gratico de uma ou mais somas parciais da serie. 


/<<>= 

$1 24. fix) = -x. 


u < x < .T. S(5rje em cossenos ^ periodo 4,7 
7 < x < 27; 

—7 < x < 0; 


serie em senos, periodo 27 
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41 

41 


41 


25./(.t) = 2 - x : , 0 <x < 2; serie em senos, periodo 4 

26//U) = x 2 - Zt. 0 < x < 4; serie em cossenos. periodo 8 

Em cada um dos Problemas de 27 a 30 e dada uma funi,ao em urn intervalo 0 < x < 

(a) Esboce os grdficos das extensdes periodicas par g(.t) e impar h(x) de periodos 2 L da fun^iio dada em um 
intervalo de tres periodos. 

(b) Encontre as series de Fourier em cossenos e em senos da funtjilo dada. 

(c) Fa?a os graficos de algumas das somas parciais de cada serie. 

(d) Para cada serie. investigue a dependencia em n do erro maximo em [0. Z.|. 

27. /(.v) = 3 - -v. 0 < .r < 3 

or. 0 < x < 1. 

0. 1 < x < 2 


41 28 ./<*) = 


m /(.v) = <4.r - 4.v - 3)/4. 0 < v < 2 

fix) = x 2 - 5.r : + 5.v + I. 0 < x < 3 

31. Prove que.se/for uma funs'ao impar.entao 


/: 


f(x) dx = 0. 


32. Prove as propriedades 2 e 3 de fun^des pares e impares, como enunciadas no texto. 

33. Prove que a derivada de uma fun«,'ao par e impar e que a derivada de uma fun<;ao impar e par. 

34 Seja Fix) = I f{t)dt. Mostre que.se/for par.entao F sera impare que.se/for impar.Fsera par. 

Ju 

35. A partir da serie de Fourier da onda quadrada no Exemplo I da Segao 10.3. mostre que 


5 


= E* 


i-D' 1 


Esta rel.is'Ao entre .t e os inteiros positives impares foi descoberta por Leibniz em 1674. 
3b. A partir da serie de Fourier da onda triangular (Exemplo I da Seqao 10.2). mostre que 

I 


7T- , I 1 

TT" l + ji + y + 


-Ets 


(2n + 11 


37. Suponha que /tern uma serie de Fourier em senos 

fix) = r. f>n x en (n.-rt/L). 0 < x < L 

M=»J 

(a) Mostre.formalmente.que 

r / [flx)\ : ilx = J^bl 

'■ Jn n~\ 

Compare este resultado (equa^ao dc Parseval) com o do Problema 17 na Se^ao 10.3. Qual o resultado 
correspondente se/tiver uma serie em cossenos? 

(b) Aplique o resultado do item (a) a serie da fum;ao dente de serra dada pela Eq. (9). mostrando. assim. 
que 

** i i ^ i 

7T~ 1 1 v-' 1 

Mai 

F.sla relaqSo foi descoberta por Euler em torno de 1735. 


Series de Fourier Mais Kspeciali/adus. Seja /uma funijao deftnida originalmente em 0 < .t < L e satisfazendo 
ai as condiqoes de continuidade do Teorema 10.3.1. Mostramos, nesta seqao, que «S possivel representar / por 
uma serie em senos ou por uma serie em cossenos at raves da conslruijao da extensao periodica impar ou par dc 
/, respectivamente. Os Problemas de 38 a 40 tratam de outras series de Fourier mais especializadas que conver¬ 
gent A fun^ao/dada no intervalo (0, L). 

38. Estenda/ao intervalo (L, 2L\ arbitrariamente. Depois, estenda a funtjao resultante a (-2 L. 0) como uma 
fun<;ao impar e ao resto da reta como periodica de periodo 4 L (veja a Ftgura 10.4.6). Mostre que esta fun- 
qao tern uma serie de Fourier em senos formada pelas funvotes sen(wr.ir/2/.),rt = 1,2.3, ...;ou seja, 

OU 

fix) = Y. fe„sen(wffx/2L). 

Ms) 
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onde 


. _ I f 2L 

"~Ljo J 


/(.v) sen (tinx/lL) dx. 


Esta s£rie converge para a fungao original em (0, L). 

39. Estenda primeiro fa (L. 2 L) de modo que seja simetrica em relagiio a reta x = L, ou seja, de modo que 
J\2L -x)= /(.v) para 0 < x < L. Estenda a fungao resultante a (-2 L, 0) como impar e ao resto da reta real 
como periddica de periodo 4 L (veja a Figura 10.4.7). Mostre que esta fungao tem sdrie de Fourier formada 
pelas fungoes sen(.T.r/2L), sen(3.T.v/2L), sen(5n-.v/2L)....; ou seja. 

(2 n — 1 )7r.r 

/c*)=52 sen - 

n=l 

onde 


2 L 


2 r 1 - 

b„ = - J /(. x) ser 
Esta serie converge para a fungao original em (0. L\. 


(2 n - l);r.v 
2 L 


dx. 



y ‘ 

< 

\ 

i 

; 1 

^ 

1 

1 

r 1 : r 

-2L -L 

1 

L 2 Lx 

■ 

1 

1 

1 

s*. 

1 


FIGURA 10.4.6 Grafico da fungao 
no Problema 38. 


FIGURA 10.4.7 Grafico da fungao 
no Problema 39. 


40. (a) Como se deve estender /. definida originalmente em [0. L |. de modo a sc obter uma serie de Fourier 
envolvendo. apenas, as fungOes cos(.t.v/2L). cos(3xv/2/.). cos(5.t,v/2L) —? Veja os Problemas 38 e 39. 
(b) Se f(x) = x para 0 < x < /.. esboce a fun^iio para a qual essa serie de Fourier converge para 4/. < ,v < 4JL. 


10.5 Separagao de Variaveis; Condu^ao de Calor em uma Barra 

As equaqoes diferenciais parciais basicas de condu^ao de calor, propagaqao de ondas e teoria do poten- 
cial, que vamos discutir ncste capitulo, estao associadas a Ires tipos distinlos de fenomenos: processos de 
difusao, processos oscilatdrios e processos independentes do tempo ou estacionarios. Essas equa<;oes sao. 
portanto, de importancia fundamental em muitos ramos da fisica. Elas tambem sao muito importantes 
do ponto de vista matematico. As equates diferenciais parciais cuja teoria esta mais bem desenvolvida 
e cujas aplica^oes sao mais significativas e variadas sao as equagoes lineares de segunda ordem. Todas 
essas equagSes podem ser classificadas em tres tipos: a equagiio de calor, a equagao de onda e a equa- 
gao do potencial. respectivamente, sao protolipos de cada um desses tipos. Assim, um estudo destas tres 
equagoes fomece muita informagao sobre as equagoes diferenciais parciais lineares de segunda ordem 
mais gerais. 

Durante os dois ultimos seculos foram desenvolvidos diversos metodos para se resolver equagoes 
diferenciais parciais. O metodo de separagao de variaveis e o metodo sistematico mais antigo, tendo sido 
usado por D'Alembert. Daniel Bernoulli e Euler, em torno de 175U, em suas investigagSes sobre ondas 
e vibragoes. Nesse meio tempo o metodo foi consideravelmente refinado e generalizado, permanecendo, 
ainda hoje.como um metodo muito importante e de uso frequente. Para mostrar como o mdtodo de sepa¬ 
ragao de variaveis funciona, vamos considerar primeiro um problema btisico de condugao de calor em um 
corpo sdlido. O estudo matematico de condugao de calor comegou q em torno de 1800 e continua a atrair 


’A primeira investigate importante sobre condugao de calor foi feita por Joseph Fourier (1768-1830), enquanto governador 
da provfacia de Isfere (Grenoble) de 1801 a 1815. Ele apresentou artigos basicos sobre o assunto na Academia de CiOncias 
de Paris em 1807 c 1811. No entanto. esses artigos foram criticados pelosconsultores (principalmente Lagrange) por falta de 
rigor e, portanto,nao foram publicados. Fourier continuou a desenvolver suas ideias e acabou escrevendo um dos classicos da 
matematica aplicada, Theorie analytique de la chaleur (Teoria anaKtica do calor), publicado em 1822. 
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a atengao de cientistas modernos. Por exemplo, a analise da dissipagao e transference do calor produzido 
por maquinas de alta velocidade e.corn frequence, urn problema tecnologico importante. 

Vamos considerar um problene de condugao de calor em uma barra de segao reta uniforme feita com 
material homogeneo. Escolha o eixo dos x de modo a formar o eixo da barra e suponha que x = 0 e .v = 
L correspondent as extremidades da barra (veja a Figura 10.5.1). Suponha, ainda. que os lados da barra 
estao perfeitamente isolados. de modo que nao ha transmissao de calor ai. Podemos supor. tamWm, que 
as dimensoes da segao reta sao tao pequenas que a temperatura u pode ser considerada constante em 
qualquer segao reta. Entao. u s6 depende da coordenada axial x e do instante t. 


u(x, t) 



A variagao da temperatura na barra e govemada por uma equagao diferencial parcial cuja dedugao 
aparece no Apendice A. no final deste capitulo. A equagao e a equagao do calor e tern a forma 

a 2 u xx = u t , 0 < x < L. t > 0, (1) 

onde or e uma constante conhecida como difusividade termica. O parametro a' depende. apenas, do ma¬ 
terial do qual e feita a barra. e e definido por 

a 1 = K/ps, ( 2 ) 

onde k e a condutividade termica, pea densidade eseo calor espectfico do material na barra. As unida- 
des de or sao (comprimento)Vtempo. Valores lipicos de a- sao dados naTabela 10.5.1. 

TABELA 10.5.1 Valores de 


Difusividade Termica para Alguns 
Materials Comuns 


Material 

a 2 (cm : /s) 

Praia 

1,71 

Cobre 

1,14 

Aluminio 

0,86 

Ferro fundido 

0,12 

Granito 

0,011 

Tijolo 

0,0038 

Agua 

0,00144 


Alem disso, vamos supor que a distribuigao inicial de temperatura na barra e dada; entao 

u(x,0)=f(x), 0 < x < L, (3) 

onde /e uma fungao dada. Finalmente, supomos que as extremidades da barra sao mantidas a tempera- 
turas fixas: a temperatura T t em x = 0 e a temperatura T : em x = L. No entanto, acontece que basta consi¬ 
derar o caso em que T, = T : = 0. Vamos mostrar na Segao 10.6 como reduzir o problema mais geral a este 
caso especial. Logo, nesta segao, vamos supor que n e sempre zero quando .r = 0 ou .v = L: 

u( 0,0 = 0, u(L,t) = 0, r>0. (4) 

O problema fundamental de condugao de calor e encontrar n(.r,r) que satisfaz a equagao diferencial (1) para 
0 < x < L e para t > 0, a condigao inicial (3) quando r = 0 e as condigoes de contomo (4) em x = 0 e ,t = L. 

O problema descrito pelas Eqs. (1). (3) e (4) e um problema de valor inicial na variavel f;e dada uma 
condigao inicial e a equagao diferencial determina o que acontece depois. No entanto, em relagao it vari- 
dvel espacial x o problema e de valores de contorno; sao impostas condigoes de contorno em cada extre- 
midade da barra, e a equagao diferencial descreve a evolugao da temperatura no intervalo entre elas. De 
outro ponto de vista, podemos considerar o problema como sendo um problema de valores de contorno 
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no piano xt (veja a Figura 10.5.2). Neste caso, procura-se a solugao u(x, t) da Eq. (1) na faixa semi-infinita 
0 < .t < L,t >0sujeita a condigaode que u(x.t) tem que assumir um valor dado em cada pontoda fronteira 
dessa faixa. 



FIGURA 10.5.2 Problema de valores de contomo para a equagao do calor. 


O problema de condugiio de calor (1), (3). (4) 6 linear, ja que u so aparece na primeira potencia em 
toda a equagao. A equagao diferencial e as condigoes de contomo sao. tambem. homogeneas. Isso su- 
gere que podemos abordar o problema procurando solugoes da equagao diferencial e das condigoes de 
contorno. fazendo. depois, uma superposigao para satisfazer a condigao inicial. O restante desta segao 
descreve como implementar este piano. 

Uma solugao da equagao diferencial (1) que satisfaz as condigoes de contorno (4) e a fungao ti(x, t) = 
0, mas esta solugao nao satisfaz a condigao inicial (3). exceto no caso trhial em que f(x) tambem e nula. 
Nosso objetivo, entao, e procurar outras solugoes. nao nulas, da equagao diferencial e das condigoes de 
contorno. Para encontrar as solugoes nccessarias, vamos comegar fazendo uma hipotese basica sobre a 
forma das solugoes que tera muitas consequencias, talvez ate inesperadas. A hipotese e que ti(x, i) e um 
produto de duas outras fungoes, uma dependendo so de x e a outra dependendo so de /. Assim, 

u(x,t) = X(x)T(t). (5) 

Substituindo n dado pela Eq. (5) na equagao diferencial (1). obtemos 

a 2 X"T = XT '. (6) 


onde a linha sc refere a diferenciagao usual em relagao a variavel independente. seja ela ,v ou I. A Eq. (6) 
e equivalente a 


)C_ - LIL 
~x ~ 


(7) 


na qual as variaveis estao separadas, ou seja, a expressao a esquerda do sinal de igualdade depende so de 
v e a expressao it direita depende so de t. 

Agora e crucial compreender que para que a Eq. (7) seja valida para 0 < .v < L. t > 0 e preciso que am- 
bos os lados da Eq. (7) sejam iguais a mesma constante. Caso contrario, mantendo uma variavel indepen¬ 
dente (por exemplo,.t) fixa e variando a outra, um lado da Eq. (7) (o esquerdo, nesse caso) permaneceria 
constante enquanto o outro estaria variando, o que viola a igualdade. Se denotarmos essa constante de 
separagao por entao a Eq. (7) ftca 


x^ _ \_r 

~X ~ a 2 T 


= -k. 


( 8 ) 


Obtemos, entao, as duas equagoes dilerenciais ordinarias a seguir para X(x) e T(t): 

X" + XX = 0, (9) 

T' + a 2 kT = 0. (10) 

Denotamos a constante de separagao por -k (em vez de k) porque esta constante vai ser negativa e 6 
conveniente exibir o sinal de menos explicitamente. 

A hip6tese (5) levou it substituigao da equagao diferencial parcial (1) pelas duas equagoes diferenciais 
ordinarias (9) e (10). Cada uma dessas equagoes pode ser resolvida imediatamente para qnalquer valor de 
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O produto de duas solu^oes das Eqs. (9) e (Hi), respectivamente, fomece uma solucao da equa^ao dife- 
rencial parcial (1). No entanto. so esiamos interessados cm soluqoes da Eq. (1) que satisfaqam, tambem, as 
condigdes de contorno (4). Como vamos mostrar agora, isso restringe baslante os valores possfveis para A. 

Substituindo n(.v. I) dada pela Eq. (5) na conditio de contorno em x = 0. obtemos 

i/(0, f) = A'(0)7'(f) = 0. (11) 

Sc a Eq. (11) fosse satisfeita escolhendo-se T(t) como sendo zero para todo t ,entao t/(.v. i) seria zero para todo 
x e /. e ja rejeitamos esta possibilidade. Portanto. a Eq. (11) tern que ser satisfeita impondo-se a conditio 

X(0) = Q. (12) 

Analogamente. a condiijao de contorno em v = /. implica 

X(L) = 0. (13) 

Quercmos, agora, considerar a Eq. (9) sujeita i)s condiqdes de contorno (12) e (13). Este 6 um pro- 
blenia de autovalores e. de fato. e o mesmo problema que discutimos em detalhe no final da Scijao 10.1; 
veja especialmente o paragral'o que segue a Eq. (29) naquela se?ao. A tinica diferemja e que chamamos a 
varidvel dependente de y, em vez de X. Pelos resultados obtidos anteriormente [Eq. (31) da Seqilo 10.1], 


as unicas soluqoes nao triviais das Eqs. (9). (12) e (13) s3o as autofumjoes 

X„(x) = setunnx/L), n= 1.2.3.... (14) 

associadas aos autovalores 

k„ = n 2 n 2 /L 2 , n = 1.2,3. ( 15 ) 

Voltando para a Eq, (10) para T(t) e substituindo A por n'-n'-H.'-. temos 

T‘ + (n 2 n 2 a 2 /L 2 )T = 0. (16) 

Logo. T(t) e proporcional a e\p( -n'lra'tlLr). Portanto. multiplicando as solu^oes das Eqs. (9) e (10), e 
desprezando as constantes arbitnirias de proporcionalidade, concluimos que as (undoes 

u„lxj) = e-** ial,/l - 2 sen (nnx/L), n = 1.2.3.... (17) 


satisfazem a equagao diferencial parcial ( 1 ) e as eondi yoes de contorno (4) para cada valor inteiro posi- 
livo de n. As (undoes u„ sao chamadas, as vezes. de solu^des fundamentals do problema de conduijao do 
calor (I), (3). (4). 

Resta,apenas.satisfazer a condi^ao inicial (3). 


«(.r,0) = /(.v), 0 <x<L. 


(18) 


Lembre-sc de que resolvemos. muilas vezes, problemas de valor inicial formando combinaqoes lineares 
de um conjunto fundamental de soluqdes e escolhendo. depois, os coeficientes que satisfazem as con- 
diodes iniciais. A etapa analoga no problema atual e formar uma conibinaoao linear das fumjoes (17) e 
depois escolher os coelicientes que satisfa^am a Eq. (18). A diferemja principal dos problemas anteriores 
e que existe uma infinidade de funodes (17), de modo que uma comhinaoao linear geral delas 6 uma sdrie 
inlinita. Vamos supor, entao. que 

X X 

it(xj) = J^c n n„(x,0 = ^c n e _ "‘ T '° !,// -‘sen (19) 

«=1 = l % 

onde os coeficientes c„ ainda estao indeterminados. Os terntos individuals na s£rie (19) satisfazem a equa- 
Otto diferencial (1) e as condiodes de contorno (4). Vamos supor que a sdrie infinita da Eq. (19) converge 
e satisfaz, tambem, as Eqs. (1) e (4). Para satisfazer a condifao inicial (3) temos que ter 

«5 

v-A nnx 

»(.r,0) = ) c H sen—j-~ =/(*)■ (20) 

l 


Em outras palavras, precisamos escolher os coeficientes c„ tais que a serie em senos na Eq. (20) convirja 
para a distribuioao inicial de temperalura f(x) para 0 < x < L. A serie na Eq. (20) £, simplesmente, a sdrie 
de Fourier em senos de /; de acordo com a Eq. (8) da Seqao 10.4, seus coeficientes sao dados por 


c ,, = 



nnx 

sen —j— dx. 


( 21 ) 


Portanto, a solucao do problema de conduijao de calor (1). (3), (4) e dado pela serie na Eq. (19) com os 
coeficientes calculados pela Eq. (21). 
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EXEMPLO 

1 


Encontre a temperatura u(x , t) em qualquer instante em uma barra de metal com 50 cm de comprimento, in- 
sulada nos lados, inicialmente a uma temperatura uniforme de 20°C em toda a barra e cujas extremidades sao 
mantidas a 0°C para todo t > 0. 

A temperatura na barra satisfaz o problema de condugao de calor (1). (3). (4) com L = 50 e f(x) = 20 para 
0 < x < 50. Logo, da Eq. (19), a solugao e 

m(.y, ') = '£, c„e-" :,,2 “ 2 ' /250U scn ^, (22) 

n=\ 

onde.da Eq. (21), 


c„ 


4 

5 



sen 


rlTTX 

Ho 


dx 


40 [80/wr, 

= —(1 - cosmr) = 
nit 0, 


n fmpar; 
n par. 


(23) 


Fmalmente, substituindo os c„ na Eq. (22). obtemos 

80 \^ 1 ,.2_2._2./•»*.,,, ft li 

u(x,t) = — > -e /25tt sen— 

Z—< II M 


' T n=tTs.... ” 


mr.r 

50~ 


(24) 


A expressao (24) para a temperatura e razoavelmente complicada, mas o fator exponencial com potencia 
negativa em cada termo da sdrie faz com que cl a convirja rapidamente . exceto para valores pequcnos de t ou o’. 
Portanto, resultados precisos podem ser obtidos, em geral, usando-se apenas alguns poucos termos da serie. 

Para apresentar resultados quantitativos, vamos medir t em segundos: entao a : tern unidades de cm : /s. Se 
escolhermos. por conveniencia. or = 1, isso corresponde a uma barra feita com um material cujas propriedades 
termicas estao entre o cobre e o alumfnio. O comporlamento da solugao pode ser visto dos gnificos nas Figuras 
10.5.3 ate 10.5.5. Na Figura 10.5.3 mostramos a distribuiqao de temperatura na barra em diversos instantes 
diferentes de tempo. Observe que a temperatura vai diminuindo sempre, a medida que a barra perde calor 
pelas extremidades. O modo no qual a temperatura decai em um determinado ponto na barra esta indicado na 
Figura 10.5.4, onde aparece o grafico da temperatura em fungao do tempo para alguns pontos selecionados na 
barra. Finalmente. a Figura 10.5.5 mostra um grafico tridimensional de u em fungao de .v e de t. Observe que os 
graficos nas Figuras 10.5.3 e 10.5.4 sao obtidos intersectando-se a superffcie na Figura 10.5.5 por pianos onde / 
ou .y sao constanles. A pequena ondulagao na Figura 10.5.5 em t = 0 resulta da utili/agao de apenas um numero 
finito de termos na serie que representa «(.v./) e da convergence lenta da serie para t = 0. 



FIGURA 10.5.3 Distribuigoes de temperatura em FIGURA 10.5.4 Dependence da temperatura no 

diversos instantes para o problema de condugao de tempo em diversos pontos para o problema de con- 

calor do Exemplo 1. dugao de calor do Exemplo 1. 


Um problema com possivel aplicagao pratica <5 determinar o instante r no qual a barra inteira esfriou a 
uma determinada temperatura. Por exemplo, quando a temperatura na barra inteira nao e neior do que DC? 
Devido & simetria da distribuigao inicial de temperatura e das condigoes de eontorno, o ponto mais quente na 
barra e sempre o centro. Assim, r pode ser encontrado resolvendo-se i/(25, t) = 1 para t. Usando um termo na 
expansao em stfrie (24), obtemos 

osno 

r = ln(80/7r) S 820 s. 

7T~ 
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F1GURA 10.5.5 Grafico da temperatura u em I'ungao de x e de i para o problcma de conduqao de calor do 
Exentplo 1. 




PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. determine se o rnetodo de separaqao de variaveis pode ser usado para 

substituir a equaqao diferencial parcial dada por um par de equagoes diferenciais ordinarias. Nesse caso, en¬ 

tire as equates. 

+ = 0 \Utiixx + xu, = 0 

3. H.M + “xt + II, = <> fy 0(A)//,], - nx)U„ = 0 

5. + (.V + y)llyy = 0 7()J If,, -f- !! vv + XU = o 

7. Encontre a solugao do problenta de condugao de calor 

100u tr = ii ,. 0 < .v < I. i > 0: 

/i(0.o = 0. (i(1.0= 0, I > 0; 

ii(.r.0) =sen2.T.v -sen5jr.t, 0 < x < 1. 

8. Encontre a soluqao do problcma de conduqao de calor 

= 4k,. 0 < x < 2, i > 0; 

k(0.0=0. (((2.0=0, t > 0; 



n(.v.O) = 2scn(7r.v/2t — sen.T.v + 4sen 2 ,t.v. 0 < x < 2. 


Considere a condugao de calor em uma barra com 40 cm de comprimento cujas extremidades sao mantidas 
it tempcralura de 0°C para todo t > 0. Em cada um dos Problemas de 9 a 12, encontre uma expressao para a 
temperatura «(.r, /) se a distribuigao de temperatura inicial na barra e a t'ungao dada. Suponha que a~ = 1. 


^T)r(.v.O) = 50 
10. ii(.r.O) = 


0 < .t < 40 


0 


11/n(.r.O) = 


X , 

0 < .r < 20, 

40 - x. 

20 < .v < 40 

0 . 

0 < ,r < 10, 

50, 

10 < .r < 30, 

0. 

30 < .r < 40 


M2/«(jt,0) =.r. 0 < x < 40 

13. Considere, novantenle. a barra do Problcma 9. Para r = 5 e x = 20. determine quantos termos sao necessarios 
para encontrar a solugao correta ate Ires casas decimais. Um modo razoavel de fazer isso e encontrar n tal 
que a inclusao de mais um termo nao muda as tres primeiras casas decimais de u(20.5). Repita para / = 20 e 
t = 80. Chegue a algunta conelusao sobre a velocidade de convergence da serie que representa u(x, I ). 

14. Para a barra no Problema 9: 

(a) Faga o grdtico de n em fungao de x para t = 5,10.20.40,1 (K) e 200. C'oloque todos os graficos no mes- 
mo conjunto de cixos obtendo, assim. uma visao de conto a dislribuigao de temperatura muda com o 


tempo. 

(b) Faga o grafico de u em fungao de t para x = 5.10,15 e 20. 

(c) Desenhe um grafico tridimensional de u em fungao de x e de I. 

(d) Quanto tempo leva para a barra inteira esfriar e Hear a uma temperatura menor ou igual a 1°C? 
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15. 



4fi 18. 


i9. 


20 . 


21 . 


22 . 


23. 


Siga as instruqoes no Problema 14 para a barra no Problcma 10. 
Siga as instruijoes no Problema 14 para a barra no Problema 11. 
Para a barra no Problema 12: 


(a) 

(b) 


(c) 

(d> 

(e) 


Faqa o grafico de u em furu;ao de x para t = 5,10.20.40.100 e 200. 

Para cada valor de t usado no item (a), estinie o valor de x para o qual a temperatura e a niaior de 
todas. Faij'a o grafico desses valores em funqao de 1 para ver como a posi?8o do ponto mais quente na 
barra muda com o tempo. 

Fai;a o grafico de u em fun<;«1o de t para x = 10,20 e 30. 

Desenhc o grafico tridimensional de u em fumjfio de x e de t. 

Quanto tempo leva para a barra inteira esfriar e ficar a uma temperatura menor ou igual a 1C? 
Considere uma barra metdlica com 20 cm de comprimento. aquecida a uma temperatura uniforme de 
100°C. Suponha que em I = 0 as extremidades da barra est§o mergulhadas em urn banho gelado a 0°C e 
depois mantidas a esta temperatura, mas nao tl permitido escapar calor pela superficie lateral. Encontre 
uma expressao para a temperatura em qualquer ponto da barra em um instante posterior. Determine a 
temperatura no centro da barra no instante / = 30 s se a barra for feita de (a) prata. (b) aluminio ou (c) 
ferro fundido. 

Para a barra do Problema 18. encontre o tempo necessario para o centro da barra esfriar a uma tempera¬ 
tura de 5°C se a barra for feita de (a) prata. (b) aluminio ou (c) feiro fundido. 

Ao se resolver equates diferenciais, quase sempre os cdlculos podem ser simplificados atraves da utili/a- 

^3o de variaveis adimensionais. 

(a) Mostre que se introdu/irmos a variavel adimensional £ = x/L a equai;ao do calor fica 

■6u, L 2 Bu _ . . 

—- = —r—, 0 < £ < 1. / > 0. 

3£ 3 a- dl 

(b) Como L : lot : tern unidades de tempo, e convcniente usar esta quantidade para definir uma variavel 

adimensional r = Mostre que. entao, a equa<;ao do calor se reduz a 

^ = -, 0 < £ < l, 

i>£ : " 

Considere a equa^ao 


3r 


r > 0. 


m- u — bv, + ce = 0, (i) 

onde a.bec sao consiantes. 

(a) Seja tt(x, t) = e“w{x, I), onde <5 e constante, e encontre a equa^ao diferencial parcial correspondente 
para u<. 

(b) Se b * 0, mostre que f> pode ser escolhido de modo que a equa^ao diferencial parcial encontrada no 
item (a) nao tern termo em w. Assim, atraves de uma mudan^a de variavel dependente. e possivel 
reduzir a Eq. (i) a equagSo do calor. 

A equaqao do calor em duas dimensoes espaciais e 

a 2 (u„ + Uyy) = «(• 


Supondo que u(.v, v, l) = X(x)Y(y)T(l), encontre as equates diferenciais ordinarias satisfeitas por X(x), 

Y(y) e m. 

A equa(3o do calor em duas dimensoes espaciais pode ser expressa, em coordenadas polares, na forma 

a 2 [itrr + (1 !r)u, + (l/r 3 )M* w | = 


Supondo que ti(r, t), t) = R(r)e>(Q)T(t), encontre as equates diferenciais ordinarias satisfeitas por l<(r), 
&(0) e T(t). 


10.6 Outros Problemas de Condugao de Calor 


Na Seqao 10.5 consideramos o problema que consiste na equaqao do calor 
nas condi^des de contomo 


a'lixx = lb. 

0 < x < L, t > 0, 

(1) 

U (o,o=o, 

u(L,t) = 0, t > 0, 

(2) 
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c na condi<;ao inicial 


m(jc,0) = /(.t), 0<.r<L. 


(3) 


Vimos que a soluqao e 

u(.xj) = j2w~ n2 " la:,/L2 sen^, (4) 

n=l 

onde os coeficientes r„ sao iguais aos da serie 

nnx 

f(x)=2_c„sen—. (5) 

ns I 

A s<$ric na Eq. (5) £ simplesmente a serie de Fourier cm senos de /: de acordo com a Seqao 10.4. seus 
coeficientes sao dados por 


2 f 1 ' nnx , 

c n — T I /(ar)sen— dx. 
L Jo L 


( 6 ) 


Logo, a solu^So do problema de condu^ao de calor. Eqs. (1), (2). (3). e dada pcla serie na Eq. (4) com os 
coeficientes calculados pela Eq. (6). 

Enfati/amos que. neste estdgio. a solu^ao (4) tern que ser considerada como uma soluqao formal, ou 
seja, foi obtida sem a justificative rigorosa dos processos de limite envolvidos.Ta! justificative estd aquem 
do escopo desle livro. No entanto. uma vez obtida a serie (4) e possfvel mostrar que ela converge em 0 < 
.v < i > 0 para uma fun?3o continua. que as derivadas e it, podem ser calculadas diferenciando-se a se- 
rie (4) termo a termo e que a cqua^So de calor (1) e salisfeita de fato. O argumento baseia-se fortemente 
no fato de que cada termo da serie (4) contem um falor exponencial com pot&ncia negative.o que resulta 
em uma convergence! rclativamente rapida da serie. Outro argumento estabelece que a funqao /dada 
pela Eq. (4) satisfaz. tambem. as con didoes de contorno e a condiqao inicial: isso completa a justificative 
da soluqao formal. 

E interessante notar que embora/satisfa^a as condi^Oes do teorema de convergencia de Fourier (Te- 
orema 10.3.1),ela podc ter pontos de descontinuidade. Nesse caso.a distribute inicial de temperatura 
tt(x. 0) = /(.v) e desconlinua em um ou mais pontos. De qualquer jeito. a soluqSo u(.v, i) e continua para 
valores arbitrariamente pequenos de t > 0. Isso ilustra o fato de que a conduf de calor t‘ um processo 
de difusao que suavi/a. instantaneamente. quaisquer descontinuidades que possam estar presentes na 
distribute* inicial de temperatura. Finalmente,como f£ limitada. segue da Eq. (6) que os coeficientes c„ 
tambem sao limitados. Em conscquencia,a present do fator exponencial com potencia negativa em cada 
termo da serie garante que 

lim u(x.t) = 0 ( 7 ) 

1—X 

para todo.v, independente da conditio inicial. Isso csta de acordo com o rcsullado esperado pela intuifSo 
fisica. 

Vamos considerar, agora, dois outros problemas da equa^ao de calor a uma dimensao espacial que 
podem ser resolvidos pelo metodo desenvolvido na Seqao 10.5 


Condi^oes de Contorno JVdo Homogeneas. Suponha que uma das extremidades da barra e mantida a uma 
temperatura constante 7j e a outra e mantida a outra temperatura constante. 7' : . Entao. as condi<;6es de 
contorno sao 

«(0,/) = T|, u(L,t) = T 2 , i > 0. (8) 

A equaqSo diferencial (1) e a condto inicial (3) permanecem inalteradas. 

Esse problema so £ ligeiramente mais dificil. devido its condi^oes de contorno nao homogeneas, do 
que o resolvido na Seqao 10.5. Podemos resolve-lo redu/.indo-o a um problema com condifdes de contor¬ 
no homogeneas que pode ser resolv ido, entao, como na Setjao 10.5. A tecnica para fazer isso £ sugerida 
pelo argumento ffeico a seguir. 

Depois de muito tempo — ou seja. quando i — sc — antecipamos que sera alcanqada uma temperatu¬ 
ra estacionaria u(x),que e independente do tempo te das condi^des iniciais. Como u(.r) tern que satisfazer 
a cquagao de calor (1). temos 

v"{x) = 0. 0 < * < L. (9) 

Logo, a distribute* de temperatura estado estaciomirio £ uma fun<, - ao linear de x. Alem disso. v(x) tem 
que satisfazer as condi^'oes de contorno 
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v{0) = Ti, v(L) = T 2 , (10) 

que sao validas mesmo quando r -*■ oo. A solugao da Eq. (9), satisfazendo as Eqs. (10), e 

i'W = (r 2 -r,)^ + r I . (nj 

Retornando ao problema original. Eqs. (1). (3), (8), vamos tentar expressar ti(.v, l) como a soma da 
distribuigao de temperatura estado estacionario i'(.v) com uma outra distribuigao (transiente) u/(.v. /); 
escrevemos, entao. 


u(x,t) = v(.x) + w(xj). (12) 

Como u(.v) d dado pela Eq. (11). o problema serd resolvido se pudermos determinar w(x, t). O problema 
de valores de contorno para w(x. t ) e obtido substituindo-se u(x , t ) nas Eqs. (1), (3) e (8) pela expressao 
na Eq. (12). 

Da Eq. (1), temos 

a 2 (v + w) xx = (v + w),; 


segue que 


a~w xx = w,, 

ja que v tx = 0 e v, = 0. Analogamente, das Eqs. (12), (8) e (10), 

w(0,t) = i/(0. f) — i’(0) = T\ — T\ = 0, 
u’(L.r) = /<(L,/) - v(L) = T 2 - T 2 = 0. 


Finalmente, das Eqs. (12) e (3). 

w{x,0) = n(.v.0) - v(.r) = f(x) - i’(.v), 


(13) 


(14) 


(15) 


onde n(.v) d dado pela Eq. (11). Assim. a parte transiente da solugiio do problema original 6 encontrada 
resolvendo-se o problema que consiste nas Eqs. (13), (14) e (15). Este ultimo problema d precisamente o 
discutido na Segao 10.5 considerando f(x) - d(.v) como a distribuigao inicial de temperatura. Portanto, 

X 

u(x,t) = ( T 2 — T \) — + T\ + ^c„e " T u ' L sen - , (16) 

onde " =1 

c'=yyw-* 1 -T t )±-T l ]™T£d X . in 

Este e outro caso em que urn problema mais dificil d resolvido reduzindo-o a um problema mais sim¬ 
ples que jd foi solucionado. A tecnica de reduzir um problema com condigoes de contorno nao homoge- 
neas a um com condigoes de contorno homogeneas, atravds da subtragao da solugao estado estacionario, 
tern ampla aplicagao. 


EXEMPLO 

1 


Considere o problema de condugao de calor 

= it,, 0 < .t < 30, / > 0, (18) 

i/(0,/) = 20, i/(30,/) = 50, / > 0, (19) 

i/(.r,0) = 60 - 2r, 0 < .t < 30. (20) 

Encontre a distribuigao de temperatura estado estacionario e o problema de valores de contorno que determi- 
na a distribuigao transiente. 

A temperatura estado estacionario satisfaz i>”(.t) = 0 e as condigdes de contorno e(0) = 20 e u(30) = 50. As¬ 
sim, u(.t) = 20 + x. A solugao transiente w(x. /) satisfaz a equagao do calor 


w a = w,, 

(21) 

as condigoes de contorno homogeneas 


P 

3 

II 

O 

ui 

© 

II 

p 

(22) 

e a condigao inicial modificada 
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iuU.O) = 60 - 2x - (20-f.v) = 40 - 3.x. ^ 3 ) 

Note quo este problcma e da forma (I ).(2). (3) com fix) - 40 - 3.t.or = I e L = 30. Logo, a soluqaoe dada pdas 
Eqs. (4) e (6). 

A Figura 10.6.1 mostra os grdficos da distribuiq-ao inicial du lemperatura 60 - 2.x. da distrihuiqao final de tem- 
peratura 20+ .re da lemperatura em dois instanies intermcdiarios encontrados resolvendo-sc as Eqs (21). (22) c 
(23). Note que a temperatura intermediaria satisfaz as condigoes de contorno ( 19) para qualquer I > 0. Quando / 
aumenta. o efeito das conduces de contorno se move gradualmentc das extremidades da barra para seu centro. 



FIGURA 10.6.1 Distributes de temperatura em diversos instantes para o prohlema de conduijao do calor 
do Exemplo I. 


Barra com Extremidades Isoladas. Urn problcma ligeiramente difcrente acontece quando as extremidades 
da barra estiio isoladas. de ntodo que nao ha transference de calor atraves delas. De acordo com a Eq. (2) 
no Apendice A. a laxa de tluxo de calor atraves de uma sei;ao rela e proporcional a taxa de \aria 9 a 0 da 
temperatura na dire 9 a 0 .tr. Assim. no caso de nao haver fluxo de calor. as condi 9 des de contorno sao 

i/,( 0 ,f) = 0 , u x {L.t) = 0 . t > 0 . (24) 

O problcma posto pelas Eqs. (1). (3) e (24) tambem pode ser rcsolvido pelo metodo de separa 9 ao de 
variaveis. Sc considerarmos 


uix.t) = Xix)Tit), 


(25) 


e substituirmos esta expressao para 11 na Eq. (1). segue da Scqiio 10.5 que 


X" 

X 



(26) 


onde a e uma constantc. Oblemos. entao. novamente. duas equaqdes diferenciais ordinarias 

X" + XX = 0. (27) 

7" + a~XT = 0. (28) 

Para qualquer valor de X. urn produto de soluqdes das Eqs. (27) e (28) e uma soluqao da equaqao dife- 
rencial parcial (1). Estamos interessados. no entanto. apenas nas soluqoes que satisfazem. tambem. as 
condiqoes de contorno (24). 

Substituindo u(x,t) dada pela Eq. (25) na conditio de contorno em x = O.obtemos A"(0)7*(r) = 0. Nao 
podemos permitir que T(t) seja nula para todo t. ja que. nesse caso. n(x. 1 ) tambem seria nula para todo 1 . 
Logo, temos que ter 

A"(0) = 0. (29) 

Procedendo da mesma maneira com a conditio de contorno em .x = L, vemos que 

X'(L) = 0. (30) 

Logo, queremos resolver a Eq. (27) sujeita as condiqOes de contorno (29) e (30). E possfvel mostrar que 
so existem solu 9 oes nao triviais destc problcma se X for real. Um modo de fazer isso esta indicado no 
Problema 18;outra maneira e apelar para uma teoria mais geral.que sera discutida mais tarde. na Seqdo 
11.2. Vamos supor que X 6 real e considerar tres casos: X < 0, X = 0 e X > 0. 
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Se k <0,6 conveniente fazer k = -/x 2 ,onde q e real e positivo. Entao a Eq. (27) fica X" - n l X = 0, e sua 
solugao geral e 

X (x) = k i senh /u.v + ki cosh fxx. (31) 

Neste caso, as condigoes de contomo s<5 podem ser satisfeitas escolhendo-se k\ = k 2 = 0. Como isso nao 
6 aceitavel, k nao pode ser negativo; em outras palavras, o problema (27), (29), (30) nao tem autovalores 
negativos. 

Se k = 0, entao a Eq. (27) fica X’ - 0 e. portanto, 

X(x) =ki.X + k 2 . (32) 

As condiijoes de contorno (29) e (30) implicam fc, = 0, mas nao delerminam k 2 . Logo, k = 0 e um autovalor 
associado a autofungao A'(.v) = 1. Para k = 0, segue da Eq. (28) que T(t ) tambem e constante, o que pode 
ser combinado com k 2 . Portanto, para k = 0 obtemos a solugao constante u(x. t) = k 2 . 

Finalmente, se k > 0, considere k = q 2 . onde n e real e positivo. Entao a Eq. (27) fica X" + n 2 X = 0 e, 
em consequencia, 

X (.t) = k\ sen /z.v + ki cos nx. ( 33 ) 


A condigao de contorno (29) implica k y - 0 e a condigao dc contorno (3) implica n - nn/L para n = 1.2, 
3...., mas deixa k 2 arbitrdrio. Logo, o problema (27), (29), (30) tem uma sequencia infinita de autovalores 
positivos k -- n 2 n 2 IL 2 , com autofungoes associadas A"(.v) = cos(mrxlL). Para esses valores de k as solugoes 
T(l) da Eq. (28) sao proporcionais a c\p(-n : x'a 2 t/L 2 ). 

Combinando todos esses resultados. temos as seguintes solugoes fundamentals para o problema (1). 
(3). (24): 

K0(.V.O = 1, 


- ' ,, n : t.y 

u„(x,t) = e n " r ' a ' 1 L ' cos ——, n = 1,2. 


(34) 


onde retiramos as constantes arbitrarias de proporcionalidade. Cada uma dessas lungoes satisfaz a equa- 
gao dilerencial (1) e as condigoes de contorno (24). Como tanto a equagao diferencial quanto as condigoes 
de contorno sao homogeneas, qualquer combinagao linear linita de solugoes fundamentais as satisfaz. 
Vamos supor que isso tambem e verdade para uma combinagao linear infinita convergente de solugoes 
fundamentais. Entao, para que a condigao inicial (3) seja satisfeita, vamos supor que /<(.r, i) tem a forma 

X 

C(, r—> 

Ii(x,t) = y«„(.t,/) 4- ) C„u„(a:.0 
n=t 


CO , V^> -h-.tV ///. 2 _ n7T 

= y + 2_j c " e cos ~J 


I17TX 


n= I 


Os coeficientes c„ sao determinados pela condigao 

nc 

Co 


tn x—> nnx 

»(-V, 0 ) = — + 2_,c„ cos — = f(x) 


(35) 


(36) 


n=\ 


Assim, os coelicientes desconhecidos na Eq. (35) tem que ser os coeficientes da serie de Fourier em cos- 
senos de periodo 2 L de /. Portanto, 

(•/. 


2 f , nnx 
c„ = J- J fix) COS — (lx. 


/i = 0,1,2. 


(37) 


Com esta escolha dos coeficientes c,„ c„ c 2 .a sdrie (35) e solugao do problema de condugao de calor 

para uma barra com extremidades isoladas, Eqs. (1), (3), (24). 

Vale a pena observar que a solugao (35) pode tambem ser considerada como a soma de uma distri- 
buigao de temperatura estado estacionario (dada pela constante cj 2), independente do tempo t. e uma 
distribuigao transiente (dada pelo resto da serie infinita) que tende a zero no limite quando t tende a in- 
finito. O fato de que o estado estacionario e constante e consistente com a intuigao de que o processo de 
condugao de calor ira, gradualmente, uniformizar a distribuigao de temperatura na barra enquanto nao 
for permitido ao calor entrar nem escapar. A interpretagao ffsica do lermo 


^‘z[ mdx 

€ que e o valor medio da distribuigao de temperatura original. 


( 38 ) 
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EXEMPLO 

2 


Encontre a temperatura u(x, i) em uma barra metalica com 25 cm de comprimento, isolada tanlo nas extremi- 
dades quanto nos lados. cuja distribui<;ao inicial de temperatura e u(x, 0) = .v para 0 < .v < 25. 

A temperatura na barra satisfaz o problema de conduqao de calor (1), (3). (24) com L = 25. Logo, da Eq. 
(35). a soluqao e 


4+Yc a e nW '™ cos^ 
2 t— 25 


(39) 


onde os coeticientes sao determinados pela Eq. (37). Temos 

2 f 3 

‘•-si, “ fa - 25 


(40) 


e. para n > 1. 


tlx 


2 f" nxx 

C " = 25 ii VC ° S 1T 
= 50(cos;i.t — 1 )/(«3r)' = 


—100/(h,t) 2 , n impart 
0. n par. 


Portanto. 


u( 


v.n = |-^ £ ~e-''’-^cos(,,,T.v/25) 


e a solugao do problema dado. 


< 1 = 1 . 3 .: 


(41) 


(42) 



FIGURA 10.6.2 Distributives de temperatura em diverst>s instantes para o problema de condu?ao de calor 
do Exemplo 2. 

Para = I, a Figura 10.6.2 mostra graficos da distribuiijao de temperatura na barra em diversos instantes. 
Novamentc. a convergencia da serie e lao i jpida que basta um numero relativamente pcqueno de termos para 
gerar os graficos. 


Problemas Mais Gerais. O metodo de separaqao de variaveis tambem pode ser usado para resolver pro- 
hlemas de condu?ao de calor com outras condit^oes de contorno diferentes das dadas pelas Eqs. (8) e (24). 
Por exemplo, a extremidade esquerda da barra pode ser mantida a uma temperatura fixa T. enquanto a 
outra extremidade esta isolada. Nesse caso. as conduces de contorno licam 

u(0j) — T, u x (.L,t) = 0, / > 0. (43) 

O primeiro passu para se resolver esse problema e reduzir as conditjoes de contorno dadas a condit^oes 
homogeneas, subtraindo-se a soluqao estado estacionario. O problema resultanle e resolvido, essencial- 
mente, pelo mesmo metodo usado nos problemas considerados anteriormente. No enlanto, a extensao da 
luntj-ao inicial/fora do intervalo [0, /,] e um pouco diferente das extensoes consideradas ate agora (veja 
o Problema 15). 

Um tipo mais geral de conduces de contorno ocorre quando o fluxo de calor nas cxtremidades da 
barra e proporcional & temperatura. Demonstra-se. no Apendice A, que as condiqoes de contorno nesse 
caso sao da forma 
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Mr(0,/) — /i|«(0,r) = 0, u x (L,t) + h 2 u(L,t) = 0, / > 0, ( 44 ) 

onde /i, e h 2 sao constantes nao negativas. Se aplicarmos o metodo de separagao dc variaveis ao problema 
que consiste nas Eqs. (1), (3) e (44), veremos que X(x) tem que ser solugao de 

X" + kX = 0, A"(0) — h\X(0) = 0, X'(L) + h 2 X(L) = 0, (45) 

onde k 6 uma constante de separagao. Mais uma vez, e possivel mostrar que so existem solugoes nao triviais 
para determinados valores reais nao negativos de k, os autovalores, mas estes valores nao sao dados por uma 
fdrmula simples (veja o Problema 20).Tambem 6 possivel mostrar que as solugoes correspondentes das Eqs. 
(45), as autofungoes, satist'azem uma relagao de ortogonalidade e que se pode satisfazer a condigao inicial 
(3) superpondo-se as solugoes das Eqs. (45). No entanto, a s£rie resultante nao esta incluida nas discussoes 
deste capftulo. Existe uma teoria mais geral que cobre tais problemas, esquematizada no Capftulo 11. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 8, encontre a solugao estado estacionario da cquagao do calor a : tt u = it, que 
— satisfaz o conjunto dado de condigdes de contorno. 


M(0,f) = io. 
3. u,(0,r) = 0, 
5. h(0,/) =0, 


ii(50,/) = 40 
ii(L,/) = 0 
11 ,( 1 ., /) = 0 


7. 11,(0,/)-n(0,/) = 0, u(L,t) = T 


ii(0./) = 30, 

!i r (0./) =0. 

ii(0./) = T. 
u(0./) = T. 


ii(40.0 = -20 
u(L.t) = T 
u,(L.t) = 0 
n,(L,/) 4- tt(L.t) = ( 


9. Considere uma barra de alumfnio. com 20 cm de comprimento. inicialmente a uma temperatura uniforme 

de 25°C. Suponha que no instante / = 0 a extremidade x = 0 e esfriada a 0 C. enquanto a extremidade x = 

20 e aquecida a 60 a C, e ambas sao mantidas. dai para frente. a essas temperaturas. 

(a) Encontre a distribuigiio de temperatura na barra em qualquer instante /. 

(b) Faga os graficos da distribuigao inicial de temperatura. da distribuigiio linal (estado estaciondrio) e de 
duas distribuigoes em dois instantes representativos intermcdiarios no mesmo conjunto de eixos. 

(c) Faga o grafico de u em fungao de / para x = 5,10 e 15. 

(d) Determine o intervalo de tempo necessario para que a temperatura em v - 5 cm alcance (e permane- 
ga) em um intervalo de 1% em torno de seu valor estado estacionario. 

rn\ (a) Suponha que as extremidadcs de uma barra de cobre com 100 cm de comprimento sao mantidas a 

0°C. Suponha que o centra da barra e aquecido a 100 C por uma fonte externa de calor e que esta 

situagao e mantida atd resultar em um estado estacionario. Encontre essa distribuigiio de temperatura 
estado estacionario. 



4fl 12 . 


(b) Em um instante / = 0 (depois de atingido o estado estacionario do item (a)], suponha que a fonte ex¬ 
terna e removida. No mesmo instante, suponha que a extremidade .v = 0 e colocada em contato com 
um reservatorio a 20°C.enquanto a outra extremidade permanece a OX. Encontre a temperatura em 
fungao da posigao e do tempo. 

(c) Faga o grafico de it em fungao de x para diversos valores de /. Faga, tambem, o grafico de it em fungao 
de / para diversos valores de x. 

(d) A que valor limite tende a temperatura no centra da barra depois de um longo tempo? Depois de 
quanto tempo o centra da barra esfria. ficando a 1° de seu valor limite? 

Considere uma barra com 30 cm de comprimento para a qual a- = 1. Suponha que a distribuigao inicial de 

temperatura e dada por n(.r, 0) = .t(60 - ,r)/30 e que as condigoes de contorno sao u(0, /) = 30 e n(30. /) = 0. 

(a) Encontre a temperatura na barra em fungao da posigao e do tempo. 

(b) Faga o grafico de it em fungao de .t para diversos valores de /. Faga, tambem,o gnifico de it em fungao 
de / para diversos valores de x. 

(c) Faga o grafico de it em fungao de / para x = 12. Observe que it inicialmente diminui, depois cresce por 
um tempo e, finalmente, diminui para alcangar seu valor estado estacionario. Explique, fisicamente, 
por que ocorre esse comportamento nesse ponto. 

Considere uma barra uniforme de comprimento L a uma temperatura inicial dada por ii(.v.O) = sen(.xv/Z.), 

0 < x < L. Suponha que ambas as extremidades estao isoladas. 

(a) Encontre a temperatura tt(x, /). 

(b) Qual e a temperatura estado estaciondrio quando / —» oc? 

(c) Sejam cr = 1 e L = 40. Faga o grafico de it em fungao de .v para diversos valores de /. Faga, tambem. o 
grdfico de it em fungao de / para diversos valores de x. 

(d) Descreva em poucas palavras como a temperatura na barra varia com o passar do tempo. 
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13. Considere uma barra com 40 cm de coraprimento cuja temperatura inicial e dada por tt( v.O) = x(60 -x)/30. 
Suponha que or' = 1/4 cm : /s e que ambas as extremidades da barra estAo isoladas. 

(a) Encontre a temperatura u(x, t). 

(b) Faqa o grAfico de it em fun?ao de a para diversos valores de t. Fa<a. tambem. o graftco de it em fun^ao 
de rpara diversos valores de a. 

(c) Determine a temperatura estado estacionario na barra. 

(d) Determine o intervalo de tempo necessario para que a temperatura em x = 40 lique a 1° de seu valor 
estado estacionario. 

S' 'j 14. Considere uma barra com 30 cm de comprimenlo, feila de uni material para o qual a- = 1 e cujas extre¬ 
midades estao isoladas. Suponha que a temperatura inicial e zero, cxceto no intervalo 5 < a < 10. onde £ 
25’C. 

(a) Encontre a temperatura u(x.t). 

(b) Fai;a o gratico de it em fum,ao de x para diversos \ a lores de /. Fax'a, tambem. o gratico de u em fumjao 
de t para diversos valores de a. 

(c) Faca o gratico de «(4. 1) e u( 11. t) em fun^ao de i. Observe que os pontos a = 4 e a = 11 estao localiza- 
dos simeiricamente em rela^ao ao pulso inicial. embora os graticos de suas respectivas temperaturas 
sejant bem diferentes. Explique fisicamente por que isso acontece. 

15. Considere uma barra uniforme de comprimenlo L com distribuiqao inicial de temperatura dada por j{x), 
0 < a < L. Suponha que a temperatura na extreniidade v = 0 e mantida a 0°C. cnquanto a extremidade a = 
/ est.i isolada. de modo que nao ha fluxo de calor atravAs dela. 

(a) Most re que as solutes lundanientais da equagAo difcrencial parcial e das condigdcs de contorno sio 

u„i a. t ) = *i. : S4 . n | l2 „ _ \)nx/2Ll n = 1,2.3. 

(b) Encontre uma expansao em serie formal para a temperatura «(.v.r). 

X 

n(.v.r) = y^c„n„(A.f) 

n=l 

que satisfaga. tambem. a condigao inicial m(a.O) = /(.v). 

Sttgesiiio: embora as solugoes fundamentals envois am apenas scnos impares, ainda e possfvel represcntar 
f por uma serie dc Fourier em scnos envoisendo apenas essas fungrVs. Veja o Problema 39 da Segao 10.4. 
S' lb Na barra do Problema 15. suponha que / - que u : - I e que a distribuigao inicial de temperatura £ 
/I *) = 30 - a para 0 < a < 30. 

(a) Encontre a temperatura »(.x. r). 

(b) Faga o gralico de it em fungao de v para diversos xalores de /. Faga. tambem, o gratico de it em fungao 
de r para diversos valores de a. 

(c) Como muda a localizagao do ponto mais quente da barra x„ quando r aumenta? Desenhe o grAfico de 
a,„ em fungAo de t. 

(d) Faga o gralico da temperatura maxima na barra em fungao de r. 

4^6 17. Suponha que as eondigoes sao corno nos Problemas 15 e lb, exceto que a condigAo de contorno em a = 0 6 
«(0./) = 40. 

(a) Encontre a temperatura u(x,t). 

(b) Faga o gralico de it em fungao de x para dixersos valores de t. Faga, tambem,o gratico de it em fungao 
de t para diversos valores de a. 

(c) Compare os graticos obtidos neste problema com os do Problema 16, Explique corno a mudanga na con- 
digao de contorno em a = 0 causa as diferengas observadas no comportamento da temperatura na barra. 

18. Considere o problema 

A'" + XX = 0, A"(0) = 0, X\L) = 0. (i) 

Seja X = n'-, onde /r = v + io, com v e <r reals. Mostre que, se o * 0. entao a unica solugao das Eqs. (i) £ a 
solugao trivial A'(a) = 0. 

Sttgestao: use um argumento semelhante ao do Problema 23 da SegAo 10.1. 

19. A extremidade direita de uma barra de eomprimento a com condutividade termica a, e Area de segAo reta 
A, £ juntada A extremidade esquerda de uma barra com condutividade formica k 2 e Area de segao reta A,. 
A barra composta tern eomprimento total /.. Suponha que a extremidade x = 0 £ mantida a temperatura 
zero, cnquanto a extremidade x-L£ mantida a temperatura T. Encontre a temperatura estado estacionA- 
rio na barra composta, supondo que a temperatura e a taxa dc fluxo de calor sao conllnuas em a = a. 
Sugcsiao: veja a Eq. (2) no Apendice A. 
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20. Considere o problema 


a 2 u xx = II,, 

u( 0,t)=0, n.t(L,t) + yu(Lj) = 0, 
u(x.0)=f(x), 


0 < x < L, l > 0; 
l > 0 ; 

0 < x < L. 


(a) Seja u(x, t) = X(x)T(l) e mostre que 

X" + kX = 0, A'(O) = 0. X'(L) + yX(L ) = 0. 


e 

T + kot 2 T = 0, 


(i) 


(ii) 


onde X 6 a constante de separagito. 

(b) Suponha que X 6 real e mostre que o problema (ii) nao tern solugoes nao triviais se X < 0. 

(c) Se X > O.seja X = /t 3 com n > 0. Mostre que o problema (ii) so tern solugoes nao triviais se // for solugao 
da equagao 

jicos/zL + y sen/rZ, = 0. (iii) 

(d) Reescreva a Eq. (iii) como tan(/<L) = -/i/y. Depois. desenhando os graficos de y = tan(/<L) e de y = 

-uLlyL para /t > 0 no mesmo conjunto de eixos, mostre que a Eq. (iii) e satisfeita por uma inlint Jade de 
valores positives para denote esses valores por . n n .ordenados em ordem crescente. 

(e) Determine o conjunto de solugoes fundamentais it„(x, t) correspondente aos valores /i„ encontrados 
no item (d). 


Uma Fonte de Calor Externa. Considere o problema de conduqao de calor em uma barra em contato termieo 
com uma fonte ou um sumidouro externo de calor. Entao, a equagao de calor modificada e 

it, = a 2 u tx +Hx), (j) 

onde o termo ,v(.v) descreve o efeito do agente externo;s(.v) e positive para uma fonte e negative no case de um 
sumidouro. Suponha que as condiqdes de contorno sao 

ii(0,/) = T[. u(L,0 = T.: (jj) 

e a condiqao inicial e 

h(.v.O) =/(.v). (iii) 

Os Problemas de 21 a 23 tratam desse tipo de problema. 

21. Escreva ii(x, 0 = i'(.r) + u»(.r. f),onde r e w sao as partes estado estacionario e transiente. respeclivamente. 
da solugao. Enuncie os problemas de valores de contorno que r(.v) e ir(x, I) satisfazem. respeclivamenle. 
Observe que o problema para w e o problema de conduqao de calor fundamental discutido na Setjae 10.5 
com uma distribuigao inicial de temperatura modificada. 

22. (a) Suponha que cr = 1 c que s(.r) = k na Eq. (i). uma constante. Encontre u(.v). 

(b) Suponha que 7j = 0, T : = 0. L = 20, k = 1/5 e que /(v) = 0 para 0 < x < /.. Determine w(x, /). Depois 

faga o grafico de tt(x, 0 em fungao de x para diversos valores de r, faga tambem o gralico. no mesmo 

conjunto de eixos, da parte estacionaria da solugao. i'(.v). 

23. (a) Sejant or = 1 e s(x) = kxIL na Eq. (i), onde k e constante. Encontre i'(.v). 

(b) Suponha que 7, = 10. T : = 30, /. = 20. k = 1/2 e que f(x) = 0 para 0 < x < L. Determine u (.v, i). Depois 

faga o grdftco de ti(x, i ) ent fungao de .v para diversos valores de t: faga tambem o grafico. no mesmo 

conjunto de eixos, da parte estaciondria da solugdo, c(.v). 


10.7 A Equagao de Onda: Vibragoes de uma Corda Elastica 

Unta segunda equagao diferencial parcial que ocorre com frequencia em matematica aplicada e a equa- 
gao de onda. 10 Alguma forma desta equagao, ou uma generalizagao, quase que inevitavelmente aparece 
em qualquer andlise matematica de fcnomenos envolvendo a propagagao de ondas em um nteio conti- 

I0 A solugdo da equagao de onda foi um dos principals problemas matemdticos de meados do s^culo XVIII. A equagao de 
onda foi dcduzida e estudada pela primeira vez por D'Alembert em 1746. Atraiu, tambdm, a atengao de Euler (174S), Daniel 
Bernoulli (1753) e Lagrange (1759). Foram obtidas solugoes de formas diferentes, e os nieritos de cada uma e as relagocs 
entre elas foram discutidos, aigumas vezes acaloradamente, em uma se'rie de artigos durante ntais de 25 anos. Os pontos 
principals em discussao tratavam da natureza de uma fungao e dos tipos de fungoes que podem ser representados por series 
trigonomStricas. Estas questoes n3o foram resolvidas ate o stfculo XIX. 
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nuo. For exemplo, estudox do ondas acusticas. ondas de agua, ondas elelromagneticas e ondas sismicas 
baseiam-sc, todos, nessa cqua^Sn. 

Talvez a situaqao mais facil do visualizar scja a investigate) de vibrates mectinicas. Suponha que uma 
corda elastica de comprimento /. esteja ligeiramente esticada entre dois suportes no mesmo nivel hori¬ 
zontal, de modo que o eixo dos x esteja ao longo da corda (veja a Figura 10.7.1). 

Pode-sc pensar nesta corda elastica como sendo uma corda de violino, ou um esteio. ou. possivelmente, 
um cabo de fon;a. Suponha que a corda e colocada em movimento (puxando-se, por exemplo), de modo 
que vibra em um piano vertical, e denote por «(.v, t) o deslocamento vertical da corda no ponto x no ins- 
tante I. So forem desprezados os efeitos de amortecimento, como a resistencia do ar, e se a amplitude do 
movimento ntio for muito grande, entao t/(.v, t) satislarti a equaqSo diferencial parcial 

(l 2 Ux.x=l‘it ( 1 ) 



no dominio 0 <x < L.t > 0. A Iuj. (I) e conhecida como a equaipio de onda unidimensional e estd deduzi- 
da no Apendice B ao final deste capftulo. O coeficiente constante w que aparece na Eq. (1) e dado por 

ir = T/p. (2) 

onde 7’e a tensao (fort) na corda e pc a massa por unidade de comprimento do material da corda. Segue 
que ti lent unidades de comprimcnto/tempo — ou scja. de velocidade. O Problema 14 mostra que a e a 
velocidade de propagaqao das ondas ao longo da corda. 

Para descrever conipletamente o movimento da corda e necessario especificar. tambem, condif es 
iniciais e de contorno adequadas para o deslocamento u(x.i). Supoc-se que as extremidades permanecem 
tixas. logo as condi^oes de contorno sao 

»( 0 ./) = 0 , I > 0 . ( 3 ) 


Como a equato diferencial (1) e de segunda ordem em relaqao a i. parece razoavel fornecer duas condi- 
coes iniciais. Lias sao a posiqao inicial da corda. 

n(.r.O) =/(.v). 0<x <L (4) 


e sua velocidade inicial. 


Hf(.t,0) = g(.t), 0 < x < L, (5) 

onde /e g sao (undoes dadas. Para que as Eqs. (3). (4) e (5) sejant consistentes. e necess.lrio, tambem, 
supor que 

/(0) =f(L) = 0, g(0) = g(L) = 0. (6) 

O problema matematico, entao, e determinar a solut° da equai;3o de onda (1) que satisfaz. tambem, 
as condifes de contorno (3) e as condiqoes iniciais (4) e (5). Como o problema de condugao de calor das 
Seqoes 10.5 e 10.6, este e um problema de valor inicial na variavel temporal t c um problema de valores 
de contorno na variavel espacial .v. De outro ponto de vista, tambdm pode ser considerado como um 
problema de valores de contorno na faixa semi-inlinita ((<x </../>() no piano xr (veja a Figura 10.7.2). 


u(0.t) = 0 


x = L 




1 




u(L.t) = 0 


uU.0) =f(x) 
u,(x,0) = gU) 



.tr FIGURA 10.7.2 Problema de valores de contorno para a equaqao 
de onda. 
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E imposta uma condigao em cada ponto dos lados semi-infinitos, e sao impostas duas condigoes em cada 
ponto da base finita. 

E importante compreender que a Eq. (1) modela um ntimero grande de outros problemas ondulatd- 
rios. a!6m das vibragoes transversas dc uma corda eldstica. Por exemplo, basta interpretar a fungao n e a 
constante a apropriadamente para se ter problemas que tratam de ondas em um oceano, ondas acusticas 
ou eletromagneticas na atmosfera. ou ondas eldsticas em um corpo solido. Se o problema liver mais de 
uma dimensao espacial significativa, entao a Eq. (1) tern que ser ligeiramente generalizada. A equagao de 
onda a duas dimensoes e 

a 2 (Uxx + Uyy) = «#• ( 7 ) 

Esta equagao apareceria, por exemplo, se considerdssemos o movimento de uma superfi'cie fina elastica, 
como a superfi'cie de um tambor. Analogamente. em tres dimensoes a equagao de ondas e 

a 2 (u xx + Uyy + u :: ) = tl„. ( 8 ) 

Em conexao com essas duas ultimas equates, as conduces de contorno e iniciais tamWm tern que ser 
generalizadas de ntaneira adequada. 

Vamos resolver, agora, alguns problemas de valores de contorno tipicos envolvendo a equagAo de 
onda unidimensional. 

Corda Elastica com Deslocamento Inicial Nao Nulo. Suponha primeiro que a corda e deslocada em relagao 
a sua posigao de equilfbrio c solta depois. no instante t = 0. com velocidade nula para vibrar livremente. 
EntAo, o deslocamento vertical n(.v, t) tern que satisfazer a equagao de onda (I). 

a 2 u xx = u tt , 0 < x < L. t > 0 ; 


as condigoes de contorno (3). 


e as condigoes iniciais 


«(0,/) = 0, u(L,t) = 0, t > 0; 


u(x, 0) = fix). 


it, (,r,0) = l), 0 < x < L, 


(9) 


onde /e uma fungao dada que descreve a contiguragao da corda em / = 0. 

O metodo de scparag3o dc variaveis pode ser usado para se obter a solugAo das Eqs. (I). (3) e (9). 
Supondo que 

u(x.r) = X(x)TU) (10) 


e substituindo u na Eq. (1), obtemos 


jr _ i_r _ 
~X ~ a 2 T ~ 


(II) 


onde k e uma constante de separagao. Vemos, entao, que A'(.v) e T(t) satisfazem as equagdes diferenciais 
ordimirias 


A"'+AAf = 0, (12) 

T" + a 2 kT = 0. (13) 


Alern disso,substituindo it(x.t) nas conduces de contorno (3) pela expressAo na Eq. (10). vemos que A'(.v) 
tern que satisfazer as conduces de contorno 

A((0) = 0, X(L) = 0. (14) 

Finalmente. usando a Eq. (10) na segunda das condigoes iniciais (9), vemos tambem que T(l ) tern que 
satisfazer a condigAo inicial 

r( 0 ) = o. (is) 

Nossa proxima tarefa e determinar A'(.v). T(i) e k resolvendo a Eq. (12) sujeita as condigdes de contorno 
(14) e a Eq. (13) sujeita A condigAo inicial (15). 

O problema de resolver a equagAo diferencial (12) sujeita its condigfles de contorno (14) e precisanten- 
te o mesmo problema que apareceu na SegAo 10.5 em conexao com um problema de condugAo de calor. 
Podemos. entao, usar os resultados obtidos ali e no final da SegAo 10.1 :o problema (12),( 14) tern solugoes 
nao triviais se, e somente se, k e um autovalor, 
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A. = /rn 2 /L 2 . 


= 1,2 . 


e A'(.r) 6 proporcional as autofuni^oes correspondcntes sen(ti.T.v L ). 
Usando os valores de ?. dados pda Eq. (16) na Eq. (13).obtemos 


r + ^r = o. 


Portanto. 


(16) 


( 17 ) 


_ . Enrol , ei Tint 

T(t) = k\ cos — -f- A:i sen—-—, (18) 

•— L 

onde k, e k : sao constantes arbitrifrias. A condi<;ao inicial (15) implica k = 0. logo T(l) tem que ser pro¬ 
porcional a co^nnatlL). 

Assim. as funqdcs 

ei.t.v Enrol 

u n (x, t) — sen -j- cos —j —, ei = 1,2_ (19) 

satisfazem a equaqao diferencial parcial (1). as condigoes dc contorno (3) e a segunda condiqao inicial em 
(9). Estas funqOes sao as solutes fundamcnlais do problema dado. 

Para satisfazer a condiijao inicial (nao homogenea) (9) que falta, vamos considerar uma superposi;3o 
das soluv'des fundamentals (19) com coeficientes escolhidos adequadamente. Supomos. entao. que o(.t.l) 
lem a forma 


m 


L r—> ri.i .1 

c„«„(.v,0 = ) c„ sen-— 

n=l n=l 


EI.T .V /ITT (It 
COS 


L ' 


onde as constantes c„ ainda tem que ser escolhidas. A conditio inicial ii(.t. U) = f(x) implica 


E ei.t.v 

c„sen —— = f(x). 


n - I 


( 20 ) 


( 21 ) 


Em consequencia, os coeficientes c„ tem que ser os coeficientes na serie de Fourier em senos de / com 
perfodo 2L: portanto. 


c n 



/ITT V 


sen 


dx. 


El = 1.2 


( 22 ) 


Logo, a solu^ao formal do problema formado pelas Eqs. (I). (3). (9) e dada pela Eq. (20) com os coefi- 
cienles calculados pela Eq. (22). 

Para um valor fixo de ei, a expressao sen(/ir.v /L )cos(iitwi/1.) na Eq. (19) e periodica no tempo com 
perfodo 2Una\ ela representa, portanto. um movimento vibraldrio da corda com esse perfodo, ou com 

frequencia /ituiIL. As quantidades nmi/L para ei = 1,2.sao as frequences naturals da corda — ou seja, 

frequences nas quais a corda vibra livremente. O fator sen(Eir xll .) representa o padrSo de deslocamento 
que ocorre na corda ao vibrar na frequencia dada. Cada padrao de deslocamento <1 chamado niodo na¬ 
tural de vibraijao e 6 periddico na varidvel espacial v; o perfodo espacial 2LI/I e chamado comprimentu 
tie onda do modo de frequencia iitui/L. Assim, os autovalores ei-\t7L : do problema (12), (14) siio propor- 
cionais aos quadrados das frequences naturais e as autofunqoes sen(E mxIL) dao os modos naturais. Os 
tres primeiros modos naturais estao esbogados na Figura 10.7.3.0 movimento total da corda. dado pela 
fun?ao it(.v. i) na Eq. (20). e, portanto. uma combina?ao dos modos naturais de vibragao e, tambdm, uma 
funqao periodica no tempo com perfodo 2 Liu. 



u 

1 

A A, 

-1 

.V “ 


u 

1 

i 

|A , 

-i 



(“) (fc) (c) 

FIGURA 10.7.3 Os tres primeiros modos fundamentals de vibraijao de uma corda cldstica. (a) Frequencia = 
na/L, comprimento de onda = 2 L; (b) frequencia = 27ra/Z.. comprimento de onda = L\ (c) frequencia = h/talL, 
comprimento de onda = 2Z./3. 
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EXEMPLO 

1 


Considere uma corda vibrante de comprimento L = 30 que satis6|z a equa<;ao de onda 

4h.„ = u„, 0 < x < 30, t > 0. (23) 

Suponha que as cxtremidades da corda estSo fixas e que a corda e colocada cm movimento sem velocidade 
inicial da posi^o inicial 


u(x,0) = /(*) = 


.r/10, 

(30 - .x)/20. 


0 < x < 10. 
10 < .v < 30. 


(24) 


Encontre o deslocamcnto u(x, t) da corda e dcscreva scu movimento durante urn periodo. 

A solu?2o e dada pela Eq. (20) com a = 2 e L = 30. ou seja, 

E nxcx Innt 
^sen-^r-cos—. 


onde c, 6 calculado pela Eq. (22). Usando a Eq. (24) na Eq. (22). obtemos 

2 /•"’ ,t nnx . 2 f x 30-.r 


2 /*' .r riTTX 2 f 
Cn ~ 30 Jo TO SCn lo~ dx + 30 


(•*30—jc wr.r , 

' ... sen «*• 
io 20 30 


(25) 

(26) 


Calculando as integrals na Eq. (26),encontramos 

9 

— 2 1 ^ 
n 2 Jt- 


2 sen T’ 


—. n = 1 . 2 , 


A solui;ao (25). (27) fornece o dcslocamento da corda em qualquer ponto .v cm qualquer instante t. O movimen¬ 
to 6 peribdico no tempo com periodo 30. de modo que basta analisar a solu^ao para 0 < t < 30. 

A melhor maneira de visualizar a solu^ao e por anima^ao computacional. mostrando o comportamento 
dinamico da corda vibrante. lndicamos,aqui,o movimento da corda nas Figuras 10.7.4.10.7.5 e 10.7.6. A Figura 
10.7.4 moslra graficos de u em fun<;ao de x para f = 0:4; 7.5:11 e 15. Observe que o destocamenlo inicial maxi mo 
£ positivo e ocorre em v = 10. enquanto i = 15. nieio periodo mais tarde. o dcslocamento maximo 6 negativo e 
ocorre em v = 20. A corJa. entao, refaz seu movimento e volta ii configuraqao original em r = 30. A Figura 10.7.5 
mostra o comportamento dos pontos x = 10,15 e 20 atraves dos graficos de ii em fun^ao de i para esses valores 
fixos de .t. Os grtSFicos confirmam que o movimento e, de fato, periodico com periodo 30. Note, tambem. que 
cada ponto interior na corda fica parado durante urn tertjo de cada periodo. A Figura 10.7.6 mostra urn grafico 
tridimensional de u em funqao de .v e de i. no qual fica aparcnle a natureza global da solu^ilo. E olaro que as 
curvas nas Figuras 10.7.4 c 10.7.5 pertencem a superficie ilustrada na Figura 10.7.6. 



FIGURA 10.7.5 Graficos de u em lunqao de i para valores fixos de ,v para a corda no Exemplo I. 
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FIGLJRA 10.7.6 Grafico do u cm fungao de v e de t para a corda no Exemplo 1. 


Justificative! da Solugao. Como no problema de conducao de calor considerado anieriormente, a Eq. (20) 
com os coeficientes c.„ dados pela Fq. (22) e apenas lima solugao formal das Eqs. (1). (3) e (9). Para ga- 
rantir que a Eq. (20) representa defato a solugao do problema dado e necessario que se investigue mais a 
(undo. Como no problema de condugao de calor. e lentador tentar mostrar isso diretamente substituindo 
u(x, t ) dado pela Eq. (20) nas Eqs. (1). (3) e (9). No entanto. ao se calcular formalmente por exemplo, 
obtemos 


nn \ 2 nnx mrat 

t) sl -' n _ r cos ~ r : 

devido a presenga do falor ir no numerador, esta serie pode nao convergir. Isso nao significa, necessa- 
riamente, que a serie (20) para «(.v, i) esteja errada. mas apenas que ela nao pode ser usada para calcular 
i/,, e ii„. Unia diferenga basica entre solugoes da equagao de onda e da equagao do calor e que a ultima 
contem exponenciais com potencias negativas que tendem a zero muito rapidamente quando n aumenta, 
o que garante a convergencia da solugao em serie e de suas derivadas. Por outro lado, as solugoes em serie 
da equagao de onda contem termos oscilalorios que nao decaern quando n aumenta. 

Existe. no entanto. outra maneira de se estabelecer a validade da Eq. (20) indiretamente. Ao mesmo 
tempo,ganharemos informagao adicional sobre a estrutura da solugao. Vamos mostrar primeiro que a Eq. 
(20) e equivalente a 

h(v, t) = j [/i(.v - at) + li[x + at )], (28) 




,( 


onde li e a fungao oblida estendendo-se o dado inicial /a (-L.0) como uma fungao impar e a oulros va- 
lores de ,v como uma fungao periodica de periodo 2 L. ou seja. 


htx) 


| /(.v). 0 <x<L, 

|-/(-.v), -L < x < 0; 


(29) 


h(x + 2L) = h{x). 

Para provar a Eq. (28), note que h tern serie de Fourier 

OC 

h(x) = sen-y - , (30) 

n=l 

onde c„ c dado pela Eq. (22). Entao, usando as identidades trigonometricas para uma soma ou diferenga 
de senos, obtemos 

, vN / nnx nnar nnx nnat\ 

la X -at) = 2_,v n I sen —— cos — -cos —— sen ——- 1 , 

n= i \ L L L L ) 

OC , . 

, , , .. / nixx nnat nnx nnat \ 

n(x + at) = 2_, c n I sen—— cos —— + cos —— sen —— ], 
n=1 \ E L L L ) 

e a Eq. (28) segue imediatamente adicionando-se as duas ultimas equagoes. Da Eq. (28). vemos que t<(x, 
t) e contfnua para 0 < .r < L, t > 0, desde que h seja contfnua no intervalo (—oc, oo). Para isso, 6 necessario 
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que /seja contfnua no intervalo original [0, L], Analogamentte, it e duas vezes continuamente diferenci- 
dvel em relaqao a qualquer das duas variaveis em 0 < x < L. t > 0, desde que h seja duas vezes continua¬ 
mente diferencicivel em (-oo.oc).Para isso.e necessario que/' e/"sejam contmuasem [0, L\. Alem disso, 
como h" e a extensao tmpar de/", precisamos tambem ter/"(0) = f'(L ) = 0. No entanto, como a derivada 
de h 6 a extensao par de /', nao sao necessdrias condi^oes adicionais sobre /'. Se essas conditjoes forem 
satisfeitas,entao u x , e //„ poderao ser calculadas da Eq. (28),eeum exercfcio elementar mostrar que essas 
derivadas satisfazem a equa$ao de onda. Alguns dos detalhes do argumento que acabamos de indicar 
estao dados nos Problemas 19 e 20. 

Se algumas das condiqoes de continuidade enunciadas no pardgrafo precedente nao forem satisfeitas, 
entao it nao vai ser diferencidvel em alguns pontos da faixa semi-infinita 0 < .v < L. t > 0 e serd. entao, uma 
solu<;ao da equa^ao de onda apenas em um sentido urn tanto restrito. Uma consequencia fisica importan- 
te desta observaqao e que se o dado inicial/tern alguma descontinuidade, ela sera preservada na soluqao 
tt(x, t) durante todo o tempo. Em contraste, descontinuidades iniciais no problema de conduijao de calor 
sao instantaneamente suavizadas (Se<;ao 10.6). Suponha que o deslocamento inicial / tern um salto em 
x = 0 < .r 0 < /.. Como h e uma extensao periodica de /, a mesma descontinuidade estara presente em 

/i(£) para ^ = ;c 0 + 2 nL eem(= -Jt 0 + 2 nL, onde n 6 um inteiro arbitrario. Logo, h(x - at) e descontfnua 
quando x-at = .r„ + 2 nL ou quando x-at = -.t„ + 2 nL. Para um x fixo em [0, L], a descontinuidade que 
estava originalmente em.v 0 vai reaparecer em h(x-at) nos instantes t = (x ± x„-2nL)/a. Analogamente. 
h(x + at) e descontfnua nos pontos x nos instantes t = (-.t ± .v„ - 2 niL)/a, onde m e um inteiro arbitrario. 
Olhando a Eq. (28), vemos que a solu?ao «(.v, t) tambem e descontfnua no ponto .v dado em todos esses 
instantes. Como o problema ffsico e colocado para t > 0, so interessam os valores de m e n que correspon- 
dem a valores positivos de t. 


Problema Geral para a Corda Elastica. Vamos modificar o problema considerado anteriormente, supondo 
que a corda e colocada em movimento a partir de sua posiqao de equilfbrio com uma velocidade dada. 
Entao, o deslocamento vertical n(x, t) tern que satisfazer a equaqao de onda (1), 

a 2 u xx = itu, 0 < x < L, t > 0; 

as condiqoes de contorno (3) 

u(0,f) = 0, u(L,t) = 0. t > 0; 

e as condiqoes iniciais 

u{. t.0) = 0, «,(.v,0) = g(.t). 0 < x < L. ( 31 ) 

onde g(x) e a velocidade inicial da corda no ponto x. 

A solutjao deste novo problema pode ser obtida seguindo-se o procedimento descrito anteriormente 
para o problema (l),(3).(9).Separando as variaveis, vemos que o problema para A'(.v) e exalamente igual 
ao anterior. Logo, mais uma vez, X = trn-IL 2 e A'(.t) e proporcional a scn(njrx/L). A equagao diferencial 
para 7 (f) e novamente a Eq. (17), mas a condi^ao inicial associada e. agora, 

T(0) = 0, (32) 

correspondendo a primeira das condi<;oes iniciais (31). A soluqao geral da Eq. (17) e dada pela Eq. (18), 
mas. agora, a condi^ao inicial (32) implica que /c, = 0. Portanto. T(t) agora e proporcional a sen(fi7r«f//,) e 
as solu^oes fundamentais para o problema (1), (3), (31) sao 


u„(xj) 


rijrx 

sen- sen 

L 


nnat 
L ’ 


n = 1,2,3. 


(33) 


Cada uma das fun^oes n„(.r, t) satisfaz a equa^ao de onda (1), as conduces de contorno (3) e a primeira 
das condi<;6es iniciais (31). A consequencia principal de se usar as condi^oes iniciais (31) em vez de (9) e 
que o fator dependente do tempo em u„(x,t) envolve um seno, em vez de um cosseno. 

Para satisfazer a condiqao inicial (nao homogSnea) que falta, vamos supor que «(.r, /) possa ser expres- 
sa como uma combinaqao linear das solu^oes fundamentais (33), ou seja, 


E r—\ tl7l X 

k n ii n (x,t) = 2_^k n sen— sen 


nnat 


n=l 


n=l 


(34) 


Para determinar os valores dos coeficientes k „, diferenciamos a Eq. (34) em relai^ao a t, igualamos t a zero 
e usamos a segunda condiijao inicial em (31); isso nos da a equa?ao 


X—' ^I7TJ H7TX 

Ut(x y 0) = 2^ -j-K n s&n~Y~ = g(x). 

n=l 


( 35 ) 
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Logo, as quanlidades ( nxalL)k„ sao os coeficientes da serie de Fourier em senos de periodo 21. para g. 
Portanto. 


nna 2 f L nnx J 

~r kn ~lJo 


/i = 1,2. 


(36) 


Assim.a Eq. (34), com os coeficientes dados peia Eq. (36),constitui uma solu?ao formal para o problema 
formado pelas Eqs. (1), (3). (31). A validade desta solu?3o formal pode ser estabelecida por argumentos 
semelhantes aos indicados anteriormente para a solu^ao das Eqs. (l), (3), (9). 

Finalmente, vamos considerar o problema que consiste na equaqao de onda (1), nas condiqoes de con- 
torno (3) e nas condi<;5cs iniciais gcrais (4), (5): 


u(x, 0) = f{x), Hftr.O) = g(.t), 0 < x < L, (37) 

onde /(.v) e g(x) sao. respectivamente, a posi?So e a velocidade iniciais da corda. Embora este problema 
possa ser resolvido por separaqao de varidveis, como nos casos discutidos anteriormente, d importante 
observar quo ele tambem pode ser resolvido simplesmente somando-se as duas solu^oes obtidas antes. 
Para mostrar que isso d verdade, seja v(x. t) a soluqao do problema ( 1), (3). (9) e seja u(x, t) a solu^ao do 
problema (I).(3).(31). Entao. v(.r.r)e dada pelas Eqs.(20) e (22),enquanto w(x.t ) d dada pelas Eqs.(34) 
e (36). Seja. agora. n(.v. f) = t(.v. t) + u(.v. i): que problema u(x. I ) satisfaz? Observe primeiro que 

a 1 "»A - «» ~ (o 2 i’a, - v„) 4- (a 2 w xx - u>„) = 0 + 0 = 0, (38) 


dc modo que u(x, t) satisfaz a equa^ao de onda (1). A seguir, temos 

n(0, t) = i(0. t) + u.i(0, f) = 0 + 0 = 0, u(I..t) = v(L,l) + w(L,t) = 0 + 0 = 0, (39) 


e u(x, l ) satisfaz. tambem. as condigoes dc contorno (3). Finalmente, temos 

j<U. 0) = v(x, 0) + u.-U. 0) = /(.v) + 0 = / (,r) (40) 


H,U.0) = u,U,0) + uM-r.O) = 0 + g(x) = g(x). (41) 

Logo, h( v. t) satisfaz as condifdes iniciais gcrais (37). 

Podemos enunciar os resultados que acabamos de obter de outra maneira. Para resolver a equa;So 
dc onda com as condones iniciais (37) voce pode resolver os problemas um pouco mais simples com as 
condi(, - oes iniciais (9) e (31). respectivamente. e depois somar estas duas solu^oes. Este e outro uso do 
prindpio de superposiqao. 


PROBLEMAS Considere uma corda elaslicu de comprimento L cujas extremidades sao mantidas tixas. A corda 6 colocada em 

_. _ movimenlo sem velocidade inicial de uma posi^ao inicial ii(x.O) = f(x). Em cada um dos Problemas de 1 a 4 faqa 

os passos descritos a seguir, Considere L = 10 e <r = 1 nos itens de (b) a (d). 

(a) Encontre o deslocamento u(x.i) para a posiqiio inicial/(.») dada. 

(b) Fa^a o grafico de h( x.i) em fun+ao de x para 0 < x < 10 e para diversos valores de / entre I = 0 e I = 20. 

(c) Faga o grafico de u(x,t) em funqao de i para 0 < / < 20 e para diversos valores de x. 

(d) Construa uma amma<, - ao da soluqao no tempo durante pelo menos um periodo. 


#2 


(e) Descreva o movimenlo da corda em poucas frases. 


12 (L-x)IL. L/2 < x < L 




♦* 


fy(x) = 

'fflf(x) = 


4.r /L, 

1 , 

4 (L~x)/L, 
a x(L-x) 2 /L } 


0 < x < L/4, 
L/4<x < 3L/4, 
3L/4 < x < L 


4 .fix) 


1. L/2- 1 <x < L/2+1 (L > 2), 
0, caso contrdrio 


Considere uma corda elastica de comprimento L cujas extremidades sao mantidas tixas. A corda e colocada em 
movimenlo a partir da sua posi^ao de equilibrio com velocidade inicial u,(x, 0) = g(.r). Em cada um dos Proble¬ 
mas de 5 a 8 fa?a os passos descritos a seguir. Considere L = 10 e a = 1 nos itens de (b) a (d). 
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(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

(e) 



41 6. 

41 7 - 

^ (a) 


41 10 . 


41 "■ 
12 . 


13. 


Encontre o deslocamento u(x, t) para a fungao g(x) dada. 

Faga o grdfico de u(x, t) em fungao de x para 0 < x < 10 e para diversos valores de t entre t = 0 e t = 20. 
Faga o grafico de u(x. t) em fungao de t para 0 < t < 20 e para diversos valores de .r. 

Construa uma animagao da solugao no tempo durante pelo menos urn periodo. 

Descreva o movimento da corda em poucas frases. 


gW = 


2 x/L, 

2(L-x)/L, 


0<x< L/2, 
L/2 < x < L 


gU) = 


4x/L, 

1. 

4 (L-x)/L. 


0 <x < L/ 4, 
L/4 < x < 3L/4, 
3L/4 <x<L 


g(x)=&x(L-x) 1 /L 3 

1, L/2- 1 <x < L/2 + 1 (L > 2), 

e(x) — 

0, caso contrdrio 

Se uma corda elastica tiver uma extremidade solta, a condigao de contomo a ser satisfeita at <§ it, = 0. Encon¬ 
tre o deslocamento u(x,t) de uma corda elastica de comprimento L. fixa em x = 0 e solta em x = L. colocada 
em movimento sem velocidade inicial a partir da posigao inicial «(.v,0) =/(.v).onde/e uma fungao dada. 
Sugestao: mostre que as solugoes fundamentals para este problema saiist'azendo todas as condigoes. exceto 
a condigao inicial nao homogenea, sao 


!<„(.v,f) =sen/.„.vcos/.„ur. 


onde X„ = (2n - l)n/2L,n = 1.2_Compare este problema com o Problema 15 da Segao 10.6: preste aten- 

gao especial na extensao do dado inicial fora do intervalo [0. L], 

Considere uma corda el&stica de comprimento L. A extremidade x = 0 e mantida tixa. enquanto a extremi¬ 
dade x - L estii solta: assim. as condigoes de contorno sao u( 0. f) = I) e </,( /.. /) = 0. A corda e colocada em 
movimento sem velocidade inicial a partir da posigao inicial u(x, 0) = /(v). onde 


fix) = 


I. 

0 . 


L/2 - 1 < x < L/2 + 1 
caso contrario 


(L > 2). 


(a) Calcule o deslocamento u(x, i). 

(b) Com L = 10 e a = 1. faga o grafico de u em fungao de .v para 0 < x < 10 e para diversos valores de t. 

Preste atengao especial nos valores de / entre 3 e 7. Observe como a perturbagao inicial e relletida em 

cada extremidade da corda. 

(c) Com L = 10 e a = 1, faga o grafico de u em fungao de i para diversos valores de v 

(d) Construa uma animagao da solugao no tempo durante pelo menos urn periodo. 

(e) Descreva o movimento da corda em algumas frases. 

Suponha que a corda no Problema lOcomega a partir da posigao inicial /(.t) = 8 x(L-x : )IL\ Siga as instru- 
goes no Problema 10 para este novo problema. 

Podem ser introduzidas variaveis adimensionais na equagao de onda = it , da seguinte maneira: 

(a) Seja s = x/L e mostre que a equagao de onda lica 


a 2 u s , = L 2 u„. 


(b) Mostre que Ua tern dimensao de tempo e pode ser usada, portanto. como a unidadc na escala de 
tempo. Defina r -at/Le mostre que a equagao de onda se reduz a 

«„ = u„. 

Os Problemas 13 e 14 indicam a forma da solugao geral da equagao de onda e o significado fisico da cons- 
tante a. 

(a) Mostre que a equagao de onda 

a 2 u,.x = 

pode ser reduzida il forma m { i| = 0 pela mudanga de variaveis $ = x- at. i) = ,v + at. 

(b) Mostre que u(x. r) pode ser escrita como 

n(x.r) = - at) + 4r(x 4- at), 

onde <f> e ^ sao fungoes arbitrarias. 
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14. (a) Fa$a o grafico dc <j>(x at) para / = 0.1 la, 2la e tja se <p{s) = sen s. Note quo para qualquer t * 0 o grali- 
co do y = <p(x - at) i igual ao de y = 4>(x) quando t = 0 , s 6 quo deslocado uma distancia at no sentido 
positivo do eixo dos ,v. Logo, a representa a velocidade na qual uma perturha^iio se move ao I on go da 
corda. 

(b) Oual e a interpretaqio de <p)x + at)'! 

Urn fio de 390 com 5 ft (cm torno de 1,5 m) e csticado por uma tensSo de 50 lb (cm torno de 222 newtons). 
O fio tern densidade de massa de 0,026 lb/ft (eni torno de 0,034 kg/m). 

(a) Encontrc a velocidade de propagaqao das ondas transversas no fio. 

(b) Encontre as frequencias naturais de vibrato. 

(c) Se for aumentada a tensao no fio. como vao variar as frequencias naturais? Os modos naturais tarn- 
bent mudam? 

16. C'onsidere a equaqao de onda 

a 2 It,, = “a 

em um meio unidimensional intinito.sujeita ascondiijoes iniciais 

rr(.t.O) = /(.v). H/(.v,0) = 0, —oc < x < x. 

(a) Usando a forma da soluijao obtida no Problcma 13, mostre que 0 c 0 tern que satisfazer 

0 (v) + 0(.r) =/(. t). 

-ip'(x) + 0'(.v) = 0. 

(b) Resolva as equates do item (a) para <t> e 0 . mostrando. assrm. que 

ril.v.n = ; [/(.v - at) + fix + rif)]. 

Esta forma da solu^ao foi obtida por D'Alembert em 1746. 

Sugcstao: note que a equa 9 .r 0 0'U) = ifi'(x) pode ser resolvida escolhendo-se 0(.v) = <j>(x) + t. 

(c) Seja 

-1 < x < 1 . 
caso contrario 

— 1 4-nr < ,r < I + at. 
caso contrario. 

Determine tambem f(.x + at). 

(d) Esboce o gralico da sol 119/10 encontrada no item (b) em t - 0, t = l/2n. / \la e t = 2 la. obtendo os 


Mostre que 


/<•*> = 


fix-an = 




u 




2 




1 

- 

r = 0 


1 

1 * 



u 

2 




1, 


1 • 1 * A 



1 1 1 

. 


,i -1 .1 

1 * 2 

u< 

-- l 

| ! 1 1 


“ 1 

2 -1 

1 2 * 


u 


-I -1-1_ I I I - 

- 3 - 2-1 1 2 3 * 

FIGURA 10.7.7 Propagarjao da perturbarjao inicial em um meio unidimensional infmito. 

L _ 
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resultados ilustrados na Figura 10.7.7. Observe que um deslocamento inicial produz duas ondas mo- 
vendo-se em sentidos opostos e afastando-se da localizagao inicial; cada onda consiste em metade do 
deslocamento inicial. 

17. Considere a equagao de onda 

a 2 u xx = u„ 

em um meio unidimensional infinito.sujeita as condigoes iniciais 


u(x,0) = 0. u,(x,0) = g(x), -oo < x < oo. 


(a) Usando a forma da solugao obtida no Problema 13, mostre que 

<t>(x) + \l/(x) = 0, 


-a(t>\x) + af'(x) = g(x). 

(b) Use a primeira das equagoes no item (a) para mostrar que i/r'(x) = -0’(.v). Dcpois use a segunda equa¬ 
gao para mostrar que -2= g(x) e, portanto, que 

= f g(?Mf +<t>(x 0 ), 

2a J xo 


onde x u 6 arbitr^rio. Finalmente. determine t//(x). 

(c) Mostre que 

j px+at 

= — / g(?)d£. 

Jx-at 


18. Combinando os resultados dos Problemas 16 e 17, mostre que a solugao do problema 

a : n xx = u„. 


u(.v.O) =f(x). u,(x, 0) = g(x), -oo < x < oo 


e dada por 

1 1 r x+al 

u(x.t)= -[f(x-at)+f(x + at)] + — J g(?)d£. 

Os Problemas 19 e 20 indicam como e possivel mostrar que a solugao formal (20), (22) das Eqs. (1), (3) e (9) 6, 

de fato, a solugao deste problema. 

19. Usando a identidade trigonometrica sen A cos B = 2.[senM + B) + sen(/l - fl)], mostre que a solugao (20) 
do problema formado pelas Eqs. (1). (3) e (9) pode ser colocada na forma (28). 

20. Seja /i(£) o deslocamento inicial em [0. L ] estendido a (-L, 0) como uma fungao impar e estendido ao 
resto da reta como uma fungao periodica de periodo 2 L. Supondo a continuidade de li e suas derivadas 
ale segunda ordem. mostre por diferenciagao direta que «(.v, r), dada pela Eq. (28), satisfaz a equagao de 
onda (1) e as condigoes iniciais (9). Note, tambem, que, como a Eq. (20) satisfaz claramente as condigoes 
de contorno (3),o mesmo e verdadeiro para a Eq. (28). Comparando a Eq. (28) com a solugao do proble¬ 
ma correspondente para a corda infinita (Problema 16), vemos que elas tern a mesma forma, desde que os 
dados iniciais para a corda finita, definidos originalmente apenas no intervalo [0, L], sejam estendidos da 
maneira indicada para todo o eixo dos.v. Sc isso for feito, a solugao para a corda infinita tambem e aplicavel 
para a corda finita. 

21. O movimento de uma membrana circular elastica, como a membrana de um tambor, e determinado pela 
equagao de onda bidimensional em coordenadas polares 


u„ + (1 /r)u, + (l/r 2 )t/ fW = a 2 u„. 


22 . 


Supondo que n(r, 8. t ) = R(r)&(0)T(t). encontre as equagoes diferenciais ordinarias satisfeitas 

©We 7(f). 

A energia total E(t) da corda vibrante e dada em fungao do tempo por 

£(f) = J jjpu?(JC,0 + jr«J(x,oj dx\ 


por R(r). 


(i) 


o primeiro termo e a energia cinetica devida ao movimento da corda e o segundo e a energia potencial 
criada pelo deslocamento da corda de sua posigao de equilibrio. 

Para o deslocamento w(.r, t) dado pela Eq. (20) — ou seja, para a solugao do problema da corda com 
velocidade inicial nula — mostre que 


r. , , 

= IT C "' 


(ii) 
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Note que a expressao d direita do sinal de igualdade na Eq. (ii) nao depends de I. Logo, a energia total E 
<5 constante e. portanto. e consenada durante o movimento da corda. 

Sugestao: use a equa^io de Parseval (Prohlema 37 da Se^So 10.4 e Problema 17 da Scqao 10.3) e lembre 
que ar = Tip. 

23. Ondas Dispersivas. Considere a equaqao de onda modifkada 

a~ 2 u„ + y 2 u = u a , 0 < x < L, t > 0 (i) 

com as condiqoes de contorno 


e conduces iniciais 


«(0,f) = 0. u(L.t) = 0, t> 0 


(ii) 


ri(.tr.O) =/(.r), m,(jc.0) = 0, 0 < x < L. 


(iii) 


^2 24. 


(a) Mostre que a solu^ao pode ser escrita como 

X 

M(.t.r) = £c,,cos 

n=l 

onde 


c. nnx J 

fix) sen — dx. 

(b) Usando identidades trigonomdtricas. escreva a soluqao na forma 

1 r nn nn i 

M(JM) = - 2_, c " [ sen — <.r + <i„0 + sen_ jr ,v “ fl " ,) J' 

n=l 

Determine <i„. a velocidade de propagatjao da onda. 

(c) Observe que a„. encontrado no item (b). depends de //. Isso significa que componentes com com- 
primentos de onda diferentes (ou frequOncias) se propagam com velocidades diferentes. resultando 
em uma dislorgao da forma original da onda com o passar do tempo. Este fenomeno e chamado de 
dispersao. Encontre condiqoes sob as quais o„ nao depends de n — ou seja. nao hd dispersao. 

Considere a silua;ao no Problema 23 com a' - 1, /. = 10 e 



/ jn-rt 1 ” \ nnx 

\'J~lT + y al ) 


fix ) = 


x - 4. 4 < x < 5. 
6 — x. 5 < x < 6. 
0. caso contrario. 


(a) Determine os coeficientes r„ na soluqao do Problema 23(a). 

(b) Faqa o grafico de 

,v 

^c„sen-j^- para 0 < x < 10. 

n -1 

escolhendo N suficientemente grande de modo que o grdfico mostre precisamente o grdfico de/(.r). 
Use este valor de .V para os oulros grdfieos deste problema. 

(c) Seja y = 0. Fa?a o grdfico de u(x, .v) em funt/do de x para t = 60. 

(d) Seja y = 1/8. Fa<;u o grafico de u(x, x) em fun^ao de x para i - 20.40.60. 

(e) Seja y = 1/4. Faija o grdftco de n(x, ,r) em fun?ao de x para t = 20.40.60. 


10.8 Equagao de Laplace 



Uma das equates diferenciais parciais mais importantes que ocorrem em matemdtica aplicada esta as- 
sociada ao nome de Laplace:" em duas dimensoes. a equa^So d 


e, em tres dimensoes. 


" l.l -F Uyy — 0, 


( 1 ) 


"A equa<;ao de Laplace recebeu este nome em honra a Pierre-Stmon de Laplace, que a partir de 1782 estudou extensivamen- 
le suas solutjoes ao investigar a at ra^ao gravitacional de corpos arbilrdrios no cspa^o. No entanto. a equafilo apareceu pela 
primeira vez em urn artigo de Euler sobre hidrodinamica em 1752. 
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«xr + “yy + u zz = 0- (2) 

Por exemplo, em um problema de calor a duas dimensoes espaciais a temperatura u(x,y, t) tem que satis- 
fazer a equagao diferencial 

Of 2 («*r + «yv) = «l. (3) 

onde B : ea difusividade termica. Se existir um estado estacionario ,u so depende de x e y e a derivada em 
relagao a / desaparece; nesse caso, a Eq. (3) se reduz a Eq. (1). Analogamente, pare a solugao estado es¬ 
tacionario do problema de condugao de calor tridimensional a temperature tem que satisfazer a equagao 
de Laplace tridimensional. As Eqs. (1) e (2) tambem ocorrem em outros ramos da fisica matematica. Na 
consideragao de campos eletrostaticos a fungao potencial eletrico em um meio dieletrico sem cargas el e- 
tri cas tem que satisfazer a Eq. (1) ou a Eq. (2).dependendo do numerode dimensoes espaciais envoividas. 
"Snalogamcnte. a fungao potencial de uma paru'cula livre no espago, sob a agao apenas de l'orgas gravi- 
tacionais, satisfaz a mesma equagao. Por essa razao. a equagao de Laplace tambem e conhecida como a 
equagao do potencial. Outro exemplo aparece no estudo do movimento irrotacional estado estacionario 
(independente do tempo) de um fluido bidimensional incompressfvel nao viscoso. Esse estudo esta cen- 
trado em duas fungoes,conhecidas como fungao potencial velocidade e a fungao de fluxo.ambasdas quais 
satisfazem a Eq. (1). Em elasticidade. os deslocamentos que ocorrem quando uma barra perfeitamente 
elastica e torcida sao descritos em termos da fungao de deformagao, que tambem satisfaz a Eq. (1). 

Como nao existe dependencia no tempo nos problemas aqui mencionados, nao existem condigoes ini- 
ciais a serem satisfeitas pelas solugoes da Eq. (1) ou da Eq. (2). Elas precisam. no entanto, satisfazer certas 
condigoes de conlorno em uma curva ou superffcie que marca a fronteira da regiao na qual a equagao 
diferencial vai ser resolvida. Como a equagao de Laplace e de scgunda ordem, parece razoavel esperar 
que sejam necessarias duas condigoes de conlorno para determinar completamente a solugao. Isso nao 
ocorre, no entanto. Lembre-se de que no problema de condugao de calor para a barra tinita (Segoes 10.5 
e 10.6) foi necessario dar uma condigao em cada extremidade da barra, ou seja. uma condiyao em coda 
panto do fronteira. Generalizando esta observagao para problemas mullidimensionais, e natural entao 
dar uma condigao sohre a fung ao n em cada ponlo da fronte ira da regia o onde procuramos uma solugao 
para a Eq. (1) ou (2). A condigao de contorno mais comum ocorre quando e especilicado o valor de u em 
cada ponto n;f fronteira: em termos do problema de condugao de calor. isso corresponde a descrever a 
temperature na fronteira. Em alguns problemas e dado o valor da derivada, ou taxa de variagao, de u na 
diregao normal a fronteira; a condigao sobre um corpo isolado termicamente, por exemplo, e desse tipo. 
E posstvel a ocorrencia de condigoes de contorno mais complicadas; por exemplo, u pode ser especilicado 
em parte da fronteira e sua derivada normal especilicada no restante. O problema de encontrar uma solu- 
gao da equagao de Laplace com valores dados n a fro nteira e conhccido como um problema de Dirichlet, 
em homenagem a P. G. L. Dirichlet. 12 Por outro lado.se os valores da derivada normal sao dados na fron- 
teira.o problema e dito um problema de Neu mann, em homenagema K. G. Neumann. 13 Os problemas de 
Dirichlet e de Neumann tambem sao conhecidos como o primeiro e o segundo problemas de valores de 
contorno da teoria do potencial, respectivamente. 

Fisicamentc, e razodvel esperar que os tipos de condigoes de contorno mencionados sejam suficientes 
pare determinar inteiramente a solugao. De fato.e possivel estabelecer a existencia e a unicidade da solu¬ 
gao da equagao de Laplace sob as condigoes de contorno mencionadas, desde que a forma da fronteira e 
as fungoes que aparecem nas condigoes de contorno satisfagam certas condigoes benr fracas. No entanto, 
as demonstragoes desses teoremas, e ate seus enunciados precisos, estao aquem do escopo deste livro. 
Nossa tinica preocupagao sera a de resolver alguns problemas tipicos alraves do metodo de separagao de 
variaveis e series de Fourier. 

Embora os problemas escolhidos como exemplos tenham interpretagoes ffsicas interessantes (em ter¬ 
mos de potenciais eletrostaticos ou distribuigbes de temperature estado estacionario. por exemplo), nosso 
objetivo principal 6 niostrar algumas das coisas que podem ocorrer durante a solugao matematica. Vale a 
pena observar tambem, mais uma vcz, que problemas mais complicados podem, algumas vezes, ser resolvi- 
dos expressando-sc a solugao como a soma de diversos problemas mais simples (veja os Problemas 3 e 4). 


' Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859) foi professor em Berlim e.depois da morte de Gauss, em Gottingen. Em 1829 
ele deu o primeiro conjunlo de conduces suficientes para garantir a convergencia de uma serie de Fourier. A defini<;ao de 
fungao utilizada normalmente hoje em dia em cdlculo elemcntar e a dada por Dirichlet em 1837. Embora mais conhccido 
por seus trabalhos em analise e equagoes diferenciais, Dirichlet foi tambem um dos mais importantes matematicos do seculo 
XIX na 5rea de teoria dos mimeros. 

’Karl Gottfried Neumann (1832-1925). professor em Leipzig, fez contribuigties em equagOes diferenciais, equagbcs integrais 
e variaveis complexas. 
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Problema de Dirichlet em um Retangulo. Considers o prohlema matematico de encontrar a funqao u que 
satisfaz a cquaqao de Laplace (I). 

(( , , 4 - u yy = 0 . 

no retangulo fl < .v < a. 0 < v < b. e as condigocs de contomo 

M(.r.0) = 0. u(x.b) = 0. 0 < .r < a, 

(4) 

ir(0,v) = 0, i/(a, y) =/(y), 0 < y < b, 

onde /(5 uma fun$ao dada em 0 < y < b (veja a Figura 10.8.1 ). 



FIC.URA 10.8.1 O problem,! de Dirichlet em um retangulo. 


Para resolver este prohlema queremos construir um conjunto fundamental de soluqdes satisfazendo a 
equaqao diferencial parcial e as condigoes Je contomo homogeneas; depots, vamos superpor essas solu- 
(j'oes de modo a satisfazer a condi^ao de contomo restante. Vamos supor que 

u(x.y) = A'(.v)V’(y) (5) 


e substituir u na Eq. (1) por esta expressao. Ohtemos 



onde a e a constante de separa^ao. Ohtemos assini Juas equates diferenciais ordinarias 

A'" - >..V = 0. 

y”+ ;.y = o. 


(ft) 

(7) 


Substituindo u dada pela Eq. (5) cm cadn uma das condiqoes de contomo homogeneas.encontramos 

A'(0) = 0 (8) 


e 


V(0) = 0. Y{b) = 0. 


(9) 


Vamos delerminar primeiro a solugao da equatjao diferencial (7) sujeita Os condigoes de contomo (9). 
Este prohlema 6 essencialmente identico ao encontrado anteriormente nas Se^oes 10.1.10.5 e 10.7. Con- 
clutmos que existem solugfles tulo triviais se e somente se k for um autovalor, a saber. 

A. = («.t//>)\ n = 1,2,..., (10) 


e y(y) for proporcional it autofungao correspondente sen (nnylb). A seguir, vamos substituir k dado pela 
Eq. (10) na Eq. (6) e resolver esta equagao sujeita it condiqao de contomo (8). E conveniente escrever a 
solugHo geral da Eq. (6) na forma 


X (.r) = k i cosh(«ff.t/6) + k ; senhlzur.t//)). 


( 11 ) 


de modo que a condi^ao de contorno (8) implica que k t = 0. Logo. X(x) tern que ser proporcional a 
senh(nrrxlb). Obtemos. assim, as solugdes fundamentals 

, nnx nny _ 

u„(x, v) = senh —— sen —j—, n = l,2. (12) 

t> o 


Essas funqoes satisfazem a equat;3o diferencial (I) e as conduces de contomo homogeneas para cada 
valor de n. 
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Para satisfazer a condi?ao de contorno nao homogenea em x = a que falta, vamos supor, como de ha- 
bito, que podemos representar a solu<;ao u(x,y) na forma 

00 00 

v—' \> . mix miy 

u(x,y) = 2_^c n u„(x,y) = ^c„ senh — sen-^. (13) 

n=l n=l 

Os coeficientes c„ sao determinados pela condi^ao de contorno 

E , tin a nnv 

c„senh — sen-^- =f(y). (14) 

n=l 

Entao as quantidades c„ senh(rt7ra/Z?) tern que ser os coeficientes da serie de Fourier em senos de / de 
perfodo 2b e sao dadas por 


nna 2 f b tiny 

c„senh— = - J /(y)sen— dy. 


(15) 


Portanto, a solusao da equa^ao diferencial parcial (1) que satisfaz as condi^oes de contorno (4) e dada 
pela Eq. (13) com os coeficientes c„ calculados pela Eq. (15). 

Das Eqs. (13) e (15) vemos que a solugao content o fator senh(nnx/b)/scnh(nnalb). Para estimar essa 
quantidade para n grande, podemos usar a aproximagao senhf = e*/2, obtendo, assim. 


senh(«nx'/fe) 

senh(n7ra/6) 


^ exp(nnx/b ) 
\ exp (nna/b) 


= exp[-rt7r(fl — x)/b] 


Este fator, entao, comporta-se como uma exponencial com potencia negativa: em consequencia. a serie 
(13) converge bem rapidamente, a menos que o - .t seja muito pequeno. 


EXEMPLO 

Para ilustrar esses resultados, sejant a = 3. b = 2 e 


1 

. Jy. 0 < y < 1, 

fW~\2-y, 1 < y < 2. 

(16) 


Calculando c„ da Eq. (15), vemos que 



8sen(«7r/2) 

(17) 


" n 2 n 2 senh(3«,T/2) 


Logo. u(x,y) d dado pela Eq. (13). Mantendo 20 termos na serie, podemos fazer o gratico de «(v,y) em fungao 
de x e v, como mostra a Figura 10.8.2. Podemos, tambem. construir uni gratico contendo curvas de ntvel de u(x, 
y); a Figura 10.8.3 ilustra tal grdfico.com urn incremento de 0,1 entre curvas adjaeentes. 



FIGURA 10.8.2 Gratico de u em fungao de x e y para o Exemplo 1. FIGURA 10.8.3 Curvas de nivel de «(.r. y) para o 

Exemplo 1. 


Problema de Dirichlet em um Circulo. Considere o problema consistindo na equagao de Laplace em uma 
regiao circular r < a sujeita d condigao de contorno 

u(a,6)=f(d), (18) 

onde/e uma fungao dada em 0 < 9 < 2n (veja a Figura 10.8.4). Em coordenadas polares, a equagao de 
Laplace fica 
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u rr + “Hr H—,HftS = 0. (19) 

r r- 

Para completar o enunciado do prohlcma. observamos quo para que ir(r,0) esleja hem definida £ neces- 
sario que u seja periodica em 0 com perfodo 2,7. Alem disso, enunciamos, explicitamente, que n(r, 0) tern 
que ser limitada para r < «.ja que isso vai ser importanle mais tarde. 



F1GURA 10.8.4 Prohlcma de Dirichlet em um circulo. 


Para aplicar o mctodo de separate de variaveis a esie prohlcma. vamos supor que 

«(r,0) = /?<r)0(0), (20) 


e subsliluir u na equaqilo diferencial (19) por essa expressao. Isso nos da 

R'e + - R'e + i Re" = o. 

r r- 

ou 


, R" R' 

r R +r ^ = 


0 " _ 

_ "0 “ " 


( 21 ) 


onde X e a constante de separaijao. Obtemos assim duas equates diferenciais ordinarias 

rR" + rR‘ - ).R = 0, (22) 

0” 4- X0 = 0. (23) 

Este problema nao tern conditjoes de contorno homogeneas; lembre. no cntanto,que as solu^oes tern que 
ser limitadas e periodicas em 0 com perfodo 27. E possivel mostrar (Problema 9) que a condi<;ao de perio- 
dicidade implica que X tern que ser real. Vamos considerar os casos em que X e ncgativo, nulo e positivo. 
Se X < 0, fazemos X = -/r, onde ft > 0. Entao a Eq. (23) flea 0" - /r’0 = 0 e, em consequencia. 

0(0) = c ] e t,e +c 2 e- ,,e . (24) 


Logo. 0(0) so pode ser periodica se t\ = c, = 0, e concluimos que X nao pode ser ncgativo. 

Se X = 0. entao a Eq. (23) fica 0" = 0. logo, 

0(0) = ci+c;0. (25) 

Para que 0(0) seja periodica, temos que ter c : = 0, de modo que 0(0) e constante. Alem disso, para X = 0. 
a Eq. (22) fica 

rR" + rR =0. (26) 


Esta equaqao <5 do tipo de Euler e tern soluqao 

R(r) = Ari + kz In r. (27) 

O termo logaritmico n3o 6 aceitavel, ja que »(r.0) tern que permanecer limitada quando r -*• 0; portanto, 
X, = 0. Entao, se X = 0, concluimos que u(r, 6) tern que ser constante, ou seja, proporcional a solu?ao 

H O (r,0) = l. (28) 

Finalmente, se X > 0, fazemos X = n : , onde n > 0. Entao, as Eqs. (22) e (23) ficam 

r 2 R" + rR’ ~ti 1 R = 0 


(29) 



502 Cahtulo Dez 


0" + M 2 0 = O, (30) 

respectivamente. A Eq. (29) e uma equagao de Euler e tern solugao 

R(r) = k l r» + k 2 r-», (31) 

enquanto a Eq. (30) tem solugao 

0(0) = Cisen/i# + C 2 cos^iO (32) 

Para que 0 seja periodica com periodo 2n e necessario que // seja um inleiro positivo n. Com // = /? a 
solugao r" na Eq. (31) tem que ser abandonada. ja que ela se torna ilimitada quando r —* 0. Portanto, 
k 2 = 0 e as solugoes pertinentes da Eq. (19) sao 

u„(r,9) = r n cos n9, v„(r.9) = E'sen/i0, n = 1,2. (33) 

Essas fungoes, junto com « o (r,0) = 1, formam um conjunto fundamental de solugoes para o problema era 
questao. 

Como de habito, vamos supor que u pode ser expressa como uma combinagao linear das solugoes 
fundamentals, ou seja, 

X 

u(r, 9) = y + ^ r n (c„ cos n9 + k„ sen rid). (34) 

«=l 

Entao, a condigao de contorno (18) implica que 


n(a,9 ) = y + ^ a n (c„cosn6 + k„scnn9) = f(9) (35) 

/l = 1 

para 0 < 0 < 2n. A fungao/pode ser estendida para fora desse intervalo de modo a Hear periodica com 
periodo 2n tendo, portanto, uma serie de Fourier da forma 135). Como a fungao estendida tem periodo 2x. 
podemos calcular seus coelicientes de Fourier integrando em qualquer periodo da fungao. Em particular, 
e conveniente usar o intervalo original (0, 2.t); entao. 

1 C 2 * 

a"c n — — / f (9) cos n9d9. n = 0,1,2,...; (36) 

' T Jo 


i r 2 - 7 

a"k,, = — / /(0)sen/!0 dO, n = 1,2. (37) 

7T Jo 

Com essa escolha de coeficientes a Eq. (34) represents a solugao do problema de valores de contorno 
formado pelas Eqs. (18) e (19). Note que neste problema precisamos dos termos em senos e em cossenos 
na solugao. Isso ocorre porque os dados de contorno foram dados em 0 < 0 < 2n e tem periodo 2n. Em 
consequencia, precisamos da serie de Fourier completa. em vez da serie so em senos ou so em cossenos. 


PROBLEMAS 


(a) Encontre a solugao i/(.v, y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < .v < o, 0 < y < b, que satisfaz as 
condigoes de contorno 

i/(0,g) = 0, u(a.y) = 0, 0 < y < b, 

«(.v,0) = 0, tt(x.b)=g(x), 0 <x<a. 


(b) Encontre a solugao se 


£(v) 


.V, 0 < x < a/2, 

a — .t. a/2 < x < a. 


(c) Para a = 3 e b = 1, faga o grafico de u em fungao de .v para diversos valores de y e faga, tambem. o 
grafico de u em fungao de v para diversos valores de .v. 

(d) Faga o grafico tridimensional de 11 em fungao de .t e de y. Desenhe, tambem, diversas curvas de nivel 
de n(x,y) no piano ary. 
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Hncontre a solugao «(.v, v) da equagao de Laplace no retangulo0 <.r < a.O < y < b que satisfaz as condigoes 
de contorno 


n(O.y) = 0. n(a.y) =0, 0 < y < b. 

n(.r.O) = fi(.r), tUx.b) = 0. 0 < x < a. 

4^6 3. (a) Encontre a solugAo ii(v.y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < jr < a, 0 < y < b que satisfaz as 
condigoes de contorno 

t/(0,y) = 0, u(a,y) = /(y). 0 < y < b. 

u(x, 0) = /i(.v), u(x,h) =0. 0 < x < a. 

Sugesrao : considere a possibilidade de somar as solutes de dois problemas. uni com conduces de 
contorno homogeneas, exceto por u(u, y) = /(y), e o outro com condigoes de contorno homogeneas. 
exceto por n(.v. 0) = b(x). 

(b) Encontre a solugao se A(.v) = (.v/n) : e fly ) - 1 - (v b ). 

(c) Sejam a = 2 e b - 2. Faga graficos da solugao de disersas maneiras: ii em fungao de ,r, u cm fungao de 
y, n em fungao de .v e de y e curvas de nfvel. 

4. Mostre como encontrar a solugao ii(.t.y) da equagAo de Laplace no retangulo 0 < x < a.O < y < b que satis¬ 
faz as condigoes de contorno 

ii(0,.v) = k(v), //(a,v) =/tyi. 0 < y < b, 

//(.v.0) - /ni x.b) = g<x t. 0 < .v < a. 

Sugestao: vcja o Problema 3. 

5 Encontre a solugao u( r. H) da equagao de Laplace 


n„ -t- <l/r)n, + (1 r )i<-4 = 0 

fora do cfrculo r - a que satisfaz as condigoes de contorno 


//(«.M) = /(K), 0 < o < 2.t. 



sobre o cfrculo. Suponha que n(r, W) esta bem defmida e e limitada para r > a. 

(a) Encontre a solugao u(.v, y) da equagiio de I .aplace na regiao semicircular r < a. 0<0< n, que satisfaz 
as condigoes de contorno 

n(r,0)=(). ulr.Tr) = 0, 0 < r < a. 


iitr/.W) =/|W). 0 < < rr. 

Suponha que u esta hem delinida e e limitada na regiao dada. 

(b) Encontre a solugAo se /( H) = H(tt - »). 

(c) Seja a - 2 e faga graticos da solugao de diversas maneiras: ti em fungao de r. u em fungao de 0. u em 
fungao de ambus, r e 0. e curvas de nfvel. 

7. Encontre a solugAo u(.v, y) da equagao de Laplace no setor circular 0 < r < a.O < a. que satisfaz as con¬ 
duces de contorno 

n(r,0)=0, u(r,a) = 0, 0 < r < a. 


ula.9) =f(0). 0 < 9 < a. 

Suponha que it esta bem delinida e e limitada no setor 

fl, 8. (a) Encontre a solugAo u( r.y) da equagao de Laplace na faixa semi-inhnila 0 < ,v < a.y >0,que satisfaz as 
condigoes de contorno 

n(0,y) — 0. ll(a.y) = 0. y > 0. 
ii(.v.O) =/(.v), 0 < x < a 

e a condigao adicional de que it(.v. y)-» 0 quando v — ic. 

(b) Encontre a solugao se f(x) = ,v(a - ,v). 

(c) Seja a = 5. Encontre o menor valor de y„ para o qual u(.v.y) < 0,1 para todo y > y„. 

9. Mostre que a Eq. (23) so tern solugoes periddicas se >. for real. 

Sttgesiao: seja /. - -p ', onde n = r + in. com v e a reais. 

10. Considere o problema de encontrar uma solugao n(.i. y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < x < a.O < 
v < b que satisfaz. as condigdes de contorno 

«.(0,y) = 0. ii,(a.y) = fly), 0 < y < b. 

u v (x,0) = 0, n,(.t,b) = 0. 0<.v<a, 



504 CAPiTULO Dez 


Este e urn exemplo de um problema de Neumann. 

(a) Mostre que a equagao de Laplace e as condigbes de contorno homogeneas determinam o conjunto 
fundamental de solugoes 

«<>(*,)') = c 0 . 



u„(x,y) = c„ cosh(n7Tx/b)cos(niTy/b), n = 1,2,3. 

(b) Atravds da superposigao das solugoes fundamentals do item (a) determine, formalmente, uma fungao 
ii que satisfaga tambem a condigao de contorno n3o homogenea n,(«,>■) = f(y). Note que ao se calcular 
u,(a. y) o termo constante em u(x,y) 6 eliminado e nao hd condigao da qual se possa determinar c„. 
Aldm disso, tern que ser possfvel representar/ por uma sdrie de Fourier em cossenos de perfodo 2b 
sem termo constante. Isso significa que 

/O') dy- 0 

d uma condigao necessdria para que o problema tenha solugao. Finalmente, note que c„ permanecc 
arbitrdrio e. portanto, a solugao esta determinada a menos desta constante aditiva. Esta e uma pro- 
priedade de todos os problemas de Neumann. 

Encontre uma solugao u(r, 9) da equagao de Laplace no interior do cfrculo r = a que satisfaga a condigao 
de contorno sobre o circulo 



u r (a,9) = g(9), 0<9<2 tt. 



Note que este d um problema de Neumann e que sua solugao esta determinada a menos de uma constante 
aditiva. Enuncie uma condigao necessaria sobre g(9) para que este problema possa ser resolvido pelo me- 
todo de separagao de varidveis (veja o Problema 10). 

(a) Encontre a solugao a(x,y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < x < a, 0 < y < b que satisfaz as con- 
digoes de contorno 


M(0,y) = 0, u(a,y) = 0, 0 < y < b. 


u y (x, 0) = 0, m(jc, b) = g(x), 0 < x < a. 

Note que este nao d um problema de Dirichlet nem de Neumann, mas um problema misto, no qual u e 
dada em parte da fronteira e sua derivada normal d dada no resto. 

(b) Encontre a solugao se 


g(x) = 



0 < .* < a/2, 
tf /2 <-*<«■ 


(c) Sejam a = 3 e b = 1. Fazendo graficos apropriados. compare esta solugao com a do Problema 1. 
fQs 13. (a) Encontre a solugao u(x,y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < x < «, 0 < y < b, que satisfaz as 
condigoes de contorno 

n(0,)0 = 0, u(a,y)=f(y), 0 < y < b. 


u(x, 0) = 0, M, (.r, b) = 0. 0 < x < a. 

Sugestao: alguma hora vai ser necessario expandir f(y) em uma serie envolvendo sen( ny/2b ), sen( 2>nyl2b), 
sen(5 ny/2b), ... (veja o Problema 39 da Segao 10.4). 

(b) Encontre a solugao se/(_y) = y(2b -y). 

(c) Sejam a = 3 e b = 2; faga grdficos da solugao de diversas maneiras. 

4 ^ 14. (a) Encontre a solugao i/(.r, y) da equagao de Laplace no retangulo 0 < x < a, 0 < y < b que satisfaz as 
condigoes de contorno 

m*(0,)')=0, u x (a,y) = 0, 0 < y < b, 

n(.t,0)=0, ti(x,b) = g(x), 0<x <a. 

(b) Encontre a solugao se g(x) = 1 + x\x - a) : . 

(c) Sejam a = 3 e b = 2; faga graficos da solugao de diversas maneiras. 

15. Escrevendo a equagao de Laplace em coordenadas cilindricas r,9eze depois supondo que a solugao e 
simetrica em relagao ao eixo dos z (nao depende de 6), obtemos a equagao 


II rr + (1 /r)U, + U :l = 0. 

Supondo que u(r, z) = R(r)Z(z), mostre que R e Z satisfazem as equagoes 

rR" + R' + \ 2 rR = 0, Z" - X 2 Z = 0. 


A equagao para R e uma equagao de Bessel de ordem zero com varidvel independente Xr. 
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$l, 16. Fluxo cm urn Aquifero. Considcre o fluxo de itgua em um meio poroso, como areia, cm urn aquifero. O 
fluxo e bombeado por uma cabe<;a hidraulica. uma mcdida da energia potencial da 3gua acima do aquifero. 
Seja R : 0 < < u , 0 < z < b uma se<;ao vertical do aquifero. Em um meio homogeneo uniforme, a cabeqa 
hidraulica u(x,z) satisfaz a equate de Laplace 

u« r + = 0 em R. (i) 

Se a agua nao puder fluir atravds dos lados e do lundo de R.entao as conduces de contorno seriio 

u,(0,:) = 0. m,( 0 .j)=O. 0 <z<b (ii) 

u-(.r.O) =0. 0 < x < a. (iii) 

Finalmente. suponha que a condiijao de contorno em z = b e 

u(.v.h) =6 4- ax, 0 < .t < a. (iv) 

onde a & a inclinaqao do aquifero. 

(a) Resolva o problema de valores de contorno dado para u(x. ;). 

(b) Sejam a = 1000, b = 500c a = 0.1. Desenhe curvas de nlvel da solu<;ao em R, ou seja.desenhe algumas 
curvas de nlvel de u{. t, z). 

(c) A agua tlui ao longo de caminhos em R orlogonais as curvas de nlvel de u{x,z) no sentido de 11 decres- 
eente. Fa<,a graticos de alguns dos caminhos de fluxo. 


APENDICE 

A 


Deducao da Equu^ao de Culor. Nesta seqao vamos deduzir a equa;3o diferencial que, pelo menos em 
uma primeira aproximaqao. governa a condutjao de calor em solidus. E importante conipreender que a 
aniilise matemalica de uma situa^ao ou um processo flsico como este haseia-se. cm ultima instancia, em 
conhecimentos emplricos sobre o fenomeno em queslao. O matcmatico tern que comeijar em algum lugar, 
e este lugar e dado pela experiencia. Considcre uma barra uniforme isolada termicamente nas superficies 
lateral’s, de modo que o calor so pode fluir na dirotjao do eixo. Foi demonstrado muitas vezes que se duas 
segues retas paralelas de mesnia area zl e lemperaturas diferentes 7’, e 7\, respectivamente,estiverem se- 
paradas por uma pequena distancia it, uma quantidade de calor por unidade de tempo vai passar da seqao 
mais quente para a mais fria. A lent disso.essa quantidade de calor e direlamente proporcional It drea A e 
ii diferenx'a de temperatura I /’. - 7,1. e inversanienle proporcional ii distancia de separaqao it. Logo, 

Quantidade de calor por unidade de tempo = kA\T 2 - 7',1/e/. (I) 

onde o fator positive de proporcionalidade v e chantado de condutividadc termica e depende principal- 
monte do material 14 de que e feita a barra. A rela<;ao (1) e chamada muitas vezes de lei da condut;ao do 
calor de Fourier. Repetimos que a Eq. (1) e um resultado emplrico, e nao tedrico, e que pode ser, como 
o foi muitas vezes. veriticada por experimentos cuidadosos. Ela forma a base da teoria matemalica de 
condut^ao de calor. 

Vamos considerar uma barra com seqao reta uniforme, feita de material homogSneo, orientada de 
modo que o eixo dos v coincida com o eixo da barra (veja a Figura It). A. 1). Vamos denotar por x = 0 e 
.v = L as extremidades da barra. 


mv/s t/I ' 

1 JIU 1 IV. 



FIGURA 10.A.1 Condus'uo de calor em um trecho da barra. 


Vamos supor que os lados da barra estao perfeitamente isolados, de modo que niio ha fluxo de calor 
atraves deles. Vamos supor, tambem, que a temperatura u depende apenas da posit^ao axial x e do tem¬ 
po t, e nao das coordenadas y e Em outras palavras, estamos supondo que a temperatura permanece 




'*De fato. a tambem depende da temperatura. mas se o intervale de temperatura nao for grande demais sera satisfatdrio 
supor» independentemente da temperatura. 
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constante em qualquer se^ao rcta da barra. Esta hipbtese b satisfatoria, em geral. quando as dimensbes 
laterals da barra sao pequenas comparadas a seu comprimento. 

A equa^So diferencial quo governa a temperatura na barra expressa urn equih'brio fisico fundamental: 
a taxa segundo a qual o calor entra em qualquer parte da barra e igual h taxa segundo a qual o calor <5 
absorvido naquela parte da barra. Os termos na equaqSo s5o chamados de termo de lluxo e termo de 
absor<j3o, respectivamente. 

Vamos calcular primeiro o termo de lluxo. Considere uma parte da barra entre as se^oes retas.v = a„ e 
a = .v u + A.v. onde a 0 6 arbitrario e A.v b pequeno. A taxa instantanea de transference de calor H(x a ,t) da 
esquerda para a direita atraves da setjao reta a = a 0 b dada por 

,,, v ,. A ti{x Q + d/2,t) - u(x 0 -d/2,i) 

H (a 0 . f) = - hmrc/l--- 

o d 


=-KAu x (x 0 ,t). (2) 

O sinal de menos aparecc nesta equaqao porque sb vai haver lluxo positivo de calor da esquerda para a 
direita se a temperatura it esquerda de a = x 0 for maior do que a temperatura it direita: neste caso, u,( a,„ r) 
c negativa. De maneira semelhante, a taxa segundo a qual o calor passa da esquerda para a direita atravbs 
da seqao reta a = a„ + A.v b dada por 

//(Ao + A.v,r) = -kAu x (xo + A.v,r). (3) 


Entao a taxa total segundo a qual o calor entra no trecho da barra entre a = a e \ = a„ + Ax e dada por 
Q - H(x 0 ,t) - H (.to 4- A.v.f) = vA[h,(a,, + Ax.r) - it,(An.nl, (4) 

e a quantidade de calor entrando nesse trecho da barra no intervalo de tempo A/ e 

(Mr = ivAIiiif.ro + A.v.r) - /Ma,,./)! A I. (5) 


Vamos calcular agora o termo de absorqao. A varia$3o media de temperatura An no intervalo de tem¬ 
po Arc 1 diretamente proporcional it quantidade de calor Ar introduzida e inversamente proporcional a 
massa Am do trecho da barra. Logo. 


A u = 


1 QAr _ QAl 
s Am spA A.v 


(b) 


onde a constante de proporcionalidade s e conhecida coma o calor especiTico do material da barra c pc 
sua massa espedfica. 1 * A variaqao media de temperatura An no trecho da barra em considcraqao c igual 
a varia(,ao de temperatura em algum ponto inlermediario a = v + H A v. onde 0 < H < I. Fortanto. a Eq. (6) 
pode scr escrita como 


»(.V(i + OAx.t + A l) - n(.v,i + O/S.x.t) 


QAl 
spA A.v 


(7) 


ou como 


QAl = [h(ao + OAx.l + At) - h(ao + 0A.v,r)l.vp/lA.v. (8) 

Para equilibrar os termos de lluxo e de absortjao, igualamos as duas expressbes para Q At: 

aA[h,(ao -I- A.v.r) - «,(A 0 .r)]Ar = spAI«(Ao + OAx.t + Ar) - m(a u -I- 0AA.r))A.v. (9) 

Dividindo a Eq. (9) por A.v A I e fazendo A.v —► 0 e Ar — 0, obtemos a equaq5o de calor ou de difuslio 

o ru xx = u,. (10) 


A quantidade or, deftnida por 

a 1 = K/ps (11) 

e chamada de difusividade lermica e e um parametro que depende apenas do material de que e feita a 
barra. As unidades de or’ sao (comprimento)-7tempo. Valores tipicos de or sao dados na Tabela 10.5.1. 

Diversas condi^oes relativamente simples podem ser impostas nas extremidades da barra. Por exem- 
plo. a temperatura em uma extremidade pode ser niantida a um valor constante T. Isso pode ser feito 
colocando-se a extremidade da barra em contato com um reservatorio suficientemente grande, de modo 


''A dependOncia da massa especdica c do calor especifico na temperatura e relativamente pequena e serd desprezada. Assim. 
tanto p quanto s seriio considerados constanles. 
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que qualquer fluxo de calor que possa haver entre a barra e o reservatorio nao altera, sensivelmente, a 
temperatura do reservatorio. Na extremidade onde isso e feito a condiqao de contorno e 

" = T. (12) 

Outra condi^ao de contorno simples ocorre se a extremidade esta isolada, de modo que nao ha fluxo 
de calor atraves dela. l.embrando da expressao (2) para a quantidade de calor atravessando qualquer se- 
qao reta da barra. conclutmos que a conditjao de isolamento significa que esta quantidade e nula. Logo, 

u x = 0 (13) 

e a condi$ao de contorno em uma extremidade isolada. 

I'm tipo mais geral de condiijao de contorno ocorre se a taxa de fluxo de calor atraves da extremidade 
da barra £ proporcional a temperatura ali. Vamos considerar a extremidade .v = 0. onde a taxa de fluxo 
de calor da esquerda para a direita e dada por-jo4//,(l). r): veja a Eq. (2). Entao a taxa do fluxo de calor 
saindo da barra (da direita para a esquerda) em v = 0 e a/Ei,( 0.r). Se essa quantidade for proporcional a 
temperatura »(0, r). obtemos a condiqao de contorno 

u x (0,t) -/ji«(0,f) = 0. t > 0, (14) 

onde //, e uma constante de proporcionalidade nao negativa. Note que /;, = 0 corresponde a uma extremi¬ 
dade isolada.enquanto /i, —» x corresponde a uma extremidade mantida a temperatura zero. 

Se o fluxo de calor estiver ocorrendo na extremidade direita da barra (a = /.). entao. de maneira ana- 
loga. obtemos a condiqao de contorno 

u x (L,t) + hiu(L.t) = 0, / > 0. (15) 

onde. novamente.e uma constante de proporcionalidade nao negativa. 

Entao. para determinar completamente o fluxo de calor na barra e preciso ter a distribuiqrao de lem- 
peratura em um instante fixo. geralmente considerado como o inslante inicial / = 0. Essa condiqao inicial 
e da forma 

itt.v.O )—f(x), 0 <x<L. (16) 

O prohlcma entao e determinar a solugao da equa^ao diferencial (10) sujeila a uma das condigoes de 
contorno de (12) a (15) cm cada extremidade e a condigao inicial (16) em t = 0. 

Diversas gencrali/agoes da cquat;ao de ctilor (10) ocorrem na pnitica. Primeiro, o material da barra 
pode nao ser uniforme e a setjao reta pode nao scr constante ao longo de toda a barra. Nesse caso. os 
paramelros k. />, s e A podem depender da variavel axial x. Voltando para a Eq. (2). vemos que a taxa de 
transferencia de calor da esquerda para a direita atraves da sctplo reta v = ,v„ e dada, agora, por 

//(.Vo, 0 = -v(.Vo)/U.Vo)H v Ui)./) (17) 

com uma expressao analoga para //(v,, + A.v. i). Se introduzirmos essas quantidades na Eq. (4) e. finalmen- 
le. na Eq. (0), procedendo como antes, obtemos a equagao diferencial parcial 

{kAu x ) x = spAn,. (18) 

Vamos escrever. em geral. a Eq. (18) na forma 

r(x)u, = [p(x)u t \ x . (19) 

onde p(x) = v(.v)/l(.v) e r(.v) = x(.v)/)(.v)/l(.v). Note que estas duas quantidades sao intrinsecamente posi- 
tivas. 

Uma segunda generalizaqao ocorre se existirem outras maneiras de enlrar ou sair calor da barra. Su- 
ponha que existe uma /wire que adiciona calor a barra a uma taxa G(.v./. ft) por unidade de tempo por 
unidade de comprimento. onde G'(.v, r. u) > 0. Nesse caso. precisamos somar o termo G(.r, r. u) A.v Ar & 
esquerda do sinal de igualdade na Eq. (9). o que nos leva it equaqao diferencial 

r(.v)«, = [p(.v)u,lf + G(x,t,u). (20) 

Se G(.v, r. u) < 0. estamos falando de um sunihlouro que remove calor da barra a uma taxa G(x, f. u) por 
unidade de tempo por unidade de comprimento. Para tornar o problema tratavel, precisamos restringir a 
forma da fumjao G. Em particular, vamos supor que G e linear em u e que o coeficiente de it nao depende 
de r.Temos, entao. 


G(.v.r.tf) = F(xj) - q(x)u. 


(21) 
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O sinal de menos na Eq. (21) foi introduzido para que determinadas equates, que vao aparecer mais 
tardc. tcnham suas formas habituais. Substituindo a Eq. (21) na Eq. (20). obtemos 

r(x)u, = [p(Jt)u,L - q(x)u + F(x,t). (22) 

Esta equa<;ao e chamada. algumas vezes. equate dc calor generalizada. Problenias de valores de contor- 
no para a Eq. (22) serao discutidos no Capftulo 11. 

Finalmente, se em vez de uma barra unidimcnsional considerarmos um corpo com mais de uma di- 
mensSo espacial significativa.entao a temperatura sera uma fun^So de duas ou tres variaveis espaciais.em 
vez de s6 depender de ,v. Podem-se fazer consideragoes semelhantes Us que nos levaram a Eq. (10) para 
se deduzir a equa?5o de calor em duas dimensoes, 

a 2 (Uxx + u yy ) = u„ (23) 

ou em tres dimensdes. 

a l (,Uxx + Ityy + u zz ) = U,. (24) 

As condi^oes de contorno analogas Its Eqs. (12) e (13) para problenias multidimensional correspondem 
a uma distribui^So de temperatura dada na fronteira ou a uma fronteira isolada. Analogamente. a distri- 
buiijao inicial de temperatura sera.em geral. uma funqao de x e de v para a Eq. (23) e uma fum;ao de x,y 
e z para a Eq. (24). 


Deduvao da Equa^ao de Onda. Neste apendice vamos dedu/ir a equa^ao de onda em uma dimensao 
espacial que descreve vibraqoes transversas de uma corda ou um cabo elastico: a corda elastica pode ser 
uma corda de violino, um esteio ou. possivelmente, um cabo de forqa. A mesma equaqao. no entanto, com 
as variaveis interpretadas adequadamente.ocorre em muitos outros problenias ondulatorios com apenas 
uma variilvel espacial signilicativa. 

Considere uma corda perfeitamente elastica flexfvel bem esticada entre suportes tixos no mesmo nivel 
horizontal (veja a Figura lO.B.hi). Suponha que a corda esta no eixo dos v com suas extremidadcs em x = 0 
e x = /.. Se a corda for colocada em movimento em algum instante inicial i = 0 (sendo pu.xada. por exemplo) 
e depois e deixada sem ser perturbada, ela vibrara livremente em um piano vertical, desde que efeilos de 
amortecimento. como a resistencia do ar. sejam desprezados. Para determinar a equa^ao diferencial que 
governa esse movimento vamos considerar as formas que agem em um pequeno trecho de comprimcnto A.v 
da corda,entre os pontos x ex + A.v (veja a Figura 10.B.1&). Vamos supor que o movimento da corda e pe¬ 
queno e.conio consequencia.cada ponto na corda so se move em uma reta vertical. Vamos denotar por n(x, 
i) o deslocamento vertical no ponto x e instante t. Vamos denotar por T(x, i ) a tensao na corda, que sempre 
age na direqao tangenle. e por p a massa da corda por unidade de comprimcnto. 



x = 0 x = L 


(a) 


rtx + a*, t) 



FIGURA 10.B.1 (a) Uma corda eldstica sob tensao. (b) Um trecho da corda deslocada. (c) Resolugao da 

tensao T em componentes. 
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A lei de Newton, aplicada ao elemento A.t da corda. diz que a for^a externa total, devido 5 tensao nas 
extremidades do elemento. tem que ser igual ao produto da massa do trecho pela aceleraijao de seu cen- 
tro de massa. Como nao ha aceleraqao horizontal, as componentes horizontais tern que satisfazer 

T{X + A.t./)cos(0 + A0) - T(x.l) cos 9 =0. (1) 

Denotando a componente horizontal da tensao (veja a Figura 10.B.lc) por //, a Eq. (1) diz que H e inde- 
pendente de x. 

Por oulro lado. as componentes verticais satisfazem 

T(x + A.i./)sen(0 + A0) — 7'(.t,Oseni9 = p Axu„(x.t) (2) 

onde x 6 a coordenada do centro de massa do trecho da corda cm considera?iio. £ claro que x est/i no 
intervalo v < v < v + A.r. O peso da corda. que age verticalmente para baixo, e considerado desprezfvel e 
foi desprezado na Eq. (2). 

Se a componente vertical de T for denotada por V, entao a Eq. (2) pode ser escrita como 

V{x + A x,t) - V(x,t) 

-—-= pu„(x,t). 

Tomando o limite quando A.v —► 0 nos da 

V t (x,i) = pii a (x,t). (3) 

Para expressar a Eq. (3) somente em funqao de ii. note que 

V(x,t) = H(t) tan# = H(t)u x (xj). 

Logo, a Eq. (3) fieri 

(//«,), = pu „, 

ou. como II e independenle de v. 

Huxx = m u - (4) 

Para movimcnlos pequenos da corda, podemos suhstituir II = / cos 9 por T. Entao a Eq. (4) lica com sua 
forma habitual. 

a 2 u u = U g, (5) 

onde 

« 2 = T/p. (6) 

Varnos supor, ainda. que o' e constante. embora isso nao seja necessario na nossa dedu^ao. mesmo para 
movimentos pequenos. A Eq. (5) e chamada equaqao de onda ern uma dimensao espacial. Como T tem 
unidades de for;a e p de massa/comprimento. a constante a tem unidades de velocidade. E possivel iden- 
tilicaru como a velocidade segundo a qual uma pequena perturbaqao (onda) se move ao longo da corda. 
De acordo com a Eq. (6), a velocidade da onda a varia diretamente com a tensao na corda, mas d inver- 
samente proporcional a densidade do material de que e feita a corda. Esses fatos eslao de acordo com a 
experiencia. 

Como no caso da equaqao de caior, existem diversas generaliza?5es da equai,'ao de onda (5). Uma 
equaqao importante. conhecida como a equa^an do telegrafo. tem a forma 

t„ +cv, + kv = a 2 v xx + F(x, t ), (7) 

onde v e k sao constantes nao negativas. Os termos cv.kve F(x,l) correspondem. respectivamente, a uma 
forqa amortecedora viscosa, uma forqa restauradora elastica e a uma forqa externa. Observe a scmelhan- 
<;a da Eq. (7), exceto pelo termo a 5 r„. com a equa^So para o sistema mola-massa deduzida na Scqao 3.7; 
o termo adicional <rt»„ aparece devido a formas eldsticas intemas. 

A equaijao do telegrafo tambem governa o lluxo de tensao, ou corrente.em uma linha de transmissao 
(daf seu nome); neste caso os coeficientes estao relacionados a parametros eletricos na linha. 

Para um sistema em vibrato com mais de uma coordenada espacial significativa. pode ser nccessdrio 
considerar a equa<;ao de onda em duas dimensSes. 

a 2 (u.,x + Uyy) = u„, (8) 


ou em tres dimensoes. 


Q 2 (li XX b Wyy b II;;) — II//. 


(9) 
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Problemas de Valores 
de Contorno e Teona de 
Sturm—Liouville 


Depois dc scparar as variaveis cm uma cqua?ao diferencial parcial no Capitulo 10. encontramos diversas 
ve/.es a equa?ao diferencial 

A'" + kX = 0, 0 < .v < L 


com as condiijoes dc contorno 


X (0) — 0. X(L) = 0 . 


I'stc prohlcma dc valores dc contorno c o prototipo dc uma classc grande dc problemas importantes 
cm matcmatica aplicada. Esses problemas sao conhccidos como problemas de valores dc contorno dc 
Sturm-I.iouvillc. Neste capitulo, vamos discutir as propriedadcs mais importantes dos problemas 
dc Sturm-Liouville c suas solitaries: no processo. seremos capa/es de generali/.ar urn pouco o metodo de 
scpara?ao dc variaveis para equates diferenciais parciais. 


11.1 A Ocorrencia de Problema de Valores de Contorno em Fronteiras com Dois Pontos 


No Capitulo 10, descrevemos o metodo de separa<;ao dc variaveis como urn modo dc resolver alguns 
problemas envolvendo equates diferenciais parciais. O problema dc condugao de calor, consistindo na 
equaqao diferencial parcial 

o ru. t x = (if. 0 < x < L, t > 0, (1) 

sujeila as condi^'oes dc contorno 

ii( 0 , f) = 0 . u(L,t) = 0, / > 0 ( 2 ) 

e a condit;ao inicial 

u(x,0)=f(x), 0 < x < L ( 3 ) 

e um exemplo tfpico dos problemas considcrados aqui. Uma parte crucial no processo de resoluqao de 
tais problemas e encontrar os autovalores e autofumjoes da equa^ao diferencial 

X" + XX = 0, 0 < x < L ( 4 ) 

com condiij'ocs de contorno 

A'(O) = 0, X(L)=() ( 5 ) 
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ou, talvez, 

A"(0) = 0, X'(L) = 0. (6) 

As fungoes scno e cosseno que aparecem ao se resolver a F.q. (4) sujeita as condigoes de contorno (5) ou 
(6) sao usadas para se expandir a distribuigao inicial de tomperalura j\x) cm uma serie de Fourier. 

Neste capitulo vamos estender e generalizar os resultados do Capitulo 10. Nosso objetivo principal 
6 mostrar como o mdtodo de separagao de variaveis pode scr usado para resolver problemas uni pouco 
mais gerais do que os das Eqs. (1), (2) e (3). Estamos interessados eni tres tipos de generalizagoes. 
Primeiro, queremos considerar equagdes diferenciais parciais mais gerais — por exemplo. a equagao 

r(x)u, = [pCtlHi], - q(x)u + F(x,t). (7) 

Esta equagao pode aparecer, como indicado no Apendice A do Capitulo 10. no estudo da condugao de 
calor em uma barra com propriedades variaveis na presenga de fontes de calor. Se p e r forem constantes 
e se os termos da fonte q(x)u e F forem nulos. entao a Eq. (7) se reduz ii Eq. (1). A equagao diferencial 
parcial (7) tambem ocorre na investigagao de outros fendmenos de cardter difusivo. 

Uma segunda generalizagao e permitir condigdes de contorno mais gerais. Em particular, queremos 
considerar condigdes de contorno da forma 

u x (0. t) — h\ i/(0,/) = 0. u x (L,l) 4- h 2 u(L,t) = 0. (8) 

Tais condigdes ocorreni quando a taxa de fluxo de calor atravds de uma extremidade da barra d proporcio- 
nal a temperatura ai. Em geral. />, e h : sao constantes nao negativas mas. em alguns casos, podem ser negati- 
vas ou depender de I. As condigoes de contorno (2) sao obtidas no limite quando //, —» oo e h : -* oc. Outro 
caso limite importante./i, = h. = 0. nos da condigoes de contorno correspondentes a extremidades isoladas. 

A ultima generalizagao que discutiremos neste capitulo trata da geometria da regiao na qual o pro- 
blema e dado. Os resultados do Capitulo 10 so sao aplicaveis a uma classe relativamente restrita de proble¬ 
mas. basicamente aqueles nos quais a regiao de interesse e rctangular ou. em alguns casos. circular. Mais 
adiante, neste capitulo. vamos considerar determinados problemas colocados em alguns outros tipos de 
regioes geometricas. 

Vamos considerar a cquagao 

r(.v)H, = [p(.v)H.t|., - q(x)n (9) 

obtida igualando-se a zero o termo F(x.t) na Eq. (7). Para separar as variaveis, vamos supor que 

u(x.r) = X(x)Tlt). (10) 

e substituir ii na Eq. (9). Obtemos 

r(.t).vr = lpix)X'\’T - q(x)XT (11) 


ou.dividindo por r(x)XT, 

T _ U>(.v)2n' 

T r(.x)X r(jc) ' (l2) 

Denotamos a constante de separagao por-X, antecipando o fato de que ela sera real e negativa em geral. 
Da Eq. (12) obtemos as duas equagocs diferenciais ordinarias a seguir para X e T: 

[p(x)X'\' - q(x)X + kr(x)X = 0, (13) 

T' + kT = 0. (14) 

Substituindo u dado pela Eq. (10) nas Eqs. (8) e supondo que /», e h 2 sao constantes, obtemos as condigoes 
de contorno 

A"(0) — /i i A' (0) = 0. X'(L) + h 2 X(L) = 0. (15) 

Para prosseguir. precisamos resolver a Eq. (13) sujeita as condigoes de contorno (15). Enibora este seja 
um problema de valorcs de contorno linear homogeneo com fronteira com dois pontos mais geral do que 
o que consiste na equagiio diferencial (4) e condigoes de contorno (5) ou (6), as solugoes se comportam de 
maneira bem parecida. Para qualquer valor de k. o problema (13), (15) tern a solugao trivial X(x) - 0. Para 
determinados valores de A., chamados de autovalores. existent outras solugties nao triviais, chamadas de 
autofungoes. Eslas autofungoes formam a base para solugoes em serie de diversos problemas em cqua- 
goes diferenciais parciais, tais como a equagao de calor generalizada (9) sujeita iis condigoes de contorno 
(8) e it condigao inicial (3). 
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Neste capitulo vamos discutir algumas das propriedades de solu^oes de problemas de valores de con- 
torno com fronteiras de dois pontos para equates diferenciais lineares de segunda ordem. Considerare- 
mos algumas vezes a equaqao homogenea linear geral 

P{x)y" + Q(x)y‘ + R(x)y = 0, (16) 

estudada no Capitulo 3. No entanto. em geral 6 melhor discutir equates nas quais os lermos envolvendo 
a primeira e a segunda derivada estao relacionados como na Eq. (13). Sempre <& posst'vel transformar a 
equa<;ao geral (1 ) de modo que os termos contendo as derivadas apare^am como na Eq. (13) (vcja o 
Problema 11). 

Problemas de valores de contorno com equaqoes diferenciais de ordem niais alia tambem podem 
ocorrer; nelcs. o niimero de condiqoes de contorno tern que ser igual a ordem da equa^ao diferencial. 
Como regra geral. a ordem da equaqao diferencial e par e metade das condiqoes de contorno d dada em 
cada extremidade do intervalo. Tambem e possfvel unia tinica condiqao de contorno envolver valores da 
sol'.ujao e/ou de suas deriv adas nos dois pontos de fronteira: por exemplo. 

>(0) - y(L) = 0. (17) 

O exemplo a seguir envolve uma condiqao de contorno da forma (15) e e. portanto. mais complicado 
que os problemas na Se<;ao 10.1. 


EXEMPLO 

1 


Encontre os autovalores e as autofunedes corrcspondentcs do problema de valores de contorno 

y" + /.v = (). (18) 

y(0) = 0. y< 1) + y( 1) = 0. (19) 

Um exemplo de onde ocorre esse problema e a condu^ao de calor em uma barra de comprimento unitario. A 
conditio de contorno em \ - 0 corresponde a lemperaturu nula a(. A condiyao de contorno em x = 1 coires- 
ponde a taxa de fiuxo de calor ser proporcional a lemperatura nesse ponto, e as unidades foram escolhidas de 
modo que a constantc de proporcionalidade seja 1 (vcja o Apendice A do Capitulo 10). 

A soluqdo da equaqao diferencial pode ter diversas formas, dependendo de A.. de modo que e preciso consi- 
derar diversos casos. Primeiro. se A. - o. a solu^ao geral da equaqao diferencial e 

_v = f].v + o. (20) 

As duas condones de contorno implicam 

o=0. 2 cj + o = 0, (21) 

respectivamente. A unica solu^ao das Eqs. (21) e c, = v. = 0. de modo que o problema de valores de contorno 
original nao tern solu^iio nao trivial nesse caso. Logo. A. = 0 nao e um autovalor. 

Se A. > 0. entao a soluqao geral da equaijao diferencial (18) e 

y = Ci sen y/i.x + t : cos s/x.v, (22) 

onde vX > 0. A conditio de contorno em v = 0 implica que c : = 0; da condiqao de contorno em .v = 1. obtemos 
a equa^iio 

Ci (sen A + s/X cos s/A.) = 0. 

Para uma solu^ao nao trivial i. precisamos ter c £ 0. logo a tern que satisfazer 

sen v/X + v/X cos >/X = 0. (23) 

Note que se A. e lal que cosvX = 0. entao sen%X (I e a Eq. (23) nao e satisfeita. Logo, podenios supor que 
cos\/X * 0; dividindo a Eq. (23) por cos^X.obtemos 

v/X = - tan s/X. (24) 

As solutes da Eq. (24) podem ser determinadas numericamente. Elas tambem podem ser encontradas, apro- 
xiniadamente,esbcx;ando-se os grilficosde/fyX) = y/J.e deg(>/X) = -tan>/X para >/X >0 no niesmo conjunto de 
eixos e identificando-se os pontos de interseqao das duas curvas (vcja a Figura 11.1.1 ). O ponto \/X = 0 est& es- 
pecificamente excluido deste argumento porque a soluqao (22) s 6 6 valida para -/X * 0. Apesar do fato de que 
as curvas sc intersectam ai, A. = 0 nflo e um autovalor, como ja vimos antes. As tres primeiras solutes positivas 
da Eq. (24) sao >/X7 a 2.029; >/XI s 4,913; %/Xj a 7.979. Como pode ser visto da Figura 11.1.1. as outras raizes 

sao dadas, com precisao razoavel, por = (2/i - l ),t/ 2 para n = 4,5.e a precisao desta cstimativa melhora 

quando n aumenta. Portanto, os autovalores sao 
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A, £ 4,116, A 2 £ 24,14, 

A 2 = 63,66, A„ = (2 n - 1) 2 tt 2 /4 para n = 4,5,_ 

Finalmente, como c 2 = 0, a autofunijao correspondente ao autovalor A e 

<P„ ( x , A„) = k n sen x\ n = 1,2. 

onde a constante k„ permanece arbitniria. 



FIGURA 11.1.1 Suluqao gralica do %/A = - tan v^A. 


(25) 

(26) 


Vamosconsidcrar agora A < 0. Nesle caso e convenientc fazcr A = -/<.ondo // > 0. Entao a F.q. (14) fica 

y" - ny = (). (27) 

e sua solu?ao geral e 

y = ci senh y/Jix 4-c; cosh i/fix, (28) 

onde sfi* > 0. Procedendo como no caso anterior, vemos que n tom que satisfazer a equa^ao 

y/ji = - tanh y/p .. (29) 

Da Figura 11.1.2 e claro que os graficos de e de g(>/iS) = -tanhv^T so se intersectam na origem. 

Logo, nao existem valores positivos de s/T L que satisfazem a Eq. (29) e. portanto, o problema de valores de 
contorno (18), (19) nao tern autovalores negativos. 

Finalmente, 6 necessario considcrar a possibilidade de que A possa ser complcxo. E possivel mostrar. atravds 
de urn calculo direto, que o problema (18). (19) nao tern autovalores complexos. No entanto, na Segao 11.2 va¬ 
mos considcrar em mais detalhes uma grande classe de problemas que incluem este exemplo. Uma das coisas 
que vamos mostrar e que todos os problemas nesta classe tern apenas autovalores reais. Portanto. vamos omitir 
a discussao da nao existOncia de autovalores complexos aqui. C’oncluimos, entao, que todos os autovalores e 
autofumjoes do problema (18), (19) sao dados pelas Eqs. (25) e (26). 
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PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 6. diga se o problema de valores de contorno dado 6 homogeneo ou nao 
—™——- homogeneo. 

1. y" + 4y = 0. y(-l) = 0. >'( 1) = 0 

2. ((1 + x 2 )y'|' + 4y = 0. y(0) = 0. y( 1) = 1 

3- y" + 4y = sen.t, y(0) = 0. y(l) = 0 

4. -y" + .v 2 y = Ay, y'(0)-y(0) = 0. y'(l)+y(l)*0 

5. —1(1 + x 2 )y']' = Ay + 1. y(-l) =0. y(l) = 0 

6. -y H = Ml+jr)y. y(0)=0, y'(l) + 3y(l) = 0 

Em cada um dos Problemas de 7 a 10, suponha que todos os autovalores sao reais. 

(a) Determine a forma das autofumjdes e a equaijao satisfeita pelos autovalores nao nulos. 

(b) Determine se A = 0 6 um autovalor. 

(c) Encontre valores aproximados para A ; e A.. os dois autovalores nao nulos de menor mddulo. 

(d) Eslime para valores de n grandes. 

7. y" + Ay = 0, y(0) = 0, y<7r) +y'(.t) = 0 

8. y" + Ay = 0, y'(0) =0. y(l) + v’f 1) = 0 

9. y" + Ay = 0. y(0) - y'(0) = 0, y< 1) + y'( 1) = 0 

10. y" - Ay = 0, v(0) + y'(0) = 0, y( 1) = 0 

11. Considere a equaqao geral linear homogenea de segunda ordem 


P)x)y“ + £?U)y' 4- R(x)y = 0. (i) 

Procuramos um fator integrante n(.\) tal que. ao se multiplicar a Eq. (i) por nix), a equate resultante 
pode ser escritu na forma 


(/rtx)P(x)yT + #r(x)/?<x)y = 0. (ii) 

(a) Igualando os coeficientes de y' nas Eqs. (i) e (ii), niostre que n tern que ser unia soluyao de 

Pn' = (Q-P)H. (iii) 

(b) Resolva a Eq. (iii). mostrando. assim.que 

1 f <?<*) . 

n tx) =* ——exp / —— iIs. (tv) 

n o 1 Pa) 

Compare esse resultado com o do Problema 41 da Se<;ao 3 2. 

Em cada um dos Problemas de 12 a 15. use o metodo do Problema 11 para colocar a t*quat;ao dada na forma 
|p( v)y'|' + r/( v)y = 0. 

12. y" - 2xy' 4- Ay = 0, equaqSo dc 1 lermite 

13. x 2 y" + xy' + (x 2 - i> 2 )y = 0. equaqao de Bessel 

14. xy" + (1 - x)y' + Ay = 0, equa^ao de Laguerre 

15. (1 - x 2 )y" — xy' + or 2 y = 0. cquaqao de Chebyshev 

16. A cquaqao 

V« + cv, + kv = a 2 v„ + F{x, I), (i) 

onde a : > 0, c > 0 e k > 0 sao constantes. 6 conhecida como a cquayao do telegrafo Ela aparece no estudo 
de unia corda elistica sob tensao (veja o Apendice B do Capftulo 10). A Eq. (i) tambem ocorre em outras 
aplica^oes. Supondo que F(x, f) = 0, seja rfx.O = A'(.t)7'(t).separe as vari.lveis na Eq. (i) e deduza equaqoes 
diferenciais ordinarias para X e T. 

17. Considere o problema de valores de contorno 

y"-2y' + (l+A)y = 0, y(0)=0, y(l) = 0. 

(a) Defina uma nova varidvel dependente u pela relaqao y = j(x)u. Determine j(x) dc modo que a equa- 
q3o diferencial para u nao tenha lermo em u'. 

(b) Resolva o problema de valores de contorno para u c determine, assim, os autovalores e autofun?6es 
do problema original. Suponha que todos os autovalores sao reais. 

(c) Resolva lambtlm o problema diretamente (sern definir u). 
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18. Considere o problema de valores dc contorno 

y" + 4y' + (4 + 9X)y = 0, y(0) = 0. y'(L) = 0. 


(a) Determine,pelo menos aproximadamente, os autovalores reais e as autofungdcs associadas proceden¬ 
do como no Problema 17(a,b). 

(b) Resolva tambdm o problema dado diretamente (sem introduzir uma varidvel nova). 

Sugestao: no item (a), preste atengao tanto iis condigdes de contorno quanto equagao diferencial. 

As equagoes diferenciais nos Problcmas 19 e 20 diferem das encontradas nos problemas antecedentes, uma 
vez que o parametro X multiplica o termo contendo y', alem do que contem y. Em cada urn desses problemas. 
determine os autovalores reais e as autofungdes associadas. 

19. y" +y' + X(y' + y) = 0, >'(0) = 0. y(l) = 0 

20. x 2 y" - k(xy' - y) = 0, y(l) = 0, y(2) - v’(2) = 0 

21. Considere o problema 

y" + Xy = 0, 2y(0) + y'(0) = 0, >(1) = 0. 

(a) Encontre a equagao satisfeita pelos autovalores positivos. 

(b) Mostre que cxiste uma sequencia infinita de tais autovalores. 

(c) EncontreX, e X 2 . Depois mostre que k„ = [(2 n + 1 )nH\- para n grande. 

(d) Encontre a equagao satisfeita pelos autovalores negativos. 

(e) Mostre que existe exatamente um autovalor negativo e encontre seu valor. 

22. Considere o problema 

y" + ky = 0, ay( 0) + y'(Q) = 0, y(l) = 0, 

onde a e uma constante dada. 

(a) Mostre que para todos os valores de a existe uma sequencia infinita de autovalores positivos. 

(b) Se a < 1, mostre que todos os autovalores (reais) sao positivos. Mostre que o menor autovalor tende 
a zero quando a tende a 1 por valores mais baixos. 

(c) Mostre que k = 0 e um autovalor se e somente se a = I. 

(d) Se a > 1. mostre que existe exatamente um autovalor negativo e que este autovalor diminui quando a 
aumenta. 

23. Considere o problema 

y" -I- ky = 0. y(0) = 0, y\L ) = 0. 


Mostre que, se <f> m e <p„ sao autofungoes associadas aos autovalores k,„ 
entao 


Sugestao: note que 



<t> m (x)<p„(x) dx = 0. 


X„, respetivamente.com X,„ * k„. 


4>' m + k m <p„, = 0, + k„4>„ = 0. 

Multiplique a primeira dessas equagoes por <j>„, a segunda por 0,„ e integre de 0 a L usando integragao por 
partes. Finalmente, subtraia uma equagao da outra. 

24. Vamos considerar agora um problema de autovalores de ordem mais alta. No estudo das vibragoes trans- 
versas de uma barra eleistica uniforme, chega-se & equagao diferencial 

y ,4 > - ky = 0, 

onde y 6 o deslocamento transversal e X = mar/EI\ m e a massa por unidadc de comprimento da barra. E £ 
o modulo de Young, 16 o momento de indreia da segao reta em relagao a um eixo perpendicular ao piano 
de vibragao que contem o centroide c co6 a frequdneia de vibragao. Entao, para uma barra cujas proprie- 
dades materials e geom<5tricas sao dadas, os autovalores determinant as frequences naturais de vibragao. 
As condigoes de contorno em cada extremidade sao, em geral, de um dos seguintes tipos: 
y = y' — o, extremidade presa, 

y = y" = 0, extremidade apoiada ou com dobradiga, 

y" = y'" s 0, extremidade livre. 
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Para cada um Jos trcs casos, encontre a forma das autolundoes e a equaijao satisfeila pelos autovalores 
desse problema de valores de contomo de quarta ordem. Determine X, e os dots autovalores de menor 
mridulo. Suponha que os autovalores sao reais e positivos. 

(a) >-(0) = f( 0) = 0. y(L) = y"(L) = 0 

(b) y(0) = /(0) = 0. v(L) = /(/.) = 0 

(c) y(0) = y'(0) - 0. y"(L) = y"'(L) = 0 (viga cantilever) 

25. Este problema ilustra o fato de que o aulovalor pode aparecer tanto nas conditjdes de contorno quanto na 
equaqao diferencial. Considere as vibratjoes longitudinals de uma barra el.istica reta uniforme de compri- 
mento L. Pode-se mostrar que o deslocamcnto axial u(.r, I) satisfaz a equagao diferencial parcial 

(£/p)«„ = «„: 0 < x < L. t > 0, (i) 

onde £eo modulo de Young e p e a massa por unidade de volume. Se a extremidade cm x = 0 estiver fixa, 
entao a conditio de contorno at sera 


«(0.t) = 0. f > 0. (u) 

Suponha que a extremidade em x - L esta rigidamente presa a uma massa m. mas nao tern outras restri- 
(.oes. Podemos obter a conditio de contorno ai escrevendo a lei de Newton para a massa. Da teoria de 
elasticidade, pode-se mostrar que a for<;a exercida na barra pela massa e dada por -EAu,(L, t). Logo, a 
condi^ao de contorno <5 


EAu x (L,t) + mu„(L.i ) =0, i > 0. (iii) 

(a) Suponha que it(.r.f) = X(x)T(t). Mostre que A'(a) e T{t) satisfazem as equates diferenciais 

X" + /.X = 0. (iv) 

7~ -f \(E/fi\T = 0. (v) 

(b) Mostre que as condi<;ftes de contorno sao 

A'(O) = 0, X'(L) - yXLX(L) = 0, (vi) 


onde y = m/pA L e um parametro adimensional que fomece a razao entre a massa presa e a massa da barra. 
Sugestiio: use a cqua^fto diferencial para T(t) para simplilicar a condigao de contorno em x = L. 

(c) Determine a forma das autofunqoes e a equa^do satisfeila pelos autovalores reais das equates (iv) e 
(vi). 

(d) Encontre os dois primeiros autovalores e Xj se y = 0.5. 


11.2 Problemas de Valores de Contorno de Sturm-Liouville 


Vamos considerar agora problemas de valores de contorno com fronteiras de dois pontos, do tipo obtido 
na Set;ao 1 l.l.separando as variaveis em um problema de conduqao de calor em uma barra com proprie- 
dades materiais variaveis e um termo de fonte proporciona! a temperatura. Este tipo de problema ocorre 
em muitas outras aplicatjoes. 

Esses problemas de valores de contomo estao associados. em geral, aos nomes de Sturm e Liouville. 1 
Eles consistem em uma equa^ao diferencial da forma 

[p(.t)/l' - qMy + Xr(x)y = 0 (1) 

no intervalo 0 < x < 1 .junto com condi^oes de contorno 

ai^O) + 02 /( 0 ) = 0, P\y(l) + fay'(l) = 0 (2) 


'Charles-Fransois Sturm (1803-1855) c Joseph Liouville (1809-1882). em uma sCrie de artigos cntrc 1836 e 1837 , estabelece- 
ram diversas propriedades da classe de problemas de valores de contorno associados a sous nomes. inclusive os resullados 
enunciados nos fcorcmas de 11.2.1 a 1122.4. Sturm lambCm 6 famoso por um leorema sobre o ntimcro dc zeros reais de um 
polindmio e. alem disso, tern muitos trabalhos em fisica e mecamca Alem de sua pesquisa em anilise, Algebra c teoria dos 
numeros, Liouville foi o fundador e editor durante 39 anos do importante Journal de matlu‘rnalii]ues pures el appliquees. Um 
de seus resultados mais importantes foi a demonstraijao (em 1844) da cxistencia dc numeros transcendentais. 
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nas extremidades. Muitas vezes e conveniente introduzir o operador diferencial linear homogeneo L 
definido por 

^Lvi = -IP(*)/]' 4- q(x)y. (3) 

Entao, a equagao diferencial (1) pode ser escrita como 

L[.v] = kr(x)y. (4) 

Vamos supor que as fungoes p, p', q e r sao contfnuas no intervalo 0 < x < 1 e que, alem disso, 
p(x) > 0 e r(x) > 0 em todos os pontos 0 < .v < 1. Estas hipdteses sao necessdrias para tornar a teoria o mais 
simples possfvel e manter, ao mesmo tempo, uma generalidade razodvel. Estas condigoes sao satisfeitas, 
de fato, em muitos problemas importantes da ffsica matemdtica. Por exemplo. a equagao v" + \v = 0, que 
aparece repetidamente no capftulo anterior, £ da forma (1) com p(x) = 1, q(x) = 0 e r(x) = I. As condigoes 
de contorno (2) sao separudas. ou seja, cada uma envolve apenas um dos pontos de fronteira. Essas sao as 
condigoes de contorno separadas mais gerais possfveis para uma equagao diferencial de segunda ordem. 

Antes de estabelecer algumas propriedades do problema de Sturm-Liouville (1), (2). precisamos ob- 
ter uma identidade, conhecida como identidade de Lagrange, bisica no estudo de problemas de valores 
de contorno lineares. Suponha que u e v sao fungoes com derivadas segundas continuas no intervalo 0 < 
x < 1. Entao, 2 


/ L[u]vdx = / [—(pu')'v + qitv)dx. 
J o Jo 


Inlegrando a integral a direita do sinal de igualdade duas vezes por partes, obtemos 


f 


Lltilerf-v = —p(x)u'(.x)v(x) + p(x)u(x)v' (x) 


+ 


f [-u(pv')' 
Jo 


+ uqv] dx 


I 1 f' 

= -p(,x)[tt'(x)v(x) - ti(,r)i’'(.v)]|^ 4- ^ uL[v]dx 


Logo, passando para o lado esquerdo do sinal da igualdade a integral a direita, temos 

•l r ,i 

{L[m]v - «L[i’]} dx = - p(x) [u'(.v)i-(.v) - (/(.v)r'(.v)] , 


f 


(5) 


que e a identidade de Lagrange. 

Vamos supor, agora, que as fungoes it c v na Eq. (5) satisfazcm, tambem.as condigocs de contorno (2). 
Entao, supondo que or, 4= 0 e que fi, ± 0, a expressSo il direita do sinal de igualdade na Eq. (5) ftca 

-p(x) [(/(.r)i’(.v) - u(.r)u'(x)] 

L 1 0 

= -p{ 1) [«'(l)u(l) - «(l)i/(l)] +p(0) [«'(())u(0) - «(0)u'(0)] 


= -pH) 


= 0 . 


—^m(1)u(1) 4- ^-h(IMI) 
L ft P2 


+ p(0) 


1<(0)|>(0) 4- —1<(0)1>(0) 
L a 2 a 2 


O mesmo resultado vale se a, ou fi 2 for nulo; a demonstragao neste caso e ainda mais simples e fica a 
cargo do leitor. Assim, se o operador diferencial L for definido pela Eq. (3) e se as fungoes u e i> satisfize- 
rem as condigoes de contorno (2), a identidade de Lagrange se reduzira a 

• 1 

[L[u]v — «L[t>]} dx = 0. (6) 


/ 


Vamos escrevcr a Eq. (6) de maneira ligeiramente diferente. Definimos, na Eq. (4) da Segao 10.2, o pro- 
duto interno («, v) de duas fungoes reais lieu em um intervalo dado; usando o intervalo 0 < x < 1. temos 


(jc) dx. 


Com esta notagao, a Eq. (6) fica 


(u, u) = [ u(x)v 
Jo 


(L[m],u)-(«,L[i>]) = 0. 


(7) 


(8) 


•’Para simplificar, algumas vezes vamos usar a notagao / ( j f dx, em vez de / (.r) dx. 
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Para provar o Teorcma 11.2.1. mais a frente vamos precisar trabalhar com funqoes complexas. Por ana- 
logia com a definig&o na Set;ao 7.2 para vetores. dcfinimos o produto interno de duas funtjfles complexas 
em 0 < ,v < 1 como 


(u.v) 



u(x)v(x) clx, 


(9) 


onde F 6 o complcxo conjugado dc v. E claro que a Eq. (9) fica igual i Eq. (7) se u(x) e v(x) forcm reais. 
E importanle saber que a Eq. (8) permanece viilida sob as condiqdes enunciadas seucv forem fun- 
foes complexas e o produto intemo (9) for usado. Para ver isso. podemos cometjar com a quantidade 

/ L[h|F</.vc seguir os passos que levam h Eq. (6) usando o fato de que p(x).q(x).a i ,a:.p i e /Lsiio todos 
Jo 

reais (veja o Problema 22). 

Vamos considerar algumas das implicates da Eq. (8) para o problema de Sturm-Liouville (1). (2). Va¬ 
mos supor.sem demonstraqao,' que este problema lem.de fato.autovalores e autofun?6es. NosTeoremas 
de 11.2.1 a 11.2.4. a seguir. enunciamos diversas de suas propriedades importantes,embora relativamente 
elementares. Cada uma dessas propriedades e ilustrada para o problema de Sturm-Liouville b3sico 


y" -f ky = 0, y(0) = 0. y(l)=0, 


( 10 ) 


cujos autovalores silo - irrr : . com autofunqoes associadas o„( v) = sen «.t.v. 


Teorema 112.1 Todos os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1). (2) silo reais. 


Para provar este teorema. vamos supor que X e urn autovalor (possivelmente complexo) do problema 
(1). (2) c que <p e uma autofungilo associada. tambem possivelmente complexa. Vamos escrever X = n + iv 
e <p(x) = U(x) + /V'(.v), onde //, v, U(x) e V(x) sao reais. Entao. Inzendo u = </> e v = 0 na Eq. (8), temos 


= (0.L|0)). 

Sabemos. no entanto, que /.|0| = Xrtp, de modo que a Eq. (Ill fica 

(kr<t>,<t>) = (0. Xr0). 

Usando a delini^flo (9) do produto interno para escrever a Eq. (12) por extenso, obtemos 

A.r(.v)0(.r)0(.v)d.r = [ <(>(x)krix)<t>{x)dx. 

Jo 

Como r(x) e real, a Eq. (13)se reduz a 


f. 


( 11 ) 


( 12 ) 


(13) 


(A — A.) f 

Jo 


r{x)<p{x)<ptx)dx = 0, 


ou 


(k 




r(.r)[(7-(.r)+ V-(.t)lr/.v = 0. 


(14) 


O integrando na Eq. (14) nao e negativo nem identicamente nulo. Como o integrando e contfnuo, segue que a 
integral e positiva. Portanto,o fator X -X = 2 iv tern que ser nulo. Logo, v = 0 e X 6 real,o que prova o teorema. 

Uma consequencia importanle do Teorema 11.2.1 e que. para se enconlrar autovalores e autofun^oes 
de um problema de valorcs de contorno de Sturm-Liouville basta procurar autovalores reais. Lembre-se de 
que foi isso que fizemos no Capitulo 10. TambFm e posstvel mostrar que as autofun?oes do problema 
de valores de contorno (1), (2) sao reais. Uma demonstratjao esta esboqada no Problema 23. 


Teorema 1122 


Se 0, e <p : sao duas autofunqoes do problema de Sturm-Liouville (1), (2) associadas aos autovalores A., 
e A. 2 , respectivamente. e se A., * X 2 , entao 



r(x)<f>i(x)<tn(x) d.x = 0. 


(15) 


’A demonstra<;ao podc ser encontrada. por exemplo. nos livros de Sagan (Capitulo 5) ou Birkhoff c Rota (Capitulo 10). 
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Este teorema expressa a propriedade de ortogonalidadc das autofunqoes em relado & fundo peso r. 
Para provar o teorema, ohservamos que 0 , e 0 , satisfazem as equates diferenciais 


L[<t> 1 ] = Air0j 

(lb) 

L[<h\ = hrfc, 

(17) 


respectivamente. Fazendo u = 0,, u = 0 . e substiluindo /. [»] e L 1t| na Eq. ( 8 ), obtemos 

(A.|r 0 i, 0 i) — ( 0 |,A. 2 r 02 ) = 0 , 


ou. usando a Eq. (9), 


A.| f r(x)<pi (.r)0 2 (.v) dx - k 2 [ <p\ (.r)r(.r)0,(.r) dx = 0. 
Jo Jo 


Como A.,, r(.v) e 0 : (.v) sao reais, csta equado fica 

(>•1 - * 2 ) f r(.r) 0 1 (.v) 02 (.r) dx = 0 . 

Jo 

Mas, por hipotese, a, * k 2 , logo 0 , e 0 , tern que satisfazer a Eq. (15), e o teorema esta demonstrado. 


( 18 ) 


Teorema 112.3 Os autovalores do problema de Sturm-Liouville (1), (2) sao todos simples, ou seja.cada autovalor esta 
■——associado a somcnte uma autofungao linearmente independente. Os autovalores formam uma sequen- 
cia infinita e podem ser colocados em ordem crescente, de modo que 

A.| < A.2 < A3 < • • • < X„ < • • •. 

Alem disso, A.„ -* 00 quando n —► 00 . 


A demonstrado deste teorema e um pouco mais avanqada do que a dos dois teoremas antecedentes. e 
sera omitida. No entanto, a demonstrado de que os autovalores sao simples esta indicada no Problema 20 . 

Ohservamos novamente que todas as propriedades enunciadas nos Teoremas de 11.2.1 a 11.2.3 sao 
exemplifkadas pelos autovalores k„ - 11:rr' e autofun^oes 0 „(.v) sen m.t.v do problema exempli) (10). E 
elaro que os autovalores silo reais. As autofunt;ucs satisfazem as rela^oes de ortogonalidadc 

I dx — I senmnx sennnxdx — 0, m / n, ( 19 ) 

Jo Jo 


estabelecidas na Sc^ao 10.2 por inlegrad° direta. Alem disso. os autovalores podem ser ordenados de 
modo que k t < k z < ... e A.,, -* oo quando n —* oc. Finalmente, cada autovalor esta associado a uma tinica 
autofundo linearmente independente. 

Vamos supor que os autovalores do problema de Sturm-Liouville (I). (2) estao ordenados como indi- 
cado no Teorema 11.2.3. Existe uma autofungao 0 „ associada a cada autovalor A.,,, determinada a menos 
de uma constante mulliplicativa. E conveniente. muitas vezes, cscolher a constante arbitraria que multi¬ 
plica cada autofundo de modo a satisfazer a condido 

t 

r(x)<t>;(x) dx = 1. n = 1.2. (20) 

A Eq. (20) e uma condido de norma li/ado. e as autofun^oes que satisfazem essa condido sao ditas nor- 
malizadas De fato. neste caso elas formam um conjunto ortonormal (em relado a fundo peso r), pois 
satisfazem. lambent, a relado de ortogonalidadc (15). Algumas vezese util combinar as Eqs. (15) e (20) em 
uma tinica equad°- Para isso, definimos o sfmbolo conhecido como a fundo delta de Kronecker , 4 por 


Smn = 


0 . se m £ n. 


1, se m — n. 

Usando a delta de Kronecker, podemos escrever as Eqs. (15) e (20) como 

•l 

r(x)<f>m(x)<t> n (x) dx — S fnn . 


/ 


( 21 ) 


( 22 ) 


4 LeopoM Kronecker (1823-1891), um aluno de Dirichlet. estevc associado it Universidadc de Berlim a maior parte de sua 
vida.embora (ja que era independentemente rico) sd tenha lido posiijiSo como professor a partir de 1883.Trabalhou cm teoria 
dos numeros. fun;des elfptieas, Algebra c suas inter-rela^dcs. 
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EXEMPLO 

1 


EXEMPLO 

2 


Determine as aulofungbes normalizadas do problema (10): 

y" + ky = 0. >'(0) = 0, y( 1 ) = 0. 

Os autovalores desle problema s3o X, = 7r. X, = 4,-r. X„ = rrrt '.... e as autofungoes associadas sao k t sen n.v, 

k, sen 2nx . k„ sen mx .respectivamentc. Nesse caso a fun$ao peso e r(x) = 1. Para satisfazer a Eq. (20). 

precisamos escolher k, lal que 

(k„ sennxx)' itx = 1 (23) 


1: 


para cada valor de n. C omo 


A:’ f sen nirxdx = k : r f (’ - ’ cos 2nix) tlx = jJfcjj. 

J u Ji 1 


a Eq. (23) e satisfeita se k„ for eseolhido cornu sendo v7 para cada valor de n. Logo, as autofun^oes normaliza- 
d.is do problema de valores de contorno dado sao 

<p n (x) = s/2sennjrx, /»= 1.2.3. (24) 


Determine as autofundoes normalizadas do problema 

y" + x.v = 0. v(0) = 0, y’( l) + y( 1) = 0. 

No Excmplo 1 da Se?ao 11.1 vimos que os autovalores k. satisfazem a equagao 

sen J k ii + v/^cos ■Jk,, = 0 

e que as aulofum l *bcs associadas sao 

0„(r) = k„ sen v 4„ . 1 . 


(25) 

(26) 

(27) 


onde k„ e arbitraria. Podemos deterniinar k„ da condi«j3o de normaliza^ao (20). Como r(x) = 1 neste problema. 
temos 


[ 0'(.r) dx s* kr n f serr jk n v dx 
J a J a 




~v / ^r scn2 yjX„ ^2 ^ sen y/TT n cos 


= A: 


, 1 + COS- 




oncic usiimos a Eq. (26) no ultimo passo. Logo, para normal i/a r as autofunqties </>„. precisamos cscolhcr 

kn = (i+cos-yi;) • 

As autofunqoes normalizadas do problema dado sao 

s/2 sensA^.r 


0» l.v) = 


(1 + cos : </K)' 2 ' 


n = 1.2. 


(28) 


(29) 


Vamos considerar agora o problema de expandir uma fun^ao/dada em uma serie de aulofun<,'bes do 
problema de Sturm I iouville (I), (2). Ja vimos exemplos de tais expansOes nas Se?oes de 10.2 a 10.4. Por 
exemplo.mostramosque se/e continua. tern derivada seccionalmente continua em0 < x < 1 e satisfazas 
condi^dcs de contorno f( 0) =/(!) = (), entao/pode ser expandida em uma serie de Fourier da forma 

OC 

/(•<> = X> n sen/»n-.r. (30) 

n=l 

As funt,bes sen nnx, n - 1.2.sao precisamente as autofumjbes do problema de valores de contorno 

(10). Os coeficientcs b„ sao dados por 

b„ = 2 / f(x)set\nnxdx 
Jo 


( 31 ) 



522 OmuLO Onzt 


Teorema 11.2.4 


EXEMPLO 

3 


e a sdrie (30) converge para cada .t em 0 < .v < 1. De maneira analoga,/ pode ser expandida em uma 

stJrie de Fourier em cossenos usando-se as autofunqdes cos nnx, n = 0. 1,2.do problema de valores de 

contorno v" + Xy = 0,y'(0) = 0,y'(l) = 0. 

Suponha que uma fun?ao f dada, satisfazendo condiqdes convenientes, pode ser expandida em uma 
serie infinita de autofunqoes do problema de Sturm-Liouville mais geral (I). (2). Se isso puder ser feito, 
entao 

X 

f(x) = £c,,<*>„(*), (32) 

n=l 

onde as (unifies <p„(x) satisfazem as Eqs. (1) e (2) e. tambe'm. a condiqao de ortogonalidade (22). Para 
calcular os coeficientes na st-rie (32). multiplicamos a Eq. (32) por r(x)<p,„(x), onde m d um inteiro positivo 
tixo. e integramos de x = 0 a x = 1. Supondo que a st5rie pode ser integrada lermo a termo, obtemos 

r\ “ r\ * 

/ r(x)f (x)<p m {x) dx = 2__, c n I r(x)<t>„,(x)<t> n (x)dx = V 

J° n=l n=l (33) 

Logo, usando a deliniqao de temos 

c ni = f r(x)f(x)<t> m (x)dx = m = 1.2. 

Jo (34) 

Assim, os coeficientes na serie (32) foram determinados formalmente. A Eq. (34) tern a mesma estrutura 
que as fdrmulas de Euler-Fourier para os coeficientes de uma serie de Fourier, e a serie em autofunqoes 
(32) tambem tern propriedades de convergencia semelhantes as das series de Fourier. O teorema a seguir 
<3 analogo ao Teorema 10.3.1. 


Sejam 0,.# 2 . <p„ .... as autofum,'des normalizadas do problema de Sturm-Liouville (1), (2): 

\p(x)y'\' - q(x)y + kr(x)y = 0. 

aiy(0) 4- a 2 /(0) = 0, 0,y(l) + fcy'(l) = 0. 

Suponha que /e f sao seccionalmente continuas em 0 < .v < 1. Entao a serie (32).com os coeficientes c„ 
dados pela Eq. (34), converge para [/(.r+) + /(.v-)]/2 em cada ponto do intervalo aberto 0 < x < 1. 


Se/satisfizer outras condiqdes alem dessas.serd possivel eslabelecer uma conclusao mais forte. Suponha 
que alem das hipdteses do Teorema 11.2.4 a funqao / e continua em 0 < .v < I. Se a, = 0 na primeira das 
Eqs. (2) (de modo que 0„(O) = 0], suponha que /(()) = 0. Analogamente. se /L 0 na segunda das Eqs. (2), 
suponha que /(I) = 0. Caso contrario, nao ha necessidade de se supor nenhuma condiqiio de contorno 
para /. Entao. a serie (32) converge para/(.v) em todos os pontos do intervalo fechado 0 < x < I. 


Expanda a funijao 


/ Lx) =x, 0 < x < 1 

em termos das autofun^des normalizadas <p„(x) do problema (23). 
Vimos. no Exemplo 2. que as autofunqoes normalizadas sao 

<t>ntx) = k„ sen,/x^.r. 


(35) 


(36) 


onde k„ e dada pela Eq. (28) e X„ satisfaz a Eq. (26). Para encontrar a expansao para/em termos das autofun- 
<;6es <t>„. escrevemos 


onde os coeficientes sao dados pela Eq. (34). Logo, 

-i 
i 

c, 


fix) = !•„</>„ (.V), 

flat 

-OgO, 

= f f(x)<p„ ix) dx = k„ f x sen .r dx. 
Jo Jo 


Integrando por partes, obtemos 


c„ = k n 


sen,/X^ cos v /X^'\ _, 2senVX^ 
VT n )~ kn X„ 1 


(37) 


X, 
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onde usamos a Eq. (26) na ultima passagem. Substituindo k„ dada pela Eq. (28).obtcmos 

2>/2sen v ^ 

A.„(l 4- cos 3 


Portanto, 


w-l 


scnv^ii seiv>/^.v 

/.„<!+cos 2 


08) 

(39) 


Observe quo embora a cxpressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (39) seja unra s6rie enr senos, nao estd 
inclufda na discussao sobre series de Fourier na Segao 10.4. 


Problemas Auioadjuntos. Problemas de valores de conlorno de Sturm-Liouville tem importancia pro¬ 
pria. mas podem ser vislos tambem cornu perlencentes a uma classe muito maior de problemas que tem 
muitas das mesmas propriedades. Por exemplo, existent muitas semelhangas entre problemas de Sturm- 
Liouville e o sistema algebrico 

Ax = kx. (40) 

onde a matriz n x n A e real e simetriea ou autoadjunta. Comparando os resultados mencionados na Se- 
$ao 7.3 com os desta sei;ao.observamos que em ambos os casos os autovalores sao reais e as autofun^oes 
ou autovetores formant uni conjunto ortogonal. Alem disso. as autofuiujoes ou autovetores podem ser 
usados como uma base para se expressar uma fun^ao ou vetor essencialmente arbitrario, respectivamen- 
te.como uma sonta. A diferentja mais imporlante e que a matrix tem apenas um mimero finito de autova¬ 
lores e autovetores, enquanto uni problema de Sturm-Liouville tem uma intinidade. E interessante, e de 
importancia fundamental em niatenialica, que esses problemas aparentemcnte diferentes — o problema 
mutricial (40) e o problema de Sturm Liouville (I), (2) — que aparecem de maneiras diferentes, s3o, de 
fato, parte de uma tinica leoria subjacenle. Nornialinente. refei imo-nos a essa teoria como a teoria dos 
operadores linearcs, e ela fa/ parte da tirea de analise funcional. 

Vamos mostrar agora algumas generalizaqoes para os problemas de Sturm-Liouville que ainda preser- 
vam os principals resultados dosTeoremas 11.2.1 a 11.2.4 — a cxistencia de uma sequencia de autovalores 
reais que tendem a inlinito. a ortogonalidade das autofun^bes e a possibilidade de se expandir uma funqao 
arbitrdria em uma serie de autofum,oes. Estas generalizaqoes dependem da validade da rela<;ao crucial (8). 

Vamos considerar o problema de valores de contorno que consiste na equagao difereneial 


Z-lyl = kr(x)y. 

0 < jc < !. 

(41) 

d" v 

_ dy 



■ + P l (x)-j- + F\)(x)y, 
dx 

(42) 


e ii condiqoes de contorno linearcs homogeneas nas extremidades do intervalo. Se a Eq. (8) for valida 
para um par de futiroes suticienlemente diferenciaveis que satisfa^am as conditjoes de contorno, entao 
o problema dado e dito autoadjunlo. E imporlante notar que a Eq. (8) envolve restri^oes tanto sobre a 
equa^ao difereneial quanto sobre as eon didoes de contorno. O operador difereneial L tem que ser tal que 
o niesnto operador apareqa em ambos os termos da F.q. (8). Para isso. e preeiso que L tenha ordem par. 
Alem disso. um operador de segunda ordem tem que ter a forma (3). um operador de quarta ordem tem 
que ter a forma 

L[y] = lp(x)y"]" - [</(.r)/r + s(.r)y, (43) 

e operadores de ordem mais alta lent que ter uma estruiura analoga. Alem disso. as conduces de conlorno tem 
que ser tais de modo a eliminar os termos de fronteira que aparecem durante a integraijao ptr partes usada 
para se deduzir a Eq. (8). Por exemplo, em um problema de segunda ordem isso e verdadeiro para as condi- 
X'oes de contorno separadas (2) e tambem em outros casos, um dos quais e dado no Exemplo 4 a seguir. 

Vamos supor que temos um problema de valores de contorno autoadjunlo para a Eq. (41), onde L\y] 
£ dado pela Eq. (43). Vamos supor que p, q. r e s sao conttnuas em 0 < jr < I e que as derivadas de p e q 
indicadas na Eq. (43) tambem sao conttnuas. Se. altrm disso, p(x) > 0 e r(.v) > 0 em 0 < x < 1, entao vai 
existir uma sequencia infmita de autovalores tendendo a +oo. com autofun< l 'bes ortogonais em relaqao a 
fun<,\io peso r e uma funqao nrbitrriria podera ser expandida em uma serie de autofun^bes. No entanto, as 
aulofun<;6es podem nao ser simples para esses problemas niais gerais. 

Vamos considerar agora a relaqao entre problemas de Sturm Liouville e series de Fourier. Observa¬ 
mos, anteriormente, que as series de Fourier em senos e em cossenos podem ser obtidas usando-se as au- 
tofunt,bes de determinados problemas de Sturm-Liouville envolvendo a equagao difereneial y" + A.y = 0. 
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Isso levanta uma pergunta: podemos obter uma sdrie de Fourier completa. incluindo os termos tanto em 
senos como em cossenos, escolhendo-se um conjunto apropriado de condigoes de contorno? A resposta 
6 dada pelo exemplo a seguir, que serve para ilustrar. tambem. a ocorrencia de condigoes de contorno 
nao separadas. 


EXEMPLO 

4 


Encontre os autovalores e autofungbes do problema de \alores de coniomo 

y" + ky = 0. 

y{—L) — y(L) = 0, y'(-L) —y‘{L) = 0. 


(44) 

(45) 


Este nao e um problema de Sturm-Liouville.ja que as condigoes de contorno nao sao separadas. As condigoes 
de contorno (45) sao chamadas condigoes de contorno periodicas. ja que elas forgam que y e y' tenham os mes- 
mos valores em x = I. e.v = De qualquer modo, a demonstrate de que o problema (44). (45) 6 auto-adjunto 
e direta. Um calculo simples estabelece que X 0 = 0 e um autovalor e com autofungao associada <t>„(x) - I. Alem 

disso,existent autovalores adicionais X, = (nlL) : , k z = (2 .t'L) : ., = (nx L)'- A cada um desses autovalores 

nao nulos correspondent dim autofungoes linearmente independentes: por exemplo, associadas a X„. existem 
duas autofungoes tj>„(x) = cos (mrx/L) e i/r„(.t) = sen(nnxlL). Isto ilustra o falo de que os autovalores podent nao 
ser simples quando as condigoes de contorno nao sao separadas Alem disso. se procurarntos expandir uma 
fungao dada de periodo 2 L em uma sdrie de autofungoes do problema (44). (45).obterentos a serie 


, On / n: r.v , n.T.r\ 

fix) = y + 2^ [«>• cos + bn sen ~ ) ■ 

n =1 


que e. simplesmente. a serie de Fourier de f. 


Nao vamos considerar mais problemas com condigoes de contorno nao separadas, nem trataremos de 
problemas de ordent maior do que a segunda, exceto em poucos problemas. Existe, no entanto.outro tipo 
de generalizagiio que querentos discutir. E o caso em que os coeltcientes />. q e r na Eq. (1) nao satisfazent 
condigoes de continuidade e positividade tao estritas como as enunciadas no irn'cio desta segao.Tais pro¬ 
blemas sao chamados de problema de Sturm-Liouville singulares e serao tratados na Segno 11.4. 


PROBLEMAS 


Em cada um dos Problemas de 1 a 5, determine as autofungoes normali/adas do problema dado. 
1. y" 4- ky = 0. y(0) = 0, y ( 1) = 0 


2. y" 4- ky = 0. y'(0) = 0, 

3. y" + ky = 0, y'(0) = 0, 

4. y" + ky = 0, y’(0) = 0. 

5. y" - 2/ + (1 + k)y = 0, 


y( 1) = 0 
y'(1) = 0 

y'(lH-y(l) =0; veja a Segao 11.1. Problema 8. 
y(0) = 0, y{ 1) = 0; veja a Segao 11.1. Problema 17. 


Em cada um dos Problemas de 6 a 9, encontre a expansao em autofungoes 51 da fungao dada. usando 

as autofungoes normalizadas do Problema 1. n=l 

< .r < 1 

0 < x < i 
i < .t < 1 

oc 

Ent cada uni dos Problemas de 10 a 13, encontre a expansao em autofungoes £ a„tt> n (x )da fungao dada usando 
as autofungoes normaliz.adas do Problema 4. n=1 

10. fix) = 1, 0 < x < 1 11. fix) =x, 0 < .v < 1 


u. yii 


8. fix) = 


0 < X < | 

i < .r < 1 


7. fix) = ,r. ( 

(Zr. 


9. fix) = 


1, 


12. fix) * 1 — jr. 0 < .r < 1 


13. fix) = 


11, 0 < .r < i 

l0, | < .v < 1 

Em cada um dos Problemas de 14 a 18, determine se o problema de valores de contorno dado e autoadjunto. 

14. y" +y' + 2y = 0, y(0) = 0. y(l) = 0 

15. (1 +x 2 )y"+lxy'+y = 0, y'(0) = 0, y(l) + 2y'(l) = 0 

16. y" + y = ky, y(0)-y'(l) = 0, y'(0)-y(l)=0 

17. (1 +.r 2 )y" + Zvy'+y = A(1 +.r 2 )y, y(0)-y'(l) = 0. y'(0) + 2y(l) = () 

18. y" + Xy = 0, y(0) = 0, yin) +/(*) = 0 
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19. Mostre que se as fumades u e v satisfazem as Eqs. (2) e se a 2 = 0. ou fH = 0. ou umbos. entao. 

,i 

pix) [h'U)i (.v) - «(.v)i '(.t)] | = 0. 

20. Neste problema, csboqantos uma demonstra<;ao para a primeira parte doTeorema 11.2.3: que os autovalo- 
res do problema de Sturm Liouville (1). (2) sao simples. A demonstraijao e por absurdo. 

(a) Suponha que um autovalor dado X nSo e simples. Entao existem duas autofungoes 0, e 0, associadas 
lincarmcnte independentes, ou seja, uma nao e miiltipla da outra. 

(b) Calcule o wronskiano W(0,,0 : )(.v) e use as condi$fles de contomo (2) para mostrar que U'(0,.0,)(Q) =0. 

(c) Use o leorcma 3.2.6 para chegar a uma contradi^ao.o que estabelece que os autovalores tern que ser 
simples, como enunciado noTeorema 11.2.3. 

21. Considere o problema de Sturm Liouville 

—tp< x)y T + q(x)y = Xzuiy. 

ori.v(O) + ajv(0) = 0, fit y( 1) + /by'(l) = 0. 
onde p.q e / satisfazem as condigfies enunciadas no texto. 

(a) Mostre que. se X for um autovalor e se 0 for uma autofum;ao associada. entao 

>. f r0‘ dx = f (/70 ' + </0 3 tr/.v + ^/>(1 >0 : tl) - —p(O)0 : (O|. 

J u Jti p: 

desde que a. * 0 e f) : 0. Como este resultado tent que ser modificado se a - 0 ou = 0? 

|h) Mostre quc.se//(.v) > Oe.se -uja : naoforem negativos.entaooautovalorX sera maiorou igual 
a /.ero. 

(e) Sob as conduces do item (b), mostre que o autovalor X e estritamente positivo a menos que u, = /l, = 0 
c qix) =■ 0 para todo x em 0 < .v £ I. 

22. Deduza a Eq. (8) usando o produto inlerno (9) e supondo que u e i sao fun^oes complexas. 

Sugextihi: considere a quantidade 1 L\u]rtl.\, separe u e i em suas paries reais e imaginarius e proeeda 
como no texto. 

23. Neste problema. esboqamos uma demons!rar;So de que as autolun<;6cs do problema de Sturm-Liouville 
(I). (2) sao reais. 

(a) Sejant X um autovalor c 0 uma autofumjAi) associada. Suponha que 0(.v) — U {\) +■ ;V(.i) e mostre que 
U e 1’ sao lambent .iutofum,0>es associadas a X. 

(b) Usando o Teorcma 11.2.3. ou o resultado do Problema 20. mostre que U e l sao linearmcnte depen- 
dentes. 

(e) Mostre que 0 lent que ser real, a menos de uma constante multiplicative que pode ser complexa. 

24 Considere o problema 

x 2 y" = \{xy - v). y( I) = 0. y<2) = 0. 

Note que a aparece como uni coeliciente de y\ alem do prdprio y. E possivel cstender a delini<, - ao de pro- 
blema autoadjunto para este lipo de problema e mostrar que este problema particular nao e autoadjunto. 
Mostre que o problema tern autovalores. mas que nenhum deles e real. Isso ilustra que. em geral. proble- 
mas que nao sao auloadjuntos podem ter autovalores que nao sao reais. 

Dcfnrinaij-ao de uina Colima Elastics. Na invesliga^ao da deforma^ao de uma coluna elastica de comprimento 
L sob uma forija axial P (Figura 1 l.2.li/),somos levados a equa^ao diferencial 

y' 4 ’ -f Xy" =0. 0 < x < L. (i) 

O parametro a e igual a Pi HI. onde E e o modulo de Young c/co motnento de indrcia da seqao reta em rela?ao 
a um eixo que passa pelo cenlroide e e perpendicular ao piano jry. As condiijoes de contomo cm x = 0 e x = L 
dependem de como as extremidades da coluna estao apoiadas. Condigfles de conlorno tipicas sao 

y = y' = 0, extremidade fixa; 

y - y" = 0, extremidade apoiada (com dobradiqa). 

A barra ilustrada na Figura 11.2.In esta simplesntenlc apoiada em x = 0e presa em x = L. Deseja-se determinar 
os autovalores e autofunqfies da Eq. (i) sujeita a condi^des de contomo adequadas. Em particular, o menor 
autovalor X, da a fon,a que faz com que a coluna se deforme ou possa ficar em uma posi^ao de equilibrio curva. 
como ilustrado na Figura 11.2.16. A autofunqao associada descreve a conliguraqSo da coluna dcformada. Note 
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quc a equa^ao difcrencial (i) nao estd coberta pela teoria descrita nesta seqao. 6 possfvel mostrar. no entanto, 
que era cada urn dos casos dados aqui todos os autovalores sao rcais e positivos. Os Problemas 25 e 26 tratam 
dc problemas sobre deformaqao de colunas. 


y 

p 


y 



L H 

X 

L x 

1 

X = 

1 

= 0 JC = 

= L 



(a) 


(6) 


FIGURA 11.2.1 ( a ) L'ma coluna sendo comprimida. ( b) Forma da coluna deformada. 


25. Para cada uma das condi?6es de contorno a seguir. encontre o menor autovalor (a for<ja de deforma<,ao) 
de y* 4 ' + ).y" = 0 e encontre tamb^m a autofunqAo associada (a forma da coluna deformada). 

(a) y(0) = y"(0) = 0. y(L) = y"{L) = 0 

(b) y( 0) = y’’(0) =0. y(L) =y'(L ) =0 

(c) y(0) = y’(0) = 0. y{L) =y'(L) = 0 

26. F.m alguns problemas de deformatjao. o parametro autovalor aparece nas con didoes de contorno. alem da 
equa?ao difcrencial.Tal caso ocorre quando a coluna esta prosa cm uma das extremidadcs e a outra extre- 
midade estil livre. Neste caso. a equate diferencial y 14 ' + >.y" = 0 tem quc scr resolvida sujeita its condi?6es 
dc contorno 


y(0) = 0. y’(0) = 0. y"(L) = 0. y'"(l.) + Ay'(/.) = 0. 

F.ncontre o menor autovalor c a autofungao associada. 

$ \ 27. Substancias dissolvidas era urn aquffero s5o transportadas por dois mccanismos separados. O processo 
pelo qual um soluto e transportado pelo grande movimento do fluxo da agua subterranea c chamado dc ad- 
vec^ao. Alcm disso.o soluto e espalhado pelas flutuaqocs cm eseala pequena na vclocidadc da agua subterra¬ 
nea ao longo dc caminhos tortuosos do tluxo dentro dc poros individuals, um processo chamado dc dispersao 
mci anica A forma unidimensional da equaqdo de advcc<;ao-dispcrsao para uma substancia dissolvida nao 
rcativa ern um meio poroso isotropico homogeneo saturado sob um fluxo uniformc regular c 

c, + re, = Dctx, 0 < x < L, l > 0. (i) 

ondc c(r. r) i5 a concentrate do soluto. r c a vclocidadc linear media da agua subterranea. D e o coclicicnte 
da dispersao hidrodinamica e L e o comprimento do aquffero. Suponha quc as condiijocs dc contorno sao 

c(0,/) = 0, c,(Lyt) = 0, t > 0 (ii) 

c quc a condi?3o inicial 6 

c(.r.O) =/(.r), 0 < x < /., (iii) 

ondc/(.r) <5 a concentrate inicial dada do soluto. 

(a) Suponha que c(.t. f) = ,Y(.r)/'(/). use o melodo dc separate dc variavcis c encontre as equates satis- 
feitas por .Y(.r) c 7(r). respectivamente. Mostre que o problema para A'(.v) podc ser escrito na forma 
de Sturm-Liouville 

lp(x)2f'r + Xr(x)X = 0. 0 < x < L, (iv) 

Af(0) = 0. A "(L) = 0. (v) 

onde p(x) = r(x) - cxp(-r.r/D). Logo, os autovalores sao rcais e as nutofunqoes siio ortogonais cm 
relate a funqao peso /-(.r). 

(b) Seja n 1 = X - (iP/4 D : ). Mostre quc as autofumjoes sao 

X n (x) = e"' nD senp„x, (vi) 

onde p„ satisfaz a equate 


tan/ifL = —2 Dp/v. 


(vii) 
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(c) Mostre graficamente quo a Eq. (vii) tern uma sequencia inlinita de raizes positivas e que = (2n-\ )*I2L 
para n grande. 

(d) Mostre quo 

[ L , L v i 

/ r(,v).V-(.r) dx = — + —— T serf nJ. 
h 2 4 D t i- 

(e) Encontre uma solut;So formal do problema (i), (ii), (iii) em termos de uma sdrie de autofum;6es 

(F) Sejam i I. D = 0.5. L = 10 e fix) = <S(.v - 3), onde S6 a funtjao delta* de Dirac. Usando a soluqao encon- 
trada no item (e). raca o gratico de c(x. /) em fumjao de .x para diversos valores de I, tais como t = 0,5; 1; 
3; 6 e 10. Faija lambem o grafico de c(.x. i) cm funtjao de i para diversos valores de x. Note que o numero 
de termos necessarios para se obter urn griilico preciso depende fortemente dos valores de t e de .v. 

(g) Dcscreva em poucas palavras como a solu^ao evolui com o tempo. 

28. Um rastreador nao reativo em uma concentragao c„ estd sendo continuamente introduzido em um fluxo 
regular na extremidade rio acima de uma coluna dc comprimento L cheia de um meio granular homoge- 
neo. Supondo que a concentrate do rastreador na coluna e inicialmentc nula. o problema de valores de 
contorno que modela o processo e 

c, + vc„ = Dc u , 0 < .x < L, t > 0, 

C(0,f) = Cg, C,(L,I) = 0, t > 0, 

f(.(,0)=0, 0 < x < L. 

onde c(.x. i), r e /) sao como no Problema 27. 

(a) Suponha que c(x.n = c t u(.x, I) e encontre o problema de valores de contorno satisfeito por n(x,l). 

(b) Procedendo como no Problema 27. encontre w(.x. i) cm termos de uma expansao em autofuntjoes. 

(c) Sejam v = 1. D = 0.5. c „ = I e L = 10. Faipi graficos de c(.v.f) em funv'ao de v para diversos valores de I 
C tnmbcm em funeao de I para diversos valores de v. 

(d) Descreva em poucas palavras como a solui, - ao evolui com o tempo. Por exemplo, quanto tempo leva 
para a solmjao praticamente coincidir com a soluqao estado estaciondrio? 


11.3 Problemas de Valores de Contorno Nao Homogeneos 


Nesta se?ao vamos discutir como resolver problemas de valores de contorno nao homogeneos tanto para 
equates diferenciais ordinarias quanto para pareiais. A ntaior parte de nossa atentjao estara direcionada 
para problemas onde so a equagao diferencial nao 6 homogenea. enquanto as conduces de contorno 
sao homogeneas. Vamos supor que a solufao pode scr expandida em uma serie em autofun^oes de um 
problema rclacionado homogeneo e vamos delerminar depots os coclieientes nesta sdrie. de modo que 
o problema nao homogeneo seja satisfeito. Vamos descrever este metodo primeiro para problemas de 
valores de contorno para equates diferenciais lineares ordinarias de segunda ordern. Depois, vamos 
ilustrar sua utilizaqao em equaqoes diferenciais pareiais resolvendo um problema de conduqao de calor 
em uma barra com propriedades variaveis e na present de fontes de calor. 

Problemas de Slurm-l.iouviUe nao Homogeneos. Considere o problema de valores de contorno que 
consiste na equagao diferencial nao homogenea 

L(>] = -\p(x)y\ + r/(.r )y = pr(x)y + f(x), (I) 

onde // 6 uma constante dada e fc uma funeao dada em 0 < .v < 1, e nas condi<;6es de contorno 

ori v(0) + asy fO) = 0, fi\y( 1) 4- fty'd) = 0. (2) 

Como na Se?ao 11.2. vamos supor que p.p’.q e r sao contfnuas em 0 < x < I e que p(x) > 0 e r(.x) > 0 ai. 
Vamos resolver o problema (1), (2) usando as autofungoes do problema homogeneo associado que con¬ 
siste na equagao diferencial 

L[y] = Xr(x)y (3) 


’Veja a Set 0 6.5. especialmente a Eq. (16) daquela sct°. 
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e nas condi(;6es de contomo (2). Sejam < A.; < ... < k„ < ... os autovalores deste prohlema e sejam 0„ 

0,.0„.... as autofun 9 ocs normalizadas associadas. 

Vamos supor quo a solu?a° y = 0(.v) do problcma nilo homogeneo (1). (2) pode ser expressa como uma 
serie da forma 

OC 

0W = J2b„ip„(x). (4) 

n=l 

Da Eq. (34) da Se?ao 11.2. sabemos que 

b„= [ r(.v)0(.t)0„(.t) dx, n = 1,2. ( 5 ) 

Jo 


No entanto.como nao conhecemos 0(.r) nao podcmos usar a Eq. (5) para calcular b„. Em vez disso. vamos 
tentar determinar f>„ de modo quc o problcma (1). (2) seja satisfeito c dcpois usar a Eq. (4) para encontrar 
0(.v). Note que 0 dado pela Eq. (4) sempre satisfaz as condi(5es de contomo (2). jd que cada 0„ satisfaz. 

Vamos considerar. agora, a equaqao diferencial que 0 tern que satisfazer. Ela e simplesmente a Eq. (1) 
com 0 no lugar de y: 

/-[</>](*) = nr(x)<p(x) +/(*). (6) 


Vamos substiluir a serie (4) na equaqao diferencial (6) e tentar determinar b, de modo que a equaqao 
diferencial seja satisfeita. O termo a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (6) lica 


/ I0K v) 


^ ^ bn<t>n 


L/i=l 


X 

(x) = £b'LlM(x) 

n =1 


= ^/)„;.„r(.v)0„(.v). 


(7) 


/»=! 


onde supusemos que podemos trocar a ordem das operaqoes de soma e de difercnciaqao. 

Note que a fumjao r aparece na Eq. (7) e. lambent, no termo //r(.v)0(r) na Eq. (ft). Isso sugere reescre- 
ver o termo nao homogeneo na Eq. (ft) como r(.v)[/(.v)/r(.v)]. de modo que r( v) apareqa. lambent, multipli- 
cando esse termo. Se a funqSo fir satisfaz as condi<;oes do Teorema 11.2.4. entao 

/(.«) ^ 

— = 2^c„0 n U), (8) 

ftm I 

onde. usando a Eq. (5) com fir no lugar de 0. 

c„= f r(.t)^^0„(.t)f/.v = f /(.t)0„(.v) dx, n =1.2 . (9) 

Jo r(x) Jo 

Usando as Eqs. (4). (7) c (S) para substiluir <p(x), /.[0|(.v) e /(.v), respectivamcntc. na Eq. (6), obtemos 

OC 00 00 

Y ft„A„r(.v)0„(.v) = nr{x) ^ b n <p„(x) + r(x) Y r„0„(.v>. 

n=l w=1 «=1 

Depois de juntar os termos e cancelar o fator comtim nao nulo r(.v). temos 

OC 

Y [(>-n - d)b n - c n ]<t> n (x) = 0. 


( 10 ) 


n=l 


Se a Eq. (10) for satisfeita para lodo.tr no intervaloO < x < 1. entao ocoeliciente de 0„(.v) tera que ser zero 
para lodo //; veja o Problcma 14 para uma demonstrate deste fato. Logo. 

(A„ - n)b n — c n = 0, n = 1,2. (11) 

Precisamos agora considerar dois casos principais. um dos quais tern dois suheasos. 

Suponha, primeiro, que n k„ para n = 1.2,3.ou seja. e diferente de todos os autovalores do 

problema homogeneo correspondente. Entao 

b n = ; C " zi = 1,2.3. (12) 


K-n' 

OC 

y = 0( x) = Y i 

n=I Kn ~ ,X 


(13) 
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A Eq. (13), com c„ dado pela Eq. (9). e uma soluqao formal do problema de valores de contorno nao 
homogeneo (1). (2). Nosso argumento nao prova que a serie (13) converge. No entanto. qualquer soluqao 
do problema de valores de contorno (1), (2) satisfaz claramente as condiqfies do Teorema 11.2.4; de fato, 
satisfaz as conduces mais fortes dadas no pardgrafo que segue o teorema citado. £ razodvel, portanto. 
esperar que a serie (13) convirja em cada ponto.e este fato pode ser estabelecido desde que, por exemplo, 
/seja contmua. 

Vamos supor agora que /< e igual a um dos autovalores do problema homogeneo correspondente. por 
exemplo, n = entao. a situaqao £ muito diferente. Neste caso, para n - m. a Eq. (11) tern a forma 
0 • b m - c m = 0. Novamente. precisamos considerar dois casos. 

So fi = X,„ e c„ r 0. entao e impossfvel resolver a Eq. (11) para b,„ e o problema nao homogeneo (1), 
(2) n3o tem soluqao. 

Se n = a „, e c„, = 0.entao a Eq. (11) e satisfeita independentemente do valor de b : em outras palavras, 
h„, permanece arbitrario. Neste caso. o problema de valores de contorno (1), (2) tem soluqiio. mas ela n3o 
e unica, ja que content um multiplo arbitrario da autofunqao 

Como c,„ £ dado pela Eq. (9). a condiqao c„ =■ 0 significa que 

i 

f (x)<j> m (x) dx = 0. (14) 

Logo, se n = o problema de valores de contorno nao homogeneo (1), (2) so podc ser resolvido se /for 
ortogonal it autofunqao associada ao autovalor 

Os resultados que aeabamos de obter formalmente estao resumidos no teorema a seguir. 


Teorema 11.3.1 O problema de valores de contorno nao homogeneo (1). (2) tem uma unica soluqao para cada/contf- 

-——• nua sempre que /< for diferente de todos os autovalores do problema homogeneo associado; a soluqao 

e dada pela Eq. (13). e a stlrie converge para todo.v em 0 < x < 1. Se // for igual a um autovalor X,„ do 
problema homogeneo associado, entao o problema de valores de contorno nao homogeneo nao tem 
soluqao, a menos que/seja ortogonal a 4 >„,ou seja.a menos que a condiqao (14) seja vtilida. Neste caso, 
a soluqao nao e unica e content um multiplo arbitrario de <p,„(x), 


A parte principal do Teorema 11.3.1 tl enunciada. algumas ve/es.da seguinte forma: 


Teorema 1 U.2 ^ ara um valor de /<. ou o problema nao homogeneo (1), (2) tem uma unica soluqao para cada / 

—-- continua (se /< for diferente de todos os autovalores k m do problema homogeneo associado). ou entao o 

problema homogeneo (3), (2) tem uma soluqao n3o trivial (a autofunqilo associada a >.„,). 


Essa ultima forma do teorema e conhecida como a alternativa de Fredholm. 1 ’ Este e um dos teoremas 
basicos da analise matemalicn. e ocorre em inuitos contextos diferentes. Voce pode conheee-lo em cone- 
xao com conjuntos de equaqoes algebricas lineares, onde a propriedade de o determinante da matriz de 
coelicientes ser ou nao nulo substitui as atirmaqoes sobre /< e Veja a discussao na Seqiio 7.3. 


EXEMPLO 

1 


Resolva o problema de valores de contorno 

y” + 2 y = —x, 

y(0) — 0, y(l) +y'(l) = 0. 

Este problema particular pode ser resolvido diretamente de maneira elementar e tem soluqao 

sen V2x x 

sen v/2 + v/2cos >/2 2 


( 15 ) 

(16) 

( 17 ) 


"O matematico sueco Erik Ivar Fredholm (IS66-1927). professor na Universidade de Estocolmo. estabeleeeu a teoria modcr- 
na de equaqdes integrais cm um artigo fundamental publieado em 1903. O trabalho de Fredholm enfati/ou as semelhanqas 
entre equaqOes integrais e sistemas de equaqdes algebricas lineares. Existent. ttimMm. muitas relaqoes enlre equaqdes dife- 
renciais e equaqdes integrais; por exemplo. veja a Seqiio 2.K e o Problema 22 da SeqSo 6.6 
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O metodo de solug5o descrito a seguir ilustra o uso de expansao em autofungdes, um metodo que pode ser 
usado em muitos problemas que nao podem ser resolvidos por procedimentos elementares. 

Comegamos colocando a Eq. (15) na forma 

-y" = 2y + x (18) 


de modo a ficar com a mesma forma que a Eq. (1). Procuramos a solugao do problema dado como uma stirie 
em termos das autofungdes normalizadas <p„ do problema homogeneo associado 



y“ + ky = 0. v(0) = 0. y(l) + /(!) = 0. 

(19) 

Estas autofungdes (oram encontradas no Exemplo 2 da Segao 11.2 e sao 



<Pn(x) = k„ sens/T„x. 

(20) 

onde 

k~{ 2 )' n 

(21) 


Kn -\\+ca*VrJ 

e A.„ satisfaz 

sen yfk„ +• -Jk„ cos y/k'n = 0. 

(22) 


Lembre que vimos.no Exemplo 1 da Seg3o 11.1. que 

>..2 4.116. S 24.14, 

= 63.66. k„ = (2n — 1 ) j tt J /4 para n = 4.5. 

Supondo que y 6 dado pela Eq. (4). 

•30 

y = 


segue que os coeficientes b„ sao dados pela Eq. (12). 



onde os c'„ sao os coeficientes da expansilo do termo nao homogeneo f[x) - x na Eq. (18) em fungao das auto¬ 
fungdes <p„. Esses coeficientes foram encontrados no Exemplo 3 da Segno 11.2 e sao 


2v^sen 

>.„<! 4* COS" v^) 1 ' 3 


(23) 


Juntando tudo. obtemos finalmcnte a solug3o 



H — I 


sen y/k~„ 


k„{k„ - 2)(1 + cos : y/kP,) 


sen 




(24) 


Embora as Eqs. (17) e (24) paregam muito diferentes, elas sao. de fato. duas expressdes diferentes para a 
mesma fungao. Isso segue da unicidade noTeorema 11.3.1 ou 11.3.2. ja que k = 2 nao e autovalor do problema 
homogeneo (19). Por outro lado.pode-se mostrar a equivalence das Eqs. (17) e (24) expandindo-se a expressao 
3 direita do sinal de igualdade na Eq. (17) em termos das autofungdes <P„(x). Para esse problema e claro que a 
fdrmula (17) e uma expressao mais conveniente para a solug3o do que a Eq. (24). No entanto, enfatizamos mais 
uma vez que em outros problemas podemos nao ser capazes de obter a solugao, exceto por metodos envolven- 
do series (ou metodos numericos). 


Problemas de Conduqao de Color Nao Homogeneos. Para mostrar como a expansao em autofungdes 
pode ser usada para se resolver problemas envolvendo equagdes diferenciais parciais. vamos considerar 
a equagao do calor generalizada 

r(x)u, = [p(JC)ti,] x - q(x)u 4- F(x, l) (25) 

com as condigoes de contorno 

H,(0./)-/i,«(0.f) = 0. + =0 (26) 


e a condigao inicial 


m(at.O) = /(*). 


(27) 


Este problema foi discutido.anteriormente.no Apendice A do Capitulo 10 e na Seg3o 11.1. Nesta ultima 
segao fizemos u(x,i) = X(x)T(l ) na equagao homogenea obtida, supondo que F(x,t) = O.e mostramos que 
A"(.v) tern que ser solugao do problema de valores de contorno 
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-\p(x)X']’ + q(.x)X = Xr(x)X, (28) 

A"(0) - *,^(0) = 0, A"(l) + /ijA'd) = 0. (29) 

Se supusermos que p. </ c r satisfazem as condi(,'6es adequadas dc continuidadc e quc p(x) e r(x) sao 
sempre positivas. o problema (28). (29) £ um problema de Sturm-Liouville, como discutido na Seqao 
11.2. Assim, obtemos uma sequencia de autovalores X, < X, < ... < X n < ... e autofungocs normalizadas 
associadas </>, . <t>. . <P„ . 

Vamos resolver o problema de valores de contorno nao homogeneo dado (25), (26). (27) supondo que 
u(x. i ) pode ser expresso como uma serie de autofunqoes 

X 

u(x.t) = Y kn(t)4> n (x), (30) 

n= 1 

e mostrando depois como determinar os coeficientes bji). O procedimenlo ^ basicamente o mesmo 
utilizado no problema (I). (2) considerado antes, embora seja mais complicado sob certos aspectos. Por 
exemplo. os coeficientes li„ agora dependem de l, j;1 que.caso contrdrio, ii s6 dependeria de x. Note que as 
condifdes de contorno (26) stlo automaticamente satisfeitas por uma expressao da forma (30). pois cada 
< t>„(x ) satisfaz as condiqoes de contorno (29). 

Vamos substituir u na Eq. (25) pela expressao na Eq. (30). Dos dois primeiros termos na expressao a 
dircita do sinal de igualdade na Eq. (25) obtemos. formalmente. 

9 

[p(x)u <), - < 7 (.v)« = — 


p(x)Y t b n U)<p'„(,x) 


h=i 


- q(x) Y h 'iU)<Pn(x) 


>1 I 


= ^6„(n([/)(.iKV,(.i)r - Z/(.V)0, I (.V)). 


n= 1 


(omo|/>(.v)0,',(.v)]' — q(x)<f>„{x) = -/.„r(.v)0„(.r). obtemos, finalmenle. 

X 

f/)(.v)(/,l, - qtx)n = -r( r) ^/>„<f)X„0„(.v). 

n=l 

Vamos considerar. agora, a expressao a esquerda do sinal de igualdade na Eq. (25).Temos 

9 A, 

r(x)u, = r(x) - ) b„U)4>„(x) 


(31) 


(32) 


«=*l 


= r(.t) ^,(j r). 


(33) 


n=l 


Temos tanibem que expressar o termo nao homogeneo na Eq. (25) com uma serie de autofun^oes. 
Mais uma vez, e conveniente considerar a razao F(x, t)lr(x) e escrever 


fl=I 


onde os coeficientes sao dados por 

YnU) = I 

Jo 


E(.r.r) 
r(.t) 

F(x,l) 




r(.r)- 


r(x) 


<P,Ax)dx 


■ i 


= f F(x.t)<p n (x)dx, ns= 1,2, 
Jo 


(34) 


(35) 


Como F(x, i ) e dado, podemos considerar as (undoes y„(t) como sendo conhecidas. 

Juntando todos esses rcsullados.substitufmos as Eqs. (32), (33) e (34) na Eq. (25) e vemos que 

30 OC 00 

r(.T) Y k'„V)<p„(x) = -r(.t) Y bn(l)K<Pn(x) + r(. x) Y YnU)4>n(x). (36) 

""=1 n=l n=l 

Para siniplificar a Eq. (36), cancelamos o fator r(.v) de todos os termos e escrevemos tudo dentro dc um 
somatdrio: 

00 

Y [*>>) + ^nbn(t) ~ Yn(t)]<t> n (X) = 0 . 


(37) 
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Mais uma vez, para que a Eq. (37) seja valida para todo.v em 0 < x < 1 e preciso que a quantidade dentro 
dos colchetes seja nula para todo n (veja. novamente. o Problema 14). Logo, b„(t) 6 uma solugao da equa- 
(,'ao diferencial ordinaria linear de primeira ordem 

b'„V) + a„MO = YnU), n= 1,2,..., (38) 

onde y„ e dado pela Eq. (35). Para determinar completamente b„(t), precisamos de uma condii;ao inicial 

b„( 0) = S„, n = 1,2,... (39) 

para a Eq. (38). Obtemos isso da condifao inicial (27). Fazendo t = 0 na Eq. (30) e usando a Eq. (27). 
temos 

X 00 

lt(x. 0) = ^2 t>n(0)<p„(X) = Y2 Bn4>n(X) = /(-V). (40) 

n=1 n=l 

Logo, os valores iniciais B„ sao os coeficientes da expansao em autofungoes de/(.v). Portanto, 

B„ = J r(x)f(x)(p„ (.v) dx , fl = 1,2,.... ( 41 ) 

Note que tudo que esta a direila do sinal de igualdade na Eq. (41) e conhecido, de modo que podemos 
considerar B„ como conhecido. 

O problema de valor inicial (38). (39) pode ser resolvido pelos metodos da Se^ao 2.1.0 fator integran- 
te e n(t) = cxp(>.„/), e segue que 

b„(t) = B n e~'‘' + f e~ A "' , ~ i) y„(s)ds, n= 1,2. (42) 

Jo 

Os detalhes deste calculo sao deixados para o leitor. Note que o primeiro lermo a direita do sinal de igual¬ 
dade na Eq. (42) depende da funqao /atraves do coeficiente //„. enquanto o segundo depende do termo 
nao homogeneo F atraves dos coeticientes y„(x). 

Assim.uma solugao expltcita do problema de valores de contorno (25), (26). (27) e dada pela Eq. (30). 

X 

M(.t,0 = ^/>„(/)(/>„(.V). 
n=l 

onde os coeficientes b„(i) saodeterminados pela Eq. (42). As quantidades />’, e p„( v) na Eq.(42)saodadas, 
por sua vez, pelas Eqs. (41) e (35). respeetivamente. 

Resumindo, para usar esse metodo para resolver urn problema tie valores de contorno como o dado 
pelas Eqs. (25). (26). (27). precisamos: 

1. Encontrar os aulovalores a„ e as autofungoes normali/adas </>„ do problema homogeneo (28). (29). 

2. Calcular os coeficientes B„ e y„(s) das Eqs. (41) e (35), respeetivamente, 

3. Calcular a integral em (42) para determinar b„(t). 

4. Somar a serie infinita (30). 

Como alguns ou todos esses passos podem ser dificeis, o processo inteiro pode ser bastanle complica- 
do. Uma caracterfstica que facilita e que com frequencia a serie (30) converge rapidamente.caso em que 
bastam alguns poucos termos para se obter uma aproximaqao adequada da solu^ao. 


EXEMPLO 

2 


Encontre a solu^ao do problema de conduqao de calor 

u, = u u +xe~‘, (43) 

r/(0.r)=0, i/,(l,0 + m(1,0 = 0, ( 44) 

u(x, 0) = 0. (4.S) 

Novamente, vamos usar as autofun^oes normalizadas do problema (19) e supor que a solu^ao u e dada pela 
Eq. (30) 

u(x,t) = r b„(t)<t>„(x). 

rt= I 

Os coeticientes b„ siio determinados da equa?ao diferencial 

b ,, + 3, „b„ = y„(t). 


(46) 
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onde <5 o /i-esimo autovalor do problema (19) e y„(t) e o n-esimo coeficiente na expansao do tcrmo nao ho- 
mogeneo .re' ent termos das autolumjOcs t/>„. Tcmos. entao. 

y„(l)= f xe '<t> n (x) dx = e"' f x<j>„(x) tlx 
Jn Jn 


ondc c„ 


i: 


= c„e ", 

x<fi„(x)dx e dado pela Eq. (23). A condiqao inicial para a Eq. (46) £ 

/>„(()) = 0 


(47) 

(48) 


ja que a distribunjao inicial dc temperatura (45) e zero cm toda parte. A solu<;ao do problema de valor inicial 
(46). (48) e 


/>„(/) = e 



'c„e~’ tls 


c„< 




e rt n -ll( _ 1 

1 


1 


-(«' ' - e 




Logo.a solugao do problema de condugao de calor (43). (44). (45) e dada por 

(sen/Xj (e ' - e'^'JsenyX^.t 


iitx.t) =4^ 


/„<>.,■ -1 ui+cos* yxy 


(49) 


(50) 


A solu<;ao dada pela Eq. (5(1) <? exata. mas complicada. Para avaliar se e possfvel ohter uma aproximagSo sa- 
tisfatdria da soluqao usando-se apcnas uns poucos termos desta sdrie precisamos estimar sua velocidade dc 
convergencia. Primeiro. dividinios a serie na Eq. (50) cm duas partes: 

, ,v^ sen JT„ sen x /X^.t .A e~ i «'senyX^scn v /X;.t 

u{x,t) — 4e > — -4 > -. isi) 

- in i + cos- yxy " k„(k„ — i)( i -i-cos- y/>r„) 


Lembre. do Exemplo I na Set;ao III. que os aulovalorcs >... sao aproximadamente proporcionais a iv. Na pri- 
meira serie da Eq. (51) os fatorcs trigonometricos sao todos limitados quando n — > 4c: portanto, essa serie con- 

X X 

verge de maneira semelhante Js series £ ou £ n '. Logo, sao necessarios. no maximo. dois ou ires termos 

«£*’ n * I 

para se obter uma cxcelente aproximaijao para esta parte da soluqao. A segunda serie content o fator adicional 
e 1 '. de modo que converge mais rapido ainda para i > 0: todos os termos depois do primeiro sao despreziveis. 
quase que certamente. 


Outrus Generalizfifdes. Expansoes cm autofunqoes podem ser usadas para sc resolver uma variedade 
niuito ntaior de problentas do que a discussao preccdente c os cxcmplos podem sugcrir. Por exemplo. 
condiijocs de conlorno nao homogencas indcpendentcs do tempo podem ser tratadas de maneira seme¬ 
lhante ao que foi feito na Se?ao 10.6. Para redu/ir o problema a urn com condiijbes de conlorno homo- 
geneas. subtrafmos de it uma tun<,ao r escolhida de modo que satisfa^a as conditfdes de conlorno dadas. 
Entao a diferenija »e = n - r satisfaz tint problema com conduces de conlorno homogeneas. mas com urn 
termo nao hontogeneo e uma condiqSo inicial modificados. Este problema pode ser resolvido pelo pro- 
cedimento descrito nesta se^ao. 

Uma diliculdade em potcncial no uso de expansao cm autofunqoes e que e preciso encontrar as auto- 
lunqbes normalizadas do problema hontogeneo associado. Para uma equai;ao diferencial com coeficien- 
tes variiivcis isso pode ser diffcil. senao impossivel. Em tais casos e possfvel. algumas vezes. usar outras 
lunqoes, canto autofunqoes de urn problema mais simples que satisfa<;a as mesmas condiqoes de contorno. 
Por exemplo. se as condigoes de conlorno foreni 

n(0,/) = 0. «(l.f)=0, (52) 

pode ser conveniente substituir as funi,'bes 4>„{x) na Eq. (30) por sent nnx. Essas fun<;5es satisfazem. pelo 
menos. as condi<,oes de conlorno, embora em geral nao sejam soluqoes da equagao diferencial homoge- 
nea associada. A seguir. expandimos o termo nao hontogeneo /•'(.r, t) em uma serie da forma (34), com 
</>„(.v) substitufdo. novamente, por sen n: tv, e depois subslituimos tanto ii quanto F na Eq. (25). Juntando 
os coeficientes de sen nnx para cada n, tcmos uni conjunto infinito de equates diferenciais lineares de 
primeira ordem para delerminar b,(i). b,(t). ... A diferenqa essencial entre estc caso c o considerado 
anteriormente 6. que agora as equates para as funqdes b„(i) cstao acopladas. Assint. elas nao podent 
ser resolvidas uma a uma como antes, mas tern que ser tratadas simultaneamente. Na pralica. o sistema 
intinito <£ substitufdo por uni sistema (inito aproximado. do qual sao calculadas aproximaqbes com um 
ntimero finito de coeficientes. 
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Problemas de valorcs de contorno para equates de ordem mais alta do que segunda ordem podem 
ser resolvidos, muitas vezes, por expansao em autofungdes. Em alguns casos o procedimento segue, quase 
que exatamente.o procedimento para equates de segunda ordem. No entanto, tambem podem aparecer 
complicagoes variadas. 

Finalmente, enfatizamos que a discussao nesta segiio foi puramente formal. Argumentos separados, 
algumas vezes bastante elaborados. sao necessdrios para se estabelecer a convergence da expansao em 
autofungoes ou justiflcar alguns dos passes usados, como a diferenciagao termo a termo da serie de au- 
tofungdes. 

Existent, tamWm. outros metodos bem diferentes para se resolver problemas de valorcs de contorno 
n3o homogeneos. Dm desses leva a uma solugao expressa como uma integral definida.em vez de uma se¬ 
rie inftnita. Esta abordagem envolve certas fungoes conhecidas como fungoes de Green e, para equagoes 
diferenciais ordimirias, 6 o assunto dos Problemas de 28 a 36. 


PROBLEMAS Em cada um dos Problemas de 1 a 5. resolva o problema dado usando expansSo em autofungoes. 

-— 1. y" + 2y = -x, y(0) = 0, y(l) = 0 

2. y" -f 2.v = —x, y(0) = 0, y' (1) = 0; veja a Segiio 11.2. Problema 7. 

3. y" 4- 2y = —x, y'(0) =0, y'(l) = 0; veja a Segiio 11.2. Problema 3. 

4. y" + 2y — — x, /(()) = 0. /(I)+y(l) =0; veja a Segiio 11.2, Problema 11. 

5. f + 2y - -1 + |1 - 2x1, y(0) = 0, ytl)=0 

Em cada um dos Problemas de 6 a 9. determine uma expansao formal em serie de autofungoes para a solugao 
do problema dado. Suponha que /satisfaz as condigdes doTeorema 11.3.1. Diga para quais valores de // a so- 
lugao cxiste. 

6. y" + ny = —fix), y(0) = 0. y'(l) = 0 

7. y" + /iy = -f(x). y'(0) = 0, y(l) = 0 

8. y" + ny- -f(x), y'(0) = 0, y'(l) = 0 

9. y" + ny = -fix), y'(0) = 0, y'(l) +y(l) = 0 

Em cada um dos Problemas de 10 a 13, determine se exisle algum valor da constante u para o qual o problema 
tern solugao. Encontrc a solugao para cada um desses valores. 

10. y" + iT'y = a + ,r, y(0) = 0, y( I) = 0 

11. y" + 4,T J y = a f jr, y(0) = 0, y(l) = 0 

12. y" + n 2 y = a, /(0) = 0. y'(l) = 0 

13. y" + n 2 y = a - costtx, y(0) = 0, y(l) = 0 

14. Sejam <p„ .... c />„,... as autofungdes normalizadas da equagao diferencial (3) sujeila as condigdes de con- 

OO 

torno (2). Se £ c n 0„(x)convergir para f[x), onde f[x) = 0 para todo.v em 0 < x < 1. most re que c„ = 0 para 
todo n. 

Sugesiao: multiplique por r(.v)^„,(.v). integre e use a propriedade de ortogonalidade das autofungdes. 

15. Seja L um operador diferencial linear de segunda ordem. Mostre que a solugao y = <p {\) do problema 

f-ly] = fix), 

aiy(0) -I- a 2 /(0) = a, fty(l) -1- fty’(l) = b 
pode ser escrita como y = u + v, onde U = <t>,(x) e v = <t> ; (x) sao solugdes dos problemas 

L{«] = 0. 

a|U(0) + c* 2 m'( 0 ) = a, 0iu(l) + ftu'(l) = b 
e 

L\v]=f(x), 

aii,(0) + a2v'(0) = 0. ^iv(l) + ftv'(l) = 0, 

respectivamente. 

16. Mostre que o problema 


tern solugao 


y" + n 2 y = n 2 x. 


y(0) = 1, y(l) = () 
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y = Ci sen .tv + cos nx + x. 

Mostre tambdm que esta solugao nao pode ser obtida separando-se o problema como sugerido no Proble- 
ma 15. jd quo nestc caso nenhuni dos dois subproblemas pode ser resolvido. 

17. Considere o problema 

y" + p(x)y' + q(x)y = 0. y(0) = a, y(l)=6. 

Suponha que y = ii + v. onde v e qualquer fungao duas vezes difercnci£vel satisfazendo as condigoes de 
contorno (mas nao. necessariamente. a equagao diferencial). Mostre que u e uma solugao do problema 

it” + p(x)u' +- q(x)u as gi.r), m(0) = 0, 4/(1) = 0, 

onde g(.v) = ~[i" + p(x) r' + r/(v)i] e e conhecida uma vez cscolhida r. Assim.a nao homogeneidade pode 
ser transferida das condigoes de contorno para a equagao diferencial. Encontre uma fungao i para este 
problema. 

18. Usando o metodo do Problema 17. transforme o problema 

v" + 2y = 2 - 4.v, ytO) = 1, ydH-y’(l) = -2 

eni uni novo problema no qual as condigoes de contorno sao homogeneas, Resolva este ultimo problema 
observando o Exemplo I do texto. 

Em cada um dos Problemas de 19 a 22. use expansao em autofungdes para encontrar a solugao do problema 
de valores de contorno dado. 

19. u, ~ u t , — x, = 0. f/,(l,f) = (). i/(.v.0i = sen(/r.v/2); 

veja o Problema 2 

20. u, — u,, + e '. ii,(0,i) — 0, 44,(1./) + 4/(1./>= 0, u(.t.O) = I — x; 

veja a ScgSo 11.2, Problemas 10 e 12. 

21. 44, = u x , + 1 - |1 — 2x|, i/(0.r) = 0. i4(l./) = 0. 4t(.r,0) = 0; 

veja o Problema 5. 

22. u, = Uxx + e~'(l — X). h( 0./)=0, »,(1,/) = (). i4(.v,())=0; 

veja a Segao 11.2. Problemas b e 7. 

23. Considere o problema de valores de contorno 

r(x)u, = |/>(.im,|, - </(.i in + F(x), 

//(()./) = 7*i. «(!./. = r 2 . u(.r.0) =f(x). 

(a) Seja t'(.v) uma solugao do problema 

\p(x)v'\ - q(x)v =-F(x>. v(0) = T\, u(l) = 73. 

Se »v(.v./) = u(x.f) i (.v). encontre o problema de valores de contorno satisfcito por n . Note que este pro¬ 
blema pode ser resolvido pelo metodo desta segao. 

(b) Generalize o procedimento do item (a) para o caso cm que ii satislaz as condigoes de contorno 

ii,(0,/) - //1//(()./) = T|. 44,(1./) + MG./) = T j. 

Em cada um dos Problemas 24 e 25, use o metodo indicado no Problema 23 para resolver o problema de 
valores de contorno dado. 

24. u, = Hu - 2, 25. ii, = ii, r - t cos tv, 

1/(0,;) = 1, 44(1,/) =0, w,(0./) =0, (4(1,/) = 1, 

u(x, 0) = x 2 - lx + 2 //(a .0 > = cos(3tv/2) - cos jt.v 

26. O metodo de expansao em autofungdes e util, muitas vezes. para problemas nao homogeneos relacionados 
com a equagao de onda ou suas generalizagoes. Considere o problema 

r(.v)//„ = |p(.r)i4,l, - q(x)u + F(x,t), (i) 

14,(0./) -hi 44(0./) = 0. 44,(1./) + MO./) = 0, (ii) 

4/(.v,0) =/(x). 44,(.v,0) = g(.r). (iii) 

Este problema pode aparecer em conexao com generalizagoes da equagao do telegrafo (Problema 16 na 
Segao 11.1) ou vibragOes longitudinals de uma barra elastica (Problema 25 na Segao 11.1). 

(a) Faga 4/(.v, /) - X(x) I (/) na equagao homogenea correspondente i) Eq. (i) e mostre que A'(.v) satisfaz as 
Eqs. (28) e (29) do texto. Denote por X„ e <pjx) os autovalores e as autofungdes normalizadas desse 
problema. 
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00 

(b) Suponha quc u(xj) = £ b n (t)4>„(.x), e mostre que b„(t) tem que satisfazer o problema de valor ini- 
cial " =1 

b'i(t) + Kb n U) = Yn(t), M0)=«„, b' n (0) = fi„, 


onde a„, p„ e y„(t) sao os coeficientes das expansoes de f(.x), g(.v) e F(x, t)/r(x). respectivamente. em 
termos das autofunqoes $,(.v),.... </>„(.v),... 

27. Neste problema, vamos explorar um pouco mais a analogia entre problemas de Sturm-Liouville de valores 

de contorno e matrizes autoadjunlas. Seja A uma matriz autoadjunta n x n com autovalores X,.e 

autovetores ortogonais associados £*'’. 

Considere o sistema nao homogeneo de equates 


Ax — //x — h. 


(i) 


onde n e um numero real dado ebeura vetor dado. Vamos mostrar um modo de resolver a Eq. (i) que e 
analogo ao metodo apresentado no texto para se resolver as Eqs. (1) e (2). 

(a) Mostre que b = ]T onde b, = (b.^ 0 ). 

i=1 

n 

(b) Suponha que x = ]jT rt,^"'e mostre que. para que a Eq. (i) seja satisfeita, «5 necessario que a, = b/(>. - n). 

Logo, 1=1 


x 



X, — /i ’ ' 


(ii) 


desde que /t nao seja um dos autovalores de A. para /' = 1. n. Compare este resultudo com a Eq. 

(13). 


fun toes de Green. 7 Considere o sistema nao homogeneo de equagoes algebricas 

Ax-)<x = b, (i) 

onde A e uma matriz autoadjunta n x n, n e um numero real dado e b e um vetor dado. Em vez de usar 
uma expansao em autovetores como no Problema 27. podemos resolver a Eq. (i) calculando a matriz 
inversa (A - /<!)', que vai existir se /< nao for um autovalor de A. Entao 

x = (A - /tlr'b (iij 

Os Problemas de 28 a 36 indicant um modo de se resolver problemas de valores de contorno nao homogeneos 
analogo a ulilizagao da matriz inversa para um sistema de equates algebricas lineares. A funqao de Green tem 
um papel semelhante a inversa da matriz de coeficientes. Este metodo leva a solitudes expressas em forma de 
integral deftnida. em vez de serie infinita. Exceto no Problema 35. vamos supor, por simplicidade. que /t = 0. 
28. (a) Mostre pelo metodo de variaijao dos parametros que a soluqao geral d;i cquniplo diferencial 


-y" =/(*) 


pode ser escrita na forma 


y = <p(x) = C| -t- ci 


■ 2 .r- f (x- 
J u 


s)f(s) <ls. 


onde c, e c 2 sao eonstantes arbitrarias. 

(b) Suponha que y = </>(.v) tambem satisfaz as condi^des de contorno y(0) = 0.y(l) = 0. Mostre que. nesse 
caso, 

C| = 0, c 2 = f (1 — s)f{s)ds. 

Jo 

(c) Mostre que, sob as condiqoes dos itens (a) e (b). <p(x) pode ser escrita na forma 

</>(.r) = jf s(l — x)f(s) ds + jf .r(l — s)f(s) ds. 


As fungues de Green levam este nome em homenagem ao ingles George Green (1793-1841). Ele foi quase que inteiramente 
autodidata em malemtitica e lez conlribuigOcs significativas em eletricidade e magnelismo, mecanica dos lluidos e equagoes 
diferenciais parciais. Seu trabalho mais importante foi um ensaio sobre eletricidade e magnctismo. publicado privadamente em 
1828. Nesse artigo Green foi o primeiro a reconhecer a importfincia das fungoes potenciais. Introdu/iu as fungoes conhecidas hoje 
como fungOcs de Green para resolver problemas de valores de contorno. e desenvolvcu teoremas sobre transformagOes integrals, 
dos quais o teorema de Green no piano e um caso particular. No entanto. esses resultados nao se tornaram conhecidos em larga 
escala ate 5 que o ensaio de Green fosse republicado na decada de 1850 atraves dos esforgos de William Thomson (Lord Kelvin). 
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(d) Definindo 

|a(1 -AT), 0<S<A, 

G(a,.y) = { 

.v < j < 1, 

mostre que a solugao podc ser escrita na forma 

<t>(x) = f G(x.s)f{s)ds. 

Jo 

A fungao G(x, s) que aparece no integrando 6 uraa fungao de Green. A utilidade da fungao de Green 
est.i no fato de que ela 6 independente do termo nao homogeneo na equagao diferencial. Assim, uma vez 
determinada a fungao de Green, a solugao do problema de valores de coniorno c deierminada por uma 
unica integragao para qualquer lermo nao homog^neo/f.v). Al£m disso. note que nao hri necessidade de se 
determinar constantes arbitr.lrias.jd que 0(.t) como dada pela fdrmula integral envolvendo a fungdo 
de Green satisfaz aulomaticamente as condigSes de contorno. 

29. Por urn procedimento semelhante ao do Problema 28. mostre que a solugao do problema de valores de 
contorno 


-(/’ + y) - fix). y(0) = 0. y(l) = 0 


y = 0(-«) = f Gu.s)f(s)ds. 
Jo 


ondc 


G(x.s) = 


sens send - x) 
sen 1 

sen* sen(l —s) 
sen 1 


, 0 < s < x. 
• * <s < 1 . 


30. E possivel mostrar que o problema de Sturm-Liouville 

Hy\ = -\plx)y‘\’ + q(x)y = /(*). 


(i) 


y(0) + criy'(O) = 0. ftyf I) + p,y'( 1) = 0 


(ii) 


tern uma solugao cm termos da lungao de Green 


y = *(*) = f 

J n 


G(*,s)/(.v)d.v. 


(iti) 


desde que 3. = 0 nao seja unt aulovalor de Z-|v] = Ay sujeila as condigSes de contorno (ii). Alem disso. 
C(.t.s) e dada por 


Gt.r.v) 


-yi(s)y:(v)/p(v)VV , 0 ’i.y 2 Hr), 0 < x < x, 
-yi(.r)yi(.v)/p(.r)VV'(yi,y:)(-r), x < s < 1, 


(iv) 


onde y, e uma solugao de E[y| = 0 satisfa/endo a condigao de contorno em x = 0, y, e uma solugao de 
/.[>•) = 0 satisfazendo a condigao de contorno em v = 1 e W(y,.y,) e o wronskiano de y, e y.. 

(a) Verifique que a fungao de Green obtida no Problema 28 e dada pela formula (iv). 

(b) Verifique que a fungao de Green obtida no Problema 29 e dada pela formula (iv). 

(c) Prove que p( v)H'(y,.y.)(.v) e uma constante mostrando que sua derivada e nula. 

(d) Usando a Eq. (iv) e o resultado do item (c). mostre que G(.t,s) = G(s,x). 

(e) Verifique que y = <£(*) na Eq. (iii). com G(.v.s) dada pela Eq. (iv). satisfaz a equagao diferencial (i) e 
as condigSes de contorno (ii). 


Em cada um dos Problemas de 31 a 34. resolva o problema de valores de contorno dado determinando a fun¬ 
gao de Green apropriada c expressando a solugao como uma integral definida. Use as equagftes de (i) a (iv) do 
Problema 30. 

31. -y" = /(*). y'(0) = 0, y(l) =0 

32. -y" = f(x). y(0) =0. y(l) 4- y'(l) = 0 

33. -(y" +y) = /(*). y’(0) = 0. y(l) = 0 

34. -y" = f(x), y(0)=0, y'(!)=0 
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35. Considere o problema de valores de contorno 


L[y] = -IptoyT + q(x)y = pr(x)y + f(x), (i) 

aiy(0) + a 2 y'(0) = 0, A^(l) + Ay'(l)«0. (ii) 

De acordo com o texto, a solu^ao v = </>(.v) e dada pda Eq. (13), onde c„ £ definido pela Eq. (9), desde que 
p nao seja uni autovalor do problema homogeneo associado. Neste caso. e possivel mostrar tambem que a 
soluqao 6 dada por uma fun<;ao de Green integral da forma 


= 0(JC) = f 

Jo 


G(x,s,p)f(s)d.\. 


Note que. neste problema, a fun^ao de Green tambem depende do parametro p. 

(a) Mostre que, para que essas duas expressoes para tp(x) sejam equivalentes, d precise que 

^ <t>i(x)<> t (s) , 

G(x,s, f i) = 2^— -—, (iv) 

<-1 Ai ~ M 

onde e <\> t sao os autovalores e autofun$6es. respectivamente. das Eqs. (3). (2) do texto. Novamente. 
vemos da Eq. (iv) que p n3o pode ser igual a nenhum autovalor k r 

(b) Deduza a Eq. (iv) diretamente supondo que Gf.v.s, p ) tern uma expansao em autofun^oes da forma 

X 

Gtx.s.n) = ^a,(x,n)Ms). (v) 

;=i 

Determine a,(x,p) multiplicando a Eq. (v) por r(s)d,(s) e integrando em relagiio a s de s = 0 a .v = 1. 
Sugestcio: mostre primeiro que k, e <p, satisfazem a equaqao 


0,(.t) = (ki - p) f G(x,s,p ir(.v)0, i 
Jo 


3ft. Considere o problema de valores de contorno 

— d 2 y/ds 2 = 3(5 - x). y(0) = 0, >•( 1) = 0. 


onde 5 <5 a varidvel independente.s = x e uni ponto definido no intervaloO < .v < I e 3 6 a funqSo 3 de Dirac (vejn 
a Se^ao 6.5). Mostre que a solugao deste problema e a funqao de Green G(x.s) obtida no Problema 28. 

Ao resolver o problema dado, note que 3(5 -x) = 0 nos intervalos 0 < s < x e x < s < 1. Note, ainda. que 
-dylds da urn salto de tamanho 1 quando s passa pelo valor .v. 

Este problema ilustra uma propriedade geral. a saber, que a funqao de Green G(.v,.v) pode ser idenlifi- 
cada como a resposta no ponto s de um impulso unitario no ponto ,v. Um termo nao homogeneo mais geral 
/em 0 < .V < 1 pode ser visto como uma distribuiqao contfnua de impulsos de tamanho f{x) no ponto x. A 
soluqdo do problema de valores de contorno nao homogeneo como uma integral envolvendo a fumjao de 
Green pode ser interpretada.entao.como o resultado da superposiqao de respostas ao conjunto de impul¬ 
sos representados pelo termo nao homogeneo/(.v). 


11.4 Problemas de Sturm-Liouville Singulares 

Nas se^oes precedentes deste capi'tulo consideramos problemas de Sturm-Liouville de valores de con¬ 
torno: a equa 9 ao diferencial 

L[y] = -\p(x)y']' + q(x)y = kr(x)y , 0 < * < 1, (l) 

junto com condi^oes de contorno da forma 

«iy(0) -I- a:y'(0) = 0, (2) 

Aya) + fty , (D = 0 - (3) 

Ate agora sempre supusemos que o problema era regular, ou seja, que p era diferencidvel, q e r continuas 
e p(x) > 0 e r(x) > 0 em todos os pontos do intervalo fechado. No entanto, existem tambdm equates de 
interesse ffsico nas quais algumas dessas condiijoes nao sao satisfeitas. 

Por exemplo, suponha que queremos estudar a equa?ao de Bessel de ordem v no intervalo 0 < x < 1. 
Esta equaqao 6 escrita, algumas vezes, na forma* 

‘A substituigao I = Vkx reduz a Eq. (4) 3 forma padrao fiy" + ry’ + (P - C)y = 0. 
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,,, V* 

-(xy ) 4- y = Xxy ( 4 ) 

de modo quep(.r) = x,q(x) = i r/x e r(r) = x. Logo.p(O) = 0. r(0) = 0 e q(x ) e ilimitada e, portanto,descon- 
ti'nua quando r -» 0 . No entanto, as condi?rtes impostas nos problemas de Sturm-Liouville regulares sao 
satisfeitas nos outros pontos do inlervalo. 

Analogamente. para a equa?ao de Legendre temos 

-[(l-JrVr = *y. -1<X<1, ( 5 ) 

onde X - a(u + 1). />( v) = 1 - ,c. q(x) = 0 e r(.v) = 1. Aqui. as condifoes sobre p. q e r sSo satisfeitas no 
intervalo(]<.t< 1 .excctoeni v = 1 ,onde/> se anula. 

Usamos o termo problema de Sturm-Liouville singular para nos referir a uma determinada classe de 
problemas de valores de contorno para a equa^ao diferencial ( 1 ) nos quais as funqoes p, q e r satisfazem 
as condiqoes enunciadas anteriormente no intervalo abertoO <.r < l.mas pelo menos uma dessas funqoes 
deixa de satisfazer uma ou mais dessas con diodes em urn (ou ambos) dos extremos do intervalo. Vamos 
descrever em maiores detalhes. mais tarde nesta secao, condiijoes de contorno separadas adequadas. Pro¬ 
blemas singulares podem ocorrer, tambem, se o intervalo for ilimitado. por exemplo. 0 < x < oc. Nao 
consideraremos estc ultimo tipo de problema singular neste livro. 

Como exemplo de urn problema singular em um intervalo finito.considere a equa?ao 

xy" 4- v’ 4- Xxy = 0. ( 6 ) 


ou 


—(.vv ) = Xxy. (7) 

no intervalo 0<.v< l.c suponha que X > 0. Esta equa^ao aparece no estudo das vibraqdes livres de uma 
membrana circular elastica e sera mais discutida na Seqao 11.5. Se dclinirmos uma nova varidvel inde- 
pendente rpor/ = -/Xx, cntao 

dy j- dy d'v . d~y 

dx dt dx : dt 2 


Logo, a Eq. ( 6 ) flea 


t d'v 


/— dv 


—p X 4 v X -j- + X — v = 0. 

yi dt- dt yr 


ou, cancclandu o fator comum VX em cada parcela. 


d 2 y dy 

t -j-j 4 — 4- ly = 0. 
dt 2 dt 


( 8 ) 


A Eq. ( 8 ) e a equaqao de Bessel de ordem zero (veja a Seqao 5.7). A soluijao geral da Eq. ( 8 ) para r > 0 6 

y = c\Jo(t) 4- C’Vo(f); 

portanto, a soluqao geral da Eq. (7) para x > 0 e 

y = c\Jo{Vxx) + CiYol'/Xx), (9) 

onde ./,, e Y„ denotam as fun^des de Bessel de primeira e segunda espiicies. respectivamente.de ordem 
zero. Das Eqs. (7) e (13) da ScqSo 5.7, temos 


30 I _ 1 \»1; "I 

M-/XX) = 1 + £ 2 lm Uu i) 2 ~ • * >0 ' 


m= I 


( 10 ) 


Vo('A-v) = - 


7T 


Y 4 In 


/ mat 


(~\) m+l H m X m x 2m 

2 2 "'( m !) 2 


x > 0 , 


(ID 


onde H„ = 1 + (1/2) + ... + (1/m) ey = lim (H,„ — In m). Os gralicos de y = J u (x) c y= Y 0 (x) silo dados 
na Figura 5.7.2. 

Suponha que procuramos uma soluijao da Eq. (7) que satisfaija tambem as condiqoes de contorno 


y( 0 ) = 0 . 

yd) = o. 


( 12 ) 

(13) 
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tfpicas do que encontramos cm outros problemas neste capitulo. Como y„(0) = 1 e y o (.t) -► -oo quando x 
-* 0, a condigao v(0) = 0 s6 pode ser satisfeita escolhendo-se c, = c 2 - 0 na Eq. (9). Assitn, o problema de 
valores de contorno (7), (12), (13) so tem a solugao trivial. 

Uma interpretagao deste resultado e que a condigao de contorno (12) em x = 0 e restritiva demais 
para a equagao diferencial (7). Isso ilustra a situagao geral, a saber, que e preciso considerar um tipo de 
condigao de contorno modificada em um ponto singular da fronteira. No problema em consideragao, su- 
ponha que pedimos apenas que a solugao (9) e sua derivada permanegam limitadas. Em outras palavras, 
delinimos como condigao de contorno em.v = 0a condigao 

y,y' limitadas quando x — ► 0. ( 14 ) 

Esta condigao pode ser satisfeita escolhendo-se c 2 = 0 na Eq. (9), de modo a eliminar a solugao nao 
limitada Y 0 . A segunda condigao de contorno, _y(l) = 0, fornece. entao, 

/o(^) = 0. (15) 

E possi'vel mostrar 1 ’ que a Eq. (15) tem um conjunto infinito de raizes positivas discretas, que fornecem os 
autovalores 0 < A, < A., < ... < A.,, < ... do problema dado. As autofungoes associadas sao 

</>«(*) =Jn(slKx)- (16) 

determinadas a menos de uma constante mulliplicativa. O problema de valores de contorno (7), (13), 
(14) e um exemplo de um problema de Sturm-Liouville singular. Este exemplo ilustra o falo de que se 
as condigoes de contorno sao relaxadas de maneira apropriada. entao um problema de Sturm-Liouville 
singular pode ter uma sequencia inlinita de autovalores e autofungoes, como no caso de um problema de 
Sturm-Liouville regular. 

Devido a sua importancia nas aplicagoos, vale a pena investigar problemas de Sturm-Liouville singu- 
lares um pouco mais. As duas qucstoes principals que important sao: 


1. Precisamente qual tipo de condigoes de contorno pode ser permitido em um problema de Sturm-Liouville 
singular? 

2. Alii que ponto os autovalores e autofungoes de um problema de Sturm-Liouville singular tent as ntesmas 
propriedades que uni problema regular? Em particular, os autovalores sao reais, as autofungoes sao orto- 
gonais e uma fungflo dada pode ser expandida em uma serie de autofungoes? 


Anthos esses pontos podent ser respondidos alraves de um estudo da identidade 

• i 

{L(tt]u-«L(tj])rfr = 0 . 


/ 


(17) 


que teve um papel essencial no desenvolvimento da teoria de problemas de Sturm-Liouville regulares. 
Varnos, entao, investigar as condigoes sob as quais esta relagao e valida para problemas singulares, onde a 
integral (17) pode ser uma integral impropria. Para ser especifico. varnos considerar a equagao diferencial 
(1) e supor que x = 0 e um ponto singular de fronteira e .v = 1. nao. A condigao de contorno (3) e imposta 
no ponto regular .v = 1 . mas varnos deixar sent especilicar, por enquanto, a condigao de contorno em ,v = 0 . 
De fato, nosso objetivo principal e determinar quais os tipos de condigoes de contorno que podent ser 
permilidos em uni ponto singular da fronteira para que a Eq. (17) continue valida. 

Como o problema de valores de contorno que esta sendo investigado e singular em x = 0 , escolhemos 

f >0c consideramos a integral J L[u]vdx , em vez de L[n)u dx, como na Segao 1 1 .2. Depois varnos 

fazer f tender a zero. Supondo que it e v tem, pelo ntenos, duas derivadas contfnuas cmt<.t< 1 e inte- 
grando por partes duas vezcs, obtemos 


/ 


1 it 

{L[uli’ - dx = -p(x) [«'(.v)i(.v) - n(x)u'(x)] 


(18) 


O termo de fronteira em .v = I e elintinado, novamente, se u e v satisfazem a condigao de contorno (3), e 
assim 


“A fungao esta bem tabulada;as raizes da Eq.(15) podem ser encontradas em diversas tabelas, por exemplo, as contidasem 
Jahnke e Emde, ou em Abrammvitz e Stegun. Voce tambem pode usar um sislema de algebra computacional para calcuki- 
las rapidamente. As tres primeiras raizes da Eq. (15) sao vT = 2,405,5,520 e 8,654, respeetivamente, com quatro algarismos 
significativos; VLt a (« - V* ).t para n grande. 
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f {L[uJu-mZ-(u]} dx - p(e) [|<'( 6 ) 1 >(«) - w(c)v'(e)]. 

Tomando o limite quundo t -* 0, tcmos 

f {Lli/]e-uL[i;]} d.t = limp(«)[u'(e)D(e)-n(6)i>'(€)]. 

Jo 

Logo, a Eq. (17) £ valida sc, c somcntc sc. alcm das hipbteses enunciadas anteriormente. tivermos 

limp(f) f«'(€)u(e) - »(e)i»'(€)l = (I 

f-0 1 1 


(H>) 


( 20 ) 


( 21 ) 


para todo par de tunijbes u e c na classe em considerai;ao. A Eq. (21) 6, portanto. o criterio que determi- 
na quais as condiqoes de contorno permitidas cm .r = 0. se estc for um ponto singular de fronteira. Uma 
condigao semclhanle e colocada em x = 1 se este for um ponto singular, a saber. 


limp(l - e) [«'(1 - e )i»( 1 —«) — «(! — e)u'(l — t)] = 0. 


( 22 ) 


Resumindo.comona Seqao 11.2, um problema de valoresde contorno singular para a Eq. (1) e ditoau- 
toadjunto se a Eq. (17) for valida. possivelmente como uma integral imprdpria, para cada par de fun^des 
u e v com as seguintes propriedades: duas vezes continuamcnte diferencidveis no intervalo aberto 0 < x < 
l.satisfazendo uma condiqao de contorno da forma (2) em cada ponto regular de fronteira e salisfazendo 
uma conditjao de contorno suficiente para garantir a Eq. (21), se x = 0 for um ponto singular de fronteira. 
ou a Eq. (22), se v = I for um ponto singular de fronteira. Se pelo menus um ponto de fronteira e singular, 
entao a cqua?ao difcrencial (I), junto com as duas condiqoes de contorno do tipo que acabamos de des- 
crever, forma um problema de Slurm-Liouville singular 

For excmplo. para a Eq. (7) tcmosp(.v) = x. Se ambas as fungdcs u e c satisfaz.cm a condi^ao de contor¬ 
no (14) em x = 0. e claro que a Eq. (21) e valida. logo, o problema de valores de contorno singular, que 
consistc na equaqao difcrencial (7), na conditio dc contorno (14) em x = 0 e em qualquer condigao de 
contorno da forma (3) em v = 1,6 autoadjunlo. 

A diferenqa mais gritante entre problcmas dc Slurm-Liouville regulares e singulares e que em um 
problema singular os autovalores podem nao set discretos. Em oulras palavras. o problema pode ter so- 
luij-oes nao triviais para todo valor de X.ou para todo valor de X em algum intervalo. Em tais casos, diz-se 
que o problema tern espectro continuo. Fode acontecer que um problema singular tenha uma mistura de 
autovalores discretos e espectro continuo. Finalnicntc.e possivel que cxista apenas um conjunto discreto 
de autovalores. como no caso regular discutido na Seqao 11.2. Este e o caso. por exemplo. do problema 
que consistc nas Eqs. (7). (13), (14). Em geral. pode ser dificil determinar o que ocorre, de fato, em um 
problema dado. 

Uma discussao sistematica de problcmas de Slurm -Liouville singulares e bastante sofisticada 10 e re- 
quer uma extensao consideravel dos metodos apresentados neste livro. Vamos nos restringir a alguns 
exemplos relacionados a aplica<jbes fisicas; em cada um desses exemplos. sabe-se que existe um conjunto 
inlinito de autovalores discretos. 

Se um problema de Slurm-Liouville singular tern apenas um conjunto discreto de autovalores e au- 
tofunqbes. entao a Eq. (17) pode ser usada, como na Sc^ao 11.2, para provar que os autovalores de tal 
problema sao reais e que as aulofungoes sao ortogonais em relaqao a fun<;ao peso r. A expansao de uma 
funi;ao dada em uma serie de autofun«;des segue, entao. como na Seqao 11.2. 

Tais expansoes sao liteis, como no caso regular, para se resolver problcmas de valores de contorno nao 
homogeneos. O procedimento e bastante semclhanle ao descrito na Se<;ao 11.3. Alguns exemplos para 
equaqoes diferenciais ordinarias estao indicados nos Problemas de I a 4, e alguns problcmas para equa- 
qoes diferenciais parciais aparecem na Seqao 11.5. 

For exemplo, as autofun^des 4>„(x) = 7o( > /X^.t) do problema de Sturm-Liouville singular 

— (xy'Y = kxy, 0 < x < 1, 
v, y limitados quando x -*• 0, y(l) = 0 
satisfazem a relaqao de ortogonalidade 


i 


x<p m (x)<t>, ,(.r) dx = 0, m / n 


( 23 ) 


l0 Veja, por excmplo. o Capitulo 5 do livro dc Yosida list,ido mis rcfcrfincias no final dcste capflulo. 
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PROBLEMAS 


em relaqao S fun?ao peso r(x) = x. Entao, se /e uma fun^ao dada, supomos que 

00 

/(*) = £c„/ 0 (v/M. (24) 

n=l 

Multiplicando a Eq. (24) por x/o(sAm x) e integrando termo a termo de .v = 0 a x = 1, obtentos 
r 1 °° f' 

/ xf(x)MjK,x)dx = Yc n xJo(.y/kmX)Jo(y/ki,x)dx. (25) 

•'o ,,=1 ■ /,) 

Devido & conditjao de ortogonalidade (23), a expressao a direita do sinal de igualdade na Eq. (25) content 
um unico termo; logo, 

<1 


On — 


[ xf(x)J 0 (y/KiX)dx 
Jj) _ 

[ xJl(s/KnX)dx 
Jo 


(26) 


o que determina os coeficientes na serie (24). 

A convergence da serie (24) e obtida por uma extensao do Teorema 11.2.4 para cobrir este caso. 
Pode-se mostrar, tambem, que este teorema e valido para outros conjuntos de funqoes de Bessel, solu^oes 
de problemas de valores de contomo apropriados, para os polinomios de Legendre e para solutions de 
outros problemas de Sturm-Liouville singulares de interesse consideravel. 

E preciso enfatizar que os problemas singulares mencionados aqui nao sao. necessariamente, tipicos. 
Em geral, problemas de valores de contomo singulares sao caraclerizados por espectro continuo, em vez 
de conjuntos de autovalores discretos. O conjunto correspondente de autofungbes e. portanto, nao enu- 
meravel.e nao existent expansoes em serie do tipo descrito no Teorema 11.2.4. Elas sao subslituidas por 
representaqoes integrals apropriadas. 


1. Enconlre uma solu<,-ao formal para o problenta de valores de contomo nao hontogeneo 

~(xy')' = nxy +f(x), 

y, y limitados quando x —► 0, y(l) = 0. 

onde/e uma fun<;ao contmua dada em 0 < .v < 1 e /< nao e um autovalor do problenta hontogeneo asso- 
ciado. 

Sugestao: use uma expansao ent serie semelhante its utilizadas na Se^iio 11.3. 

2. Considere o problenta de valores de contorno 

-(.try')' = X.vy, 

y, y' limitados quando x -* 0, y'( 1) = 0. 

(a) Mostre que X„ = 0 e uni autovalor deste problenta com autofun^ao associada 0,(v) = I. Sc X > 0. 
niostre, forntalmente, que as autofumjoes sao dadas por <p„(x) = /o(>An,v), onde e a n-esima raiz 
positiva (em ordem crescente) da equa<;ao J t j(s/X) = 0. E possfvel ntostrar que existe uma sequencia 
infinita de tais raizes. 

(b) Mostre que, se m, n = 0,1,2.entao 

x<p m (x)<p„ (x) dx = 0, m n. 

(c) Encontre uma solugSo formal para o problenta nao hontogeneo 

-(xy'Y = nxy +f(x), 

y, y' limitados quando.tr -» 0, y'(l) = 0, 

onde/e uma funqao continua dada em 0 < x < 1 e n nao e um autovalor do sistema hontogeneo associado. 

3. Considere o problema 

-(.try')' + (k 2 /x)v = Xary, 
y, y' limitados quandox -*• 0, y(l)=0, 

onde k e um inteiro positivo. 

(a) Usando a substituiqfio t = -s/X.tr, mostre que a equaqao diferencial dada se reduz a uma equa;3o de 
Bessel de ordem k (veja o Problema 9 da Se?ao 5.7). Uma soluqao e ./,(/); uma segunda soluijao line- 
amtenle independente, denotada por Y*(t),e ilimitada quando 1 —> 0. 
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(b) Mostre, fornialmente, que os autovalores X„X 5 ,... do problema dado sao os quadrados dos zeros po¬ 
sitives de A(n/X) c que as autofungdes correspondentes sao <pjx) = J k (y/K,.x). E possfvel mostrar que 
existe uma sequencia inlinita de tais zeros. 

(c) Mostre que as autofungdes 0„(.v) satisfazem a relagao de ortogonalidade 

f x<p m (x)<t>„Lx) dx = 0. m n. 

Jo 

(d) Determine os coeficicntes na expansao formal cm serie 

•X 

f(x) = Y2 a '<<Pu(X). 

(e) Eneontre uma solugao formal do problema n3o homogeneo 

-(xy'Y + (k 2 /x)y = /or .y + /(.r). 
y, y‘ limilados quando.r —► 0. y(l) = 0, 

onde /e uma funyao contmua dada no intervalo 0 < .v < 1 e /t nao e um autovalor do problema ho¬ 
mogeneo associado. 

4. Considere a equagao de Legendre (veja os Problemas de 22 a 24 da Segao 5.3) 

-[(1 - jr)y'f = Xy 

sujeita as condigdes de contorno 


y(0) = 0, v, y‘ limilados quando.v -» 1. 


As autofungdes deste problema sao os polinomios de Legendre de grau impar 0,(.v) - f\(x) = x.<j>. = P,(x) = 

(5.r’-3.v)/2. <pJx) - P ,(.v).correspondendo aos autovalores >, = 2.X. = 4 3.X„ = 2/i( In - I). 

(a) Mostre que 

J ' 0„, [x)ip„ (Jt) dx = 0, m i= n. 

a 

(b) Eneontre uma solugao formal do problema niio homogeneo 

-[(1 - A' 2 )/]' = /r.v +/U). 
y(0) = 0, v, y' limilados quando.v —» 1. 

onde /e uma funyao contfnua dada em 0 < ,r < I e /< nrio e um autovalor do problema homogeneo asso¬ 
ciado. 

5. A equagao 


(I - .t 2 )y" - jry' + Xy = 0 (i) 

e a equagao de Chebyshev; veja o Problema 10 da Segao 5.3. 

(a) Mostre que a Eq. (i) pode ser eserita na forma 

—[(1 -.r) 1/2 y']' = X(l-x 2 )" 1/2 y, — 1 <.v < 1 (ii) 

(b) Considere as condigdes de contorno 

y, y' limitados quandox -» — l. y. v' limitados quando.v —» 1. (iii) 


Mostre que o problema de valores de contorno (ii). (iii) e autoadjunto. 

(c) Pode-se mostrar que o problema de valores de contorno (ii). (iii) tern os autovalores X„ = 0, X, = 1, 

X. = 4.X. = tv _As autofungdes correspondentes sao os polinomios de Chcbvshev TAx): TJx) = 1. 

7j(.v)=.v, r.(.v) = I - 2*\... Mostre que 


[' T m (x)T n (x) 

J-i (l -* 2 ) 1 ' 2 


Note que esta ii uma integral impropria convergenle. 


m n. 


(iv) 


11.5 Observances Adicionais sobre o Metodo de Separanao de Variaveis: 
Uma Expansao em Fungoes de Bessel 


Estamos interessados, neste captlulo, em estender o metodo de separagao de variaveis desenvolvido no 
Capftulo 10 para uma classe rnaior de problemas — aqueles que envolvem equagoes diferenciais mais 
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gerais, condigoes de contorno mais gcrais ou regioes geomdtricas diferentes. Indicamos, na Segao 11.3, 
como tratar uma classe mais geral dc equates diferenciais ou de conduces de contorno. Vamos nos con- 
centrar, aqui, em problemas colocados cm diversas regioes geomctricas, com enfase naqueles que nos levam 
a problemas de Sturm-Liouville singulares quando as variiivcis sao separadas. 

Devido Jt sua simplicidadc relaliva, assim como it importancia fisica considered de muitos problemas 
onde ele £ aplic&vel, o mdtodo de separagao de varidveis merece seu lugar importante na teoria e em 
aplicagftes de equagoes diferenciais parciais. No entanto, esle metodo tern determinadas limitagdcs que 
nao devem ser esquecidas. Em primeiro lugar, o problema tern que ser linear, de modo que o principio 
de superposigao possa ser usado para sc construir solugocs adicionais, formando-se combinagoes lineares 
das solugocs fundamentais dc um problema homogeneo apropriado. 

De um ponto de vista pratico, precisamos, tamMm. ser capazes de resolver as equagoes diferenciais 
ordindrias obtidas apos a separagao das varidveis de um modo razoavelmente conveniente. Em alguns 
problemas onde.em principio.o mdtodo de separagdo de varidveis poderia ser aplicado.seu valor prdtico 
torna-se muito limitado devido it falta de informagdo sobre as solugocs das equagOes diferenciais ordina- 
rias que apareccm. 

Aldm disso.a geometria da regiao envolvida no problema fica sujeita a restrigdcs bastante severas. Por 
um lado, e preciso usar um sistema de coordenadas no qual as varidveis possam ser separadas e a equa- 
gdo diferencial parcial possa ser substituida por um conjunto de equagoes diferenciais ordindrias. Para a 
equagdo de Laplace, existe cerca de uma dtizia de tais sistemas de coordenadas: apenas as coordenadas 
retangulares, cih'ndricas e esfericas devem ser familiares d maioria dos leitores deste livro. Por outro lado, 
a fronteira da regiao de interesse tern que ser formada por curvas ou superficies onde uma das varidveis 
permanece constante. Assim. em um nivel elementar estamos limitados a regimes limitadas por retas ou 
arcos circulares em duas dimensoes,ou por pianos, cilindroscirculares, cones circulares ou esferas em tres 
dimensfies. 

Em problemas tridimensionais, a separagao de varidveis no operador de Laplace u„ + u„ + leva a 
equagao X” + kX = 0 em coordenadas retangulares, a equagao de Bessel em coordenadas cih'ndricas e it 
equagao de Legendre em coordenadas esfericas. Esse fato e responsavel. em grande parte, pelo cstudo 
intensivo que foi feilo dessas equagoes e das fungocs dclinidas por elas. Vale a pena obsers ar. tambem. 
que duas das ties situagoes mais importantes levam a problemas de Sturm-Liouville singulares. em vez 
de regulares. Os problemas singulares nao sao, portanto, excepcionais e podem ter interesse maior do que 
os regulares. O rcsto desta segao e dedicado a um exemplo envolvendo a expansao de uma fungao dada 
em uma stJrie de fungoes de Bessel. 

Vibraqoes de uma Membrana Elastica Circular. Na Segao 10.7 [Eq. (7)] observamos que as vibragoes trans¬ 
versals de uma membrana elastica fina sao governadas pela equagao de ondas a duas dimensoes 

a 2 (u xx + Uyy) = ti„. (1) 

Para estudar o movimenlo de uma membrana circular, e conveniente escrever a Eq. (1) em coordenadas 
polares: 

a 2 {u„ + ~u r + = u„. (2) 

Vamos supor que a membrana tern raio unitario, que esta presa em toda a circunferencia e que, inicial- 
mente, ocupa uma posigao deslocada da posigao de repouso. independente da variAvcl angular 0 , de onde 
6 solta no instante t = 0. Devido a simetria circular da condigao inicial e da condigao de contorno. 6 natu¬ 
ral supor que u tambem <5 independente de 0, ou seja, que u e uma fungao, apenas, de r e t. Nesse caso, a 
equagao diferencial (2) fica 


a 2 ^t<rr + = »«• 

0 < r < 1, t > 0. 

(3) 

A condigao de contorno em r = 1 e 

m(1,0 = 0, 

t >0. 

( 4 ) 

e as condigoes iniciais sao 

«(r,0) =/(r), 

0 < r < 1, 

(5) 

tii(r, 0) = 0, 

0 < r < 1, 

(6) 
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onde/(r) descreve a conftguraqao inicial da niembrana. Por consistencia, precisamos tambem que/(l) = 
0. Finalmente. enunciamos explicitamente a condi^ao que u e limitada em 0 < r < 1. 

Supondo que u(r.t) = Rir)T(t) e substituindo na Eq. (3),oblemos 


R" + (l/r)R’ 1 T" , 

- r - = JT = ~ k '- 


(7) 


Antecipamos que a constante de separaqao tem que ser negativa. escrevendo-a conio -k : com k > 0." A 
Eq. (7) nos leva, entao. &s seguintes equates diferenciais ordinarias: 


r R" + rR' + k?rR = 0. 
T" + k 2 crT = 0. 


(8) 

(9) 


Logo, da Eq. (9). 


Tit) = k | sen kut + k: cos kat. 


( 10 ) 


Definindo uma nova variavel independente £ = kr na Eq. (8), obtemos 

,d 2 R dR , <v 

que 6 a equa?ao de Bessel de ordem zero. Portanto, 

R = C\Mk)+C 2 Y 0 (l;)' 


( 11 ) 

( 12 ) 


onde J„ e Y„ sao as (undoes de Bessel de primeira e segunda especies. respectivamcnie. de ordem zero 
(veja a Se^ao 11.4). Em funijao de r, lemos 


R = C[Jo(kr) + c:Yo(kr). 


(13) 


A conditio de limilaqao que it(r.t) lem que satisfazer implica que H lem que permanecer limitada quan- 
do r -► 0. Como Y n {kr) — -x quando r —* 0, precisamos escolher c ; = 0. A conditio de contorno (4) 
implica. entao, que 

/oU)=0. (14) 

Em consequencia.os valores permitidos para a constante de separa^ao sao obtidos das raizes da equai;ao 
transcendental (14). Lembre da Set,ao 11.4 que J„(k) lem urn conjunto discrete infinite de zeros positivos. 

que denolamos per A.,, k : . . k„ .em ordem crescente. Alem disso, as (undoes .l,{k„r) sao as auto- 

fundoes de urn problema de Sturm-I .inu\ ille singular e podem ser usadas come base para uma expansao 
em serie da lunqao dada/. As solutes fundamentals deste problema. satisfazendo a equaqao diferencial 
parcial (3),a condiqao de contorno (4) e a condiqSo de limitagao.sao 


/<„(/•,r) = Ju(k„r)senk,iiit, n s 1,2. (15) 

v„(r,f) =7 0 (X n r) cosk„at, n = 1.2,_ (16) 


Vamos supor, agora, que u(r, t) pode ser expressa como uma combinaqao linear inlinita das solu^oes 
fundamentais (15), (16): 

ti[r,t) = ^[t,«„(r,l) + c„ii„(r,()] 

n=l 


= Y \k„Mk„r)senk„at + c„Ju(k„r) cos/.„«/]. 
n=l 


As conduces iniciais implicam que 


cc 

n(r. 0) = ^c„7o(3.«r) — f{r) 

n=\ 


c que 

30 

iii(r.O) = k n ak,iJ{)(k„r) = 0. 

n=l 


(17) 


(18) 


(19) 


"Denotando a constante de separate por -X ! . em vez de, simplcsmente. -X, evitamos muitos radicals na discussflo a seguir. 
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PROBLEMAS 


Da Eq. (26) da Se^ao 11.4, obtemos 

k n = 0 , Cn = 


/' 


rf(r)J Q (\ n r)dr 


i: 


n = 1.2,.. 


( 20 ) 


r[y ( )(X n r)l' dr 


Logo, a soluqao da equa?ao diferencial parcial (3) que satisfaz a condiqao de contomo (4) e as conduces 
iniciais (5) c (6) e dada por 


w(r,/) = 7! c„J 0 (k n r) cos k„at 


( 21 ) 


n=l 


com os coeficicntcs c„ definidos pcla Eq. (20). 


1. Considcre a cquaqao de Laplace u„ + //,, = 0 no paralelogramo cujos vertices sao (0,0), (2.0). (3.2) e (1, 
2). Suponha que a condiijao de contorno no lado y = 2 6 u(x, 2) =f[x) para 1 <.t<3e que. nos tr<5s outros 
lados. ii = 0 (veja a Figura 11.5.1). 



FIGUKA 11^5.1 A regiiio no Problema I 


(a) Mostrc que nao exisiem solu^oes nao triviuis da cquatpio diferencial parcial da forma n(x. v) = X(x) 
}'(}') que salisfaqam, tambent, as condi^bes de contorno homogeneas. 

(b) Sejant £ = .v - V4 y. n = y. Mostrc que o paralelogramo dado no piano w e transformado no quadrado 
0 < £ < 2.0 < ij < 2 no piano £»;. Mostrc que a equn<;ilo diferencial e transformada ent 

- u,„ + u„ = 0. 

Como as condi<;6cs de contorno sao transformadas? 

(c) Mostrc que. no piano £,;. a equa;3o diferencial nao tent soluqbes da forma 

Assim, no piano .vy, a forma da fronteira impede que se encontre uma solu^ao pelo metodo de separa?ao 
de variaveis.enquanto no piano £ij. a regiao e aceitdvel, mas as variaveis da equa<;ao diferencial nao podenr 
mais ser separadas. 

2. Encontre o deslocamento ti(r.l) de uma membrana circular elastica de raio 1 cm vibraqao satisfazendo a 
condiijao de contorno 


e as condiijbes iniciais 


<<(1,0 — 0, f>0. 


H(r,0) = 0. ii, (r. 0) = g(r). 0 < r < 1, 

onde g( 1) = 0. 

Sugestdo: a equafdo diferencial a ser satisfeita £ a Eq. (3) desta seqao. 

3. Encontre o deslocamento u(r. I ) de uma membrana circular elastica de raio I ent vibrato satisfazendo a 
condkjao de contorno 
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«(l,O = 0. t > 0, 

e as condiijocs iniciais 

u(r.U) =f(r). u,(r.O) = g(r). 0 < r < 1. 

onde/l(l) = g(l) = 0. 

4. A equagio de onda em coordenadas polares e 

u rr 4- (1 /r)u, + (1 /r)u M = a~ 2 ii„. 

Mostre que.se D = R(r)®(9)T(t),eniaa R. 0 e T satisfazem as equagoes diferenciais ordindrias 

rR + rR' + (k 2 r — n 2 )R = 0, 

0'' + zr0 = 0, 

r + A : r = o. 

5. Em coordenadas cih'ndricas r.9. -.definidas por 


a equagao de Laplace fica 


x = rcox9, y = rsenfl. 


iirr + (1 /r)u r + = 0. 


(a) Mostre que se ul r. 9. z) = /?(r)0(t>)Z(z). entao R. & e Z satisfazem as equagoes diferenciais ordina- 
rias 

rR' + rR' + (k 2 r 2 - n 2 )R = 0, 

0" + n 2 & = 0, 

Z - A : Z = 0. 

(b) Mostre que.se nir.tt, z) e independente de 6, entao a primeira equagtio no item (a) fica 

rR' + rR + \ 2 rR = 0. 

a segunda e totalmente omitida e a tereeira permanece inalterada. 

6. Encontrc a temperatura estado estacionario em uma barra semi-infinita 0 < z < ao,0 < r < I, se a tempe- 
ratura e independente de H e tende ;t zero quando c -» Suponha que a temperatura u(r,z) satisfaz as 
condones de contorno 

tt(l.C) = 0, z > 0. 

»(r.0) = /(r), 0 < r < 1. 

Sugextiio: Veja o Problema 5. 

7. A equagao 

l 'n 4- i\v + k 2 v = 0 


e uma generalizagao da equagao de Laplace, chamada, algumas vezes. de equagao de Helmholtz. 1 '’ 

(a) Em coordenadas polares, a equagao de Helmholtz fica 

Vr, + (L/r)iv + (1 /r 1 )v U g + k 2 v = 0. 

Se v(r.9) = R(r)i-)(9). mostre que R e 0 satisfazem as equagoes diferenciais ordinarias 
rR" + rR' + ( k 2 r - k 2 )R = 0. 0" + X 2 0 = 0. 

(b) Considere a equagao de Helmholtz no disco r < c. Encontre a solugao que permanece limitada em 
todos os pontos do disco, que e periodica em 9 com pertodo 2 ,t e satisfaz a condigao de contorno u(c, 
9) = f(B). onde f c uma fungSo dada em 0 < 9 < 2n. 

Sugesiao: a equagao para R e uma equaqSo de Bessel. Veja o Problema 3 na Segao 11.4. 


'-’Hermann von Helmholtz (1821-1894) estudou medicina e tisiotogia; no inicio de sua carreira fez contribuigdes importantes 
em optica e acilstica tisiologicas. incluindo a invengao do oftalmoscdpio em 1851. Mais tarde seus interesses mudaram para 
a fisica. especialmente mecanica dos fluidos e eletrodinamica. Durante sua vida, foi catedratico de fisiologia ou de fisica em 
diversas universidades alemas. 
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8. Considere o fluxo de calor em urn cilindro de comprimento infinito e raio 1:0 < r < 1,0 < 0 < 2rt, 
-oo < z < oo. Suponha que a superficie do cilindro £ mantida ii temperature zero e que a distribuigiio ini 
cial de temperature £ uma funqSo que so depende da varidvel radial r. EntSo, a temperature // so depende 
de r e t e satisfaz a cquagao de calor 

a i [u n + (\lr)u,\ = u„ 0<r<l. I > 0, 

e as seguintes condigdes inicial e de contorno: 

u(r.O) = f(r), 0 < r < 1. 

u(l,f) = 0, f > 0. 

Mostre que 

u(r.t) = Y2c„J 0 (f.„r)e' a ^'. 

n=*l 

onde = 0. Encontre uma formula pare c„. 

9. Em coordenadas ester icas p.P.<t> (p> 0,0 < 6< 2;r.O < 0 < jr), definidas por 


x = pcos# sen0, y = /)sen(?sen0, z = /3cos0. 
a equagao de Laplace lica 

P : II„ 4 2/311, 4 (CS4 «*<, 4 (col <t>)u f = 0. 

(a) Mostre que. se it(p. W. 0) = P[ />)0(fl)<t>(0). entao P. (-) e <J> salisfazcm equates diferenciais ordinarias 
da forma 

p : P +2pP - (i 2 P = 0. 

(-)" 4 X 2 (-) = 0. 

(serr0)<J>'' 4 (sen0cos0)<t>' 4 (/t : sen <p - k : )<t> = 0. 

A primeira destas equates e do tipo de Euler, enquanto a lerceira estd relacionada it equagSo de Legendre. 

(b) Mostre que se u{p,P.tp) £ independcnte de W.entaoa primeira cquagao no item (a) permanece inalte 
rada. a segunda e omitida e a terceira lica 

(sen : 0)<t>” 4 (sen0cos0)<t> 4 (// 2 sen‘0)<l> = 0, 

(c) Mostre que se definirmos uma nova variavel independcnte por a - cos 0. entao a equagao para <t> no 
item (b) lica 

, , d : <t> d<t> * 

(1 — s ~) —-— 2v ——J- (i - 0 = 0. — 1 < i < 1. 

as- as 

Note que esta e a equagao de Legendre. 

10. Encontre a temperature estado estacionario »(/>. 0) na esfera de raio unitario se a temperature e indepen- 
dente de 0 e satisfaz a conditio de contorno 

l<( 1.0) — f (0), 0 < 0 < 71 . 

Sugestiio: Veja o Problenta 9 e os Problemas de 22 a 29 da Scgao 5.3. Use o fato de que so as solugdes da 
equagao de Legendre que sao linitas em ambos os pontos ±1 e que sito polinomios de Legendre. 


11.6 Series em Fungoes Ortogonais: Convergencia na Media 

Na Segiio 11.2 afirmamos que. sob certas conduces, uma fungito dada /pode ser expandida em uma serie 
em autofungoes de urn problema de Sturm-Liouville de valores de contorno e que a serie converge para 
[ft r+) + f[x-)]/2 em cada ponto do intervalo aberto. Sob condigoes um pouco mais restritivas, a serie 
converge para/(r) em todos os pontos do intervalo fechado. Estc tipo de convergencia e conhecido como 
convergencia pontual. Nesta segiio vamos descrever um tipo diferente de convergencia, especialmente 
util para series em fungdcs ortogonais. tais como autofungoes. 

Suponha que temos um conjunto de fungoes 0,. 0 2 . <t>n< que sao contfnuas e satisfazem a condigao 

de ortogonalidade 

f r(x)4>,(x)4>j(x) dx = r ’ [ ^ [' 

Jo 11 . 1=1, 


(I) 
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onde reuma funqao peso nao negativa. Suponha. lambent. que queremos aproximar uma fun?ao dada /, 
definida eni 0 < x < I. por uma combina^ao linear de </>,.Ou seja, se 

n 

S„(x) = J2 a i < l>i(x), (2) 

i*l 

queremos escolher coeficientes a . a, de modo que a lun<,ao.S'„ forneqa a mellior aproximaqao possivel 

de /em 0 < .v < 1.0 primeiro problema que cncontramos e enuueiar, precisamenie, o que queremos di- 
zer com "a melhor aproximaqao possivel de /eni 0 < v < 1”. Existem diversos significados razoaveis que 
podem ser dados a esta trase. 

1. Podemos escolher n pontos a .t„ no intersalo 0 < ,v < I e exigir que S„(.v) tenha o mesmo valor que /(.v) 

em cada um desses pontos. Os coelicienies«,. a„ sao c neon trades resolvendo-se o seguinte conjunto de 

equates lineares algebricas: 

n 

=/'V|). i= 1. n. (3) 

r=t 

Este procedimento £ conhecido como o metodo da coloca^ao. Ele tem a vantagem de que e muito facil 

escrever as Eqs. (3): £ precise', apenas, calcular as funtes envolvidas ncs pontos x .. Se esses pontos 

forem bem escolhidos e se n for bem grande.presume-se que S„(a) nflo sera.apenas. igual a t\x) nos pontos 
escolhidos. mas estara. lambent. razoavelmente proximo em todos os outros pontos. No entanto. a eolocaqao 
tem diversas desvantagens. L'ma e que se for adicionada mais uma fungao basica sera necessario mais 
um ponto .v„.. e todos os coeficientes terao que ser recalculados. Isto signilica que nao e cone entente melho- 
rar a precisao de uma aproximas'ao pelo metodo de colocaqSo incluindo-se term os adicionais. Alifm disso.os 
coeficientes a dependem dos pontos v,. . t„. e nao e dbvio qual o melhor modo de selecionar esses pontos. 

2. De modo alternative, podemos considerar a diferen^a I f\x) - -S'„( v)l e tentar torna-la a menor possivel. O 

problema aqui e que iff r) -S it) e uma fun<,'ao de v e dos coeficientes «,. a . e nao e claro como calcular 

os a,. A escolha dos<i que torna l/( v ) - S I v )l menor em um ponto pode torna-lo maior cm outro. Um modo 

de proceder pode ser considerar. entao. o supremo 1 de \)\x) .S„(.v)l para x cm 0 < a < 1 e escolher tt, . 

ti„ de modo a tornar esta quantidade a menor possivel. ()u seja. sc 

£„«7; = SUp |/(.V) — Sj|(A')|, (4) 

escolha ti, . tt de modo a minimizar f Este metodo e intuitivamente muito bom e e usado.com frequen- 

cia. nos calculus tebricox. No entanto. ua pratica em geral e muito dilicil. se nao impossfvel. escrever uma 
formula explicit;! para EJa . ..tt ,). A lent disso.cste procedimento tem uma desvantagem em comum com 
a coloca^ao: ao se adicionar um termo i V„(,v). temos que recalculur todos os coeficientes precedentes. Por 
isso mio e muito usado em problemas praticos. 

3. t )utro modo de proceder e considerar 

/„tfli.«„) = [ r(.v)|/(a) — S„(.r)| dx. (5) 

Jo 

Se r (a ) = 1. entao / c a area entre os gralicos de v = /(.t) e y - .V„( v) (veja a Figura 11.6.1). Podemos entao 
determinar os coeficientes a de modo a mimmi/ar /,. Para evitar complicates resultantes da utilizaqao de 
valores absolutes, e mais conveniente considerar. em vez disso, 

RM\ .<»«)= f Hx)[f(x)-S„{x)\ l dx (6) 

Jo 



1 ’O supremo (sup) 6 uma cola superior que e menor do que todas as outras colas superiores. O sup de uma tunijao limitada 
sempre exisle e £ igual ao m.lximn da funcao.se ela liver maximo. 
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como nossa medida da qualidade da aproximaqao de/(.r) pcla combina?§o linear 5„(.v). Embora R„ scja 
claramenle semelhante a /„ sob alguns aspectos. n5o lem a interpretaqao geom^trica simples de I, Apesar 
disso. matematicamente 6 muito mais fdcil trabalhar com R„ do que com /„. A quantidadc R„ e chamada de 
erro medio quadratico da aproxima^flo de f por 5„. Se a„ forem escolhidas de modo a minimizar R„. 
diremos que 5„ aproxima /no sentido da media quadratica. 

Para escolher a . . de modo a minimizar R„, precisamos satisfazer as condi^des nccessarias 

9/?„/9fl, = 0, i'=l. n. (i) 

Escrevendo a Eq. (7) e observando que 95 ,.(.via, .rt„)/9«, e igual a ohienios 

f)R /■ i 

- ~ ~ =2 r(x)[f(x) - S„(x)\<t>,(x) dx = 0 . ( 8 ) 

da, Jo 

Substituindo 5„( x) pela expressao dada na Eq. (2) c usando a rcla^ao de ortogonalidade (I). temos 

a,= f r(x)f(x)<t>,(x)dx , f=l. n. (9) 

Jo 

Os coeficientes definidos pela Eq. (9) sao chamados de coeficientes de Fourier de /'em relaqao ao con- 
junto ortonormal <£,.<£,.... </>„ e A fumjAo peso r. Como as condigftes (7) sao tipenas necessarias e ntlo sufi- 
cicntcs. para que R„ seja uni minimo e preciso um argumento se par ado para se mostrar que. de fato. R„ e 

miilimizado se os a, forem escolhidos pela Eq. (9). Este argumento csta esboqado no Problema 5. 

Note que os coeficientes (9) sao os mesmos da expansilo em serie de autofunqoes cuja convergencia, 
soh certas conduces. foi enunciada no Teorema 11.2.4. Assim. 5„(.v) e a // esima soma parcial desta serie 

e constitui a mclhor aproxima^ao de f[x) na mddia quadratica que e possivel com as I undoes o. <t>„. 

Vamos supor. daqui em diante. que os coeficientes a, em 5„(.v) sao dados pela Eq. (9). 

A relevancia da Eq. (9) tern dois outros aspectos importantes. Em primeiro lugar ela fornece uma 

formula parti cada a, separadamente, em vez de como um conjunto de cquaqdes algebricas para a . a„. 

como o melodo da colocaqao. por exemplo. Isso se deve a ortogonalidade das fumjoes btisicas c>.. <p n . 

Alem disso, a formula para a, e independente de n. o numero de termos em 5„(.v). O significado pratico 
disso e o seguintc: suponlia que para se obter uma melhor aproximaqao para /desejamos usar uma apro- 
ximaijao com um numero inaior de termos — digainos k termos, com A > //. Entao. nao ha necessidade 
de se recalcular os n primeiros coeficientes em 5,( v). Basta calcular. usando a Eq. (9). os coeficientes 

.... a k que apareceram devido as funqtics btisicas adicionais </>„.. <p k . E claro que se tis funqoes f.re <p„ 

forem complicadas, pode ser necessdrio calcular as integrals numericamente. 

Vamos supor agora que exisle uma sequencia infinita de fumjoes <p,, .continuas e ortonormais 

no inlervalo 0 < x < 1. Suponha. alem disso.que quando n cresce sem limite o erro medio quadratico R„ 
tende a zero. Nesse caso, di/emos que a serie infinita 

,<t>i(x) 

i»i 

converge na media quadratica (ou, simplesmente, na media) ptira f(x). Convergencia na media e um tipo 
de convergencia essencialmente diferente da convergencia pontual considerada ate agora. Uma serie 
pode convergir na mddia sem convergir em cada ponto. Islo e plausfvel, geometricamente. ja que a area 
entre as dutis curvas,que se comporta do mesmo modo que o erro medio quadratico, pode ser zero mes- 
mo que as funqoes nao sejam iguais em todos os pontos. Elas podem diferir em qualquer conjunto finito. 
por exemplo, sem afetar o erro medio quadratico. £ menos obvio. mas tambem verdadeiro. que mesmo 
que uma serie convirja em todos os pontos ela pode nao convergir na media. De fato, o erro medio qua- 
drtUico pode at«S tornar-se ilimitado. Um exemplo desse fenomeno e dado no Problema 4. 

Suponha que queremos saber quais as fun^Oes, definidas no intervalo 0 < x < 1, que podem ser re- 
presentadas por uma serie infinita do conjunto ortonormal <p, % i = 1,2,... A resposta depende do tipo de 

convergencia que queremos. Dizemos que oconjunto0,.</>„.... e completu em relagSo a convergencia 

na media quadratica para um conjunto de funqOes T se, para cada fumjito/em T, a serie 

/(-t) = £<»,>,■ (x), (10) 

i=i 

com os coeficientes dados pela Eq. (9) converge na media. F.xiste uma dcliniqao semelhante para o corn- 
pletamento em relaqao a convergencia pontual. 

Teoremas rclacionados ii convergOncia de series como as da Eq. (10) podem ser reformulados em fun- 
9 ao da ideia de completamento. Por exemplo, o Teorema 11.2.4 pode ser enunciado da seguinte maneira: 
as autofumjoes do problema de Sturm-Liouville 
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Teorema 11.6.1 


EXEMPLO 

1 


-Ip(x)/r + qix)y = kr(x)y, 0 < at < 1. (11) 

<*iy(0) + a 2 y'(0) = o, ^ 1 y(l) + fty , (l) = o 02) 

sao complctas cm rela<;ao & convergencia pontual usual para o conjunto de fun<;oes continuas em0<.t< 
1 coni derivada seccionalmcntc continua neste mcsmo intcrvalo. 

Se a convergencia pontual for substitufda por convergencia na media, o Teorema 11.2.4 podera ser 
bastante generali/ado. Antes de enunciar lal teorema. analogo ao Teorema 11.2.4. precisamos definir o 
que e uma funtjao de quadrado integravel. Lima fungao / e dita de quadrado integravel no intervak) 0 < .v < 1 
se ambas. / e f 1 , sao integrdveis 14 nesse intervale. O teorema a seguir e semelhante ao Teorema 11.2.4. 
exceto que envolve convergencia na media. 


As autofungoes tp, do problems de Sturm-Liouville (11). (12) sao completas em relatjao a convergencia 
na media para o conjunto de (undoes que sao de quadrado integravel em 0 < x < 1. Em outras palavras, 
dada qualquer fun?ao de quadrado integravel /, a serie (10), com os coeficientes dados pela Eq. (9), 
converge para/(.t) na media quadratica. 


A classe de funqoes especilicadas no Teorema 11.6.1 e. de fato. muito grande. A classe de fungoes de 
quadrado integravel inclui funtjoes com muitas descontinuidades. inclusive alguns tipos de descontinuida- 
des infinitas, assim como fungoes que nao sao dilerenciaveis em ponlo algum.Todas essas funifies podem 
ser expandidas em series de autofungoes do problems de Sturm-Liouville (11). (12) que convergent na 
media. No entanto. em muilos casos essas series nao convergent pontualmente. pelo menos nao em todos 
os pontos. Assim, e ntais natural associar a convergencia na media a series de funqoes ortogonais. como 
autofun^bes, do que a convergencia pontual. 

A teoria de series de Fourier disculida no Capitulo 10 e simplesntenle uni caso particular da teoria 
geral de problemas de Sturm-Liouville. Por exemplo. as fungoes 

<t>„(x) = >/2sennnx (13) 

sao as autofungbes norntali/adas do problenta de Sturm-Liouville 

y" + Xy = 0, y(0i = 0. v(l) = (). (14) 


Logo, se f c uma fungao dada de quadrado integravel ent 0 < .v < I. entiio. de acordo com o Teorema 
11 .6.1.a serie 


onde 


X X 

f(x) = ^2 bm&mix) = v'2 f, »i sen mnx, 

w=l m= 1 


(15) 


h 


n\ 



x)<p m (x)dx 



fix) scnrnnxdx. 


(lb) 


converge na media. A serie (15) e precisamente a serie de Fourier cm senos discutida na Seqao 10.4. Se / 
satisft/er as condiqoes ntais fortes enunciadas no Teorema 11.2.4. entiio esta serie converge pontualmente. 
alem de convergir na media. Analogamente, unta serie de Fourier em cossenos esta associada ao proble- 
nta de Sturm-Liouville 


y " + y y = 0. y’(0) = 0. /(I) = 0. 


(17) 


Seja fix) = 1 para 0 < x < 1. Expanda f[x) usando as autofunqoes (13) e discuta a convergencia. pontual e na 
media, da serie resultante. 

A serie tent a forma (15) e sens coeficientes b,„ sao dados pela Eq. (16). Logo, 



senffiJT.t </.» 


A, 

— (1 — cm mix), 
mix 


(18) 


‘Para a integral de Riemann usada no crilculo elementar. as hipdlesesde que/e f sflo integraveis sao independentes.ou seja. 
existent fum,’6es/ tais que /e integravel e f nao e. e vice-versa (veja o Problema 6). Uma integral generali/ada. conhecida 
como a integral de Lebesgue. tent a propriedade (entre outras) que. s e f- c integravel. entAo /' tambem o 4. A expressao de 
quadrado inlegrdvel tornou-se usual em eonexSo com esse tipo de intcgracAo. 
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e a /i-esima soma parcial da siSrie e 


S„(.v> = 2£ 

mas I 


1 — COS OT.T 

-sen/wjrx. 

run 


O crro medio quadratico e 


(19) 


Rn 



S„(.r)]-’ dx. 


( 20 ) 


Calculando R„ para diversos valores de n e fazendo um grafico do resultado.obtcmos a Figura 11.6.2. Esta 
figura indica que R„ decresce semprc que n cresce. 6 claro. o Teorema 11.6.1 afirma quo R„ -» 0 quundo 
n — -x. Pontualmente, sabemos que S„(.v) —» f[x) = 1 quando n -* oc; al<5m disso, S„(x) tem o valor nulo 
em x - 0 e x = 1 para todo n. Embora a s<§rie convirja pontualmente para cada valor de .r. o supremo do 
erro nao diminui quando n aumenta. Para cada //.existem pontos arbitrariamente prdximos de x = 0 e de 
x - 1 onde o erro esta arbitrariamente proximo de 1. 



FIGURA 11.6.2 Dependence em n do erro mddio quadratico R„ no Exemplo I. 


O Teorema 11.6.1 pode ser estendido para cobrir problemas de valores de conlorno auloadjuntos com 
condi^oes de contorno periddicas. tais como o problema 


y" + \y = 0 . 


( 21 ) 


y(-L)-y(L) = 0 . y'(-L) -y\L) = 0 ( 22 ) 

considerado no Exemplo 4 da Se?iu> 11.2. As autofunqdes do problema (21), (22) sao 0„(.v) = cas(nnxlL) 
para n = 0,1,2,... e f„(x) = sen(;t:r.v//.) para n = 1.2,... Se/for uma fungao dada de quadrado integravel 
em -L < .v < L, entao sua expansao nas autofumjdes ip„ e i j/„ e‘ da forma 


3C 


, «o / nnx , nnx \ 

fix) = — 4- 2^ \ a " cos ~yy + b ” sen ~i~) • 

rt=l 

(23) 

1 f L , nnx , 


'* = y J /(*) cos ~yy dx. n = 0,1,2. 

(24) 

1 f L nnx , 


'" = y J /(-v)sen— dx. n - 1,2. 

(25) 


Esta expansao <5 exatamente a serie de Fourier de /discutida nas Se^des 10.2 e 10.3. De acordo com a 
generalizagSo do Teorema 11.6.1, a seuie (23) converge na media, qualquer que seja a fun^ao de quadrado 
integravel /. embora / possa nao satisfazer as condi^oes do Teorema 10.3.1, que garante convergence 
ponlual. 
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PROBLEMAS* i 

41 2. 

4 3. 


h. 


7. 


8 . 


9. 


Estcnda os resultados do Exemplo 1 encontrando o menor valor de it para o qual R„ < 0,02, onde R„ £ dado 
pela Eq. (20). 

Seja J\x) - x para 0 < x < 1 e seja = v^2 sen;?t.T.r. 

(a) Encontre os coeficientes b,„ na expansao de f(x) em lermos de </>,(*). tp,[x) . 

(b) Calcule o erro medio quadrdtico R„ para diversos valores de n e faga um gratico dos resultados. 

(c) Encontre o menor valor de n para o qual R < 0.01. 

Siga as instrugoes do Problema 2 usando /(.i) v( 1 - v) para 0 <x < 1. 

Vamos mostrar, neste problema. que a convergence pontual de umu sequencia 5„(.v) nao implica conver¬ 
gence na media, e reciprocamente. 

(a) Seja S„(x) = n y /xe ~ nr '0 < x < I. Mostre que 5„(.v) — I) quando ;i — -x: para cada x em 0 < x < 1. 
Mostre. tambem. que 

R„ = 


|0 - 5, : (.v)] : tlx = -(1 -e ") 


e. porlanto. R„ — oc quando n -» cc. Logo, a convcrgencia pontual nao implica convergence na 
mddia. 

(b) Seja S’„(.v) = x” para 0 < .r < 1 e seja/(.v) = 0 para 0 < v < I. Mostre que 


/■ 1 

• S„(.r)] J dx = -- 

Jo 2 ii + 


e. portanto, 5„(.v) converge para f[ v) na media Mostre. tambem.que .V„(.v) nao converge para fix) pontual- 
mente cm 0 < ,v 5 1. Logo, a convcrgencia na media nao implica convcrgencia pontual. 

Suponha que as fungOes </>.</>„ salisfazem a relagao de ortogonalidadc (I) e que uma fungao dada /(.v) 

deve ser aproximada por .S', (v) = t\<*> ( 1 ) + ...- c, o. (v 1 . onde os coeficientes t„ nao silo, necessariamente. os 
da F.q. (9) Mostre que o erro medio quadriitico R dado pela Eq (h) pode ser escrito na forma 


R„ — I r(.v)/ : l.v l tlx - V <1* 4 V (c, - 

J 0 * * * 


onde os </, sao os coeficientes de Fourier dados pela Eq (9). Mostre que R e minimi/ado se c, = ti para cada i. 

Vamos mostrar. neste problema. at raves de exemplos. que a integrabilidade (no sentido de Ricmann) de / 

e de f- e independente. 

, „ 0 <r < 1. 

(a) Seja /U) = { 

1 1 10. .«: = <>. 


Mostre que / fix) (lx existe como uma integral imprdpria. mas / f ? tx)tlx nao existe. 

J a 


(b) Seja fix) = 


1 . jtracional, 
— 1 . x irracional. 


Mostre que / f z ix) tlx existe. mas I fix) tlx ntio existe. 
J 0 7(i 


Suponha que quercnios construir um conjunto de polinomios ortonormais no intervalo 0 < x < l,/,(.v). 
fi(x),f ; {x) ./ t (.v).onde ffx) tern grau k. Em outras paIavras.os polinomios tern que satisfazer 


ifrfk) = I fix)f k (x)dx = «,*. 
J 0 


(a) Encontre f,(x) cscolhendo o polinomio de grau zero tal que (/,„/„) - 1 . 

(b) Encontre/j(.v) determinando o polinomio de grau um tal que (f»,f,) = Oe (/",./,) - I. 

(c) Encontre/ : (.r). 


(d) A condigao de normalizagao (/j./J = 1 e um tanto complicada de se usar. Seja £„(.*). g,(.v). gi(x).... 

a sequencia de polinomios ortogonais em 0 < x < 1 normalizados pela condigao g,(l) = L Encontre 
goM.giW eg.(.v) c compare com/,(.v)./(.v) e/,(. x). 

Suponha que queremos construir um conjunto de polinomios ortogonais no intervalo -1 < .t < l, P„(x), 

P i(-t). Pt(x) .onde Pfx) tern grau k: veja o Problema 7. Suponha. alem disso. que P k (.x) e norniali- 

zada pela condigao P^( I) = 1 . Encontre P u (x). P,(x). P (x) e /',(.v). Note que cstes sao os quatro primeiros 
polinomios de Legendre (veja o Problema 24 da Segao 5.3). 

Este problema desenvolve outros resultados associados a convcrgencia na media. Sejam /?„(«,.a„), 

S„(x) e a, definidos pelas Eq. ( 6 ). (2) e (9). respectivamente. 

(a) Mostre que 
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r 1 " 

Rn= / r(x)f : (x)dx -VV. 

J o ,.i 

SugestSo: substitua S„ na Eq. (6) pela soma e integre. usando a relagao do ortogonalidade (1). 

n /** 

(b) Mostre que Y °] - / r(x)f~lx) dx. Este resultado e conhecido como a desigualdade dc Bessel. 

tm\ J\> 

00 

(c) Mostre quo Y a ] converge. 

(d) Mostre que lim R n = / r(x)f'-(x)dx - £< 1 ;. 

Jo -1 

00 

(e) Mostre que £ ci,<p,(x) converge para/(.v) na media se, e somente se, 

1 00 

r(x)f'(x) dx = Y.a;. 


1.1 


/ 


i=l 


Esse resultado e conhecido como a equagao de Parseval. 

Nos Problemas de 10 a 12.sejant 0,.0,. <t >„.... as autofungdes normalizadas do problema de Sturm-Liouville 

( 11 ). ( 12 ). 

10. Mostre que se a„ e o n-esimo coefkiente de Fourier de uma fungao de quadrado integrdvel /. entao 
lim a„ = 0. 

n —tc 

Sugestao: use a desigualdade de Bessel. Problema 9(b). 

11. Mostre que a stlrie 

0t (.t) 4- 0;(.r) + • • ■ + <t>n(X) H- 

nao pode ser uma sdrie de autofungocs para nenhuma fungao de quadrado integravel. 

SitgestOo: veja o Problema 10. 

12. Mostre que a s<5rie 


<M.v) 

+ ~7T + 


</>..(v) 

Jn 


nao pode ser uma serie de autofungdes para nenhuma fungtlo de quadrado integravel. 

Sugcsliio: use a desigualdade de Bessel. Problema 9(b). 

13. Mostre que a equagao de Parseval no Problema 9(e) e obtida formalmente elevando-sc ao quadrado a 
serie (10) correspondent a /. multiplicando pela fungao peso r e integrando termo a termo. 


HI II It I \t l\s Os livros a seguir forum mencionados no te.xto em conexao com determinados leorentas sobre problemas de Sturm- 
Liouville: 

Birkhoff. G..and Rota.G.-C ..Ordinary Differential Equations (4th ed.) (New York: Wiley. 1989). 

Sagan. H.. Boundary and Eigenvalue Problems in Mathematical Physics (New York: Wiley. 1961: New York: Dover. 
1989). 

Weinberger. H.. A Eirsi Course in Pariial Differential Equations (New York: Wiley. 1965: New York: Dover. 1995). 

Yosida. k.. Lectures on Differential and Integral Equations (New York: Wiley-lnlerscience. I960: New York: Dover. 
1991). 

Os livros a seguir sao fontes convenientcs para dados numericox ou graficos sobre funyOes de Bessel e de Legen¬ 
dre: 

Abramowitz, M., and Stegun. I. A. (eds.). Handbook of Mathematical Functions (New York: Dover. 1965): originally 
published by the National Bureau of Standards.Washington. DC. 1964. 

Jahnke. E.. and Emde. F.. Tables of Functions with Formulae and Curs es (Leipzig: Teubner. 1938: New York: Dover. 
1945). 

Os livros a seguir tamhem content muila informagAo sobre problemas de Sturm-Liouville: 

Cole. R. H.. Theory of Ordinary Differential Equations (New York: Irvington. 1968). 

Hochstadt. H.. Differential Equations: A Modern Approach (New York: Holt. 1964: New York: Dover. 1975). 

Miller, R. K.. and Michel. A. N.. Ordinary Differential Equations (New York: Academic Press, 1982). 

Tricomi. F. G., Differential Equations (New York: Hafner, 1961). 



Respostas dos 
Problemas 


C A P i T U L 0 I 


Sc^ao 1.1 


1. y —» 3/2 quando r —* 

3. y se afasta de -3/2 quando t — %. 
5. v se afasta de -1/2 quando t — a. 
7. / = 3 - y 
9. = y - 2 


2. y se afasta de 3/2 quando 1 —*• oc 
4. v — -1/2 quando t —*• oo 
6. v se afasta de -2 quando t — oo 
8. y = 2- 3 v 
10. y’ = 3y - 1 


11. > = 0 e y = 4 s5o solugoes de equilfhrio; y -* 4 se o valor inicial e 4 positivo; y se afasta de 0 se o valor 
inicial e negativo. 

12. v = 0 e y = 5 sao solu;6es de equilfhrio; v se afasta de 5 se o valor inicial e maior do que 5; y —► 0 sc o 
valor inicial e menor do que 5. 

13. y “ 0 e soluqao de equilfhrio; y — 0 se o valor inicial e negativo; y se afasta de 0 se o valor inicial e 
positivo. 

14. y = 0 c y = 2 sao solutes de equilfhrio; y se afasta de 0 se o valor inicial e negativo; v -» 2 se o valor 
inicial esta entre 0 e 2;y se afasta de 2 se o valor inicial £ maior do que 2. 

15. (j) 16. (c) 17. (gl 18. (b) 19. (h) 20. (e) 

21. (a) dq/dt = 300(10 -J — ql0 -t, );q em g./em h 
(b) q —» 10 4 g; niio 

22. dV/di = -kV l,i para algum k 0. 


23. dit/dt = -0.05(/i — 70); ii sen°F.r em minutos 

24. (a) dq/dt = 5(K) - 0.4<7; q em mg. t em h (b) q — 1250 mg 

25. (a) mv' = mg - kv 2 (b) v -* yjmg/k 

(c) A: = 2/49 


26. y e assintbtico a t - 3 quando t -» do 27. y —» 0 quando t —» oo 

28. y —► oc, 0 ou -oo. dependendo do valor inicial de y 

29. y — oc ou -oc. dependendo do \alor inicial de y 

30. y —► oc ou -oc ou y oscila, d epende ndo do valor inicial de v 

31. y -* -oo ou e assintotico a -Jit - 1, dependendo do valor inicial de y 

32. y —• 0 e entao deixa de existir depois de algum instante t/> 0 

33. y -*■ oc ou -oc, dependendo do valor inicial de y 


Scgao 1.2 

1. (a) y = 5 4- (y 0 - 5)*-' (b) y = (5/2) + [y 0 - (5/2)]e-* 

(c) y = 5 + (y 0 - 5)e~ 2 ‘ 

A solui;ao de equilfhrio e y = 5 em (a) c (c).y = 5/2 cm (b): a solugao lende ao equilfhrio mais depressa 
em (b) e (c) do que em (a). 

2. (a) y = 5 + (y 0 - 5)^ (b) y = (5/2) + ly 0 - (5/2)]^ 

(c) y = 5 + (y 0 - 5)^ 

A solucao de equilfbrio <5 y = 5 em (a) e (c).y = 5/2 em (b): a soluijao se afasta do equilfhrio mais de¬ 
pressa em (b) e (c) do que cm (a). 


555 




556 Respostas DOS Problemas 


3. (a) y = ce " 4- ( b/a ) 

(c) (i) O equilibrio e niais haixo e 6 aproximado mais rapidamcnte. (ii) O equilibrio £ mais alio, (iii) O 
equilibrio permanece o mesmo e 6 aproximado mais rapidamcnte. 

4. (a) y, = b/a (b) Y' = aY 

5. (a) y,(/) = ce°' (b) y = ce al + (b/a) 

6. y = ce' 1 " + (b/a) 

7. (a) 7' = 2 In 18 = 5.78 meses (b) 7 = 2 ln[900/(900 - p 0 )J meses 

(c) p 0 = 900(1897.8 

8. (a) r = (ln2)/30dias _l (b) r = (ln2)/.Vdia-‘ 

9. (a) T = 5 In SOS 19.56 s (b) 718.34 m 

10. (a) dv/dt = 9,8. u(0) = 0 (b) T = ^300, 4.9 S 7.82 s 

(c) e S 76.68 m/s 

11. (b) y = 49tanh(//5) m/s (e) x = 245 In cosh(r/5) m 

(f) 7 2 9,48s 

12. (a) r 2 0,02828 dia~‘ (b) Q(t) = 100^" ,J0282fU 

(c) T 2 24,5 dias 

14 1620 ln(4/3)/ In 2 2 672.4 anos 

15. (a) u = r + (iio- T)e- kl (b)*r = ln2 

16. 6,69 h 

17. (a) Q(t) = CV( 1 - e-' IRC ) (b) Q(t ) -*• CV = (?,. 

(c) Q(t) = CV exp[-(/ - t\)/RC\ 

18. (a) Q' = 3(1 - 10- J (?). 0(0) = 0 

(b) Q(t) = 10 J (1 - r 3,/l0, ).iem h: depoisdc 1 ano Q = 9277.77 g 

(c) Q =- 3Q/10 4 . 0(0) = 9277.77 

(d) Q(l) = 9277.77c _3,/,u4 , z cm h: dcpois dc 1 ano Q = 670.07 g 
(c) 7 2 2.60 anos 

19. (a) q' = -Z//300, q( 0) = 5000 g (b) q(t) = 5000c 

(c) n 3o (d) 7 — 300lni25/6) 2 428,13 min 2 7.136 h 

(e) r = 250 ln(25/6) 2 356,78 gal/min 

Sevan 1.3 

1. Segunda ordem. linear 

3. Quarta ordem. linear 
5. Segunda ordem. nao linear 
15. r = -2 

17. r = 2,-3 
19. r = -1,-2 
21. Segunda ordem, linear 
23. Quarta ordem, linear 

C A P j T U L 0 2 Se\-ao 2.1 

1. (c) y = ce“ 3f + (1/3) - (1/9) + c -2 *; y e assintdtica a //3 - 1/9 quando z -♦ oo 

2. (c) y = ce 21 + z 3 e 2, /3; y -* oo quando / -* oo 

3. (c) y = ce -1 + 1 + t-c~'/2\ y 1 quando / -* oo 

4. (c) y = (c/t) + (3cos2z)/4/ 4- (3 sen2/)/2; y 6 assintoliea a (3 sen It) /l quando t —<■ oo 

5. (c) y — ce 21 — 3^; y -*■ oo ou—oo quando t -* oo 

6. (c) y = (c — /cosz + sen /)// 2 ; y -*■ 0 quando t -* oo 

7. (c) y = / 2 e~ r + cc r ; y -► 0 quando / —► oo 

8. (c) y = (arctanM- c)/(l + z 2 ) 2 ; y -► 0 quando / -* oo 

9. (c) y = ce~ ,fl + 3f - 6; y 6 assintdtica a 3t - 6 quando z -► oo 

10. (c) y = — te~‘ +ct; y -* oo,0,ou— oo quando t -* oo 

11. (c) y = ce~‘ + sen 2t - 2 cos 2/; y (5 assintdtica a sen 2/ - 2 cos 2 1 quando / -* oo 

12. (c) y = ce-" 2 + 3/ 2 - 12/ + 24; y <5 assintdtica a 3/ 2 - 12/ 4- 24 quando / -* oo 

13. y = 3e , +2(/-l)e 2 ' 14. y = (/ 2 - l)tr 2 '/2 

15. y = (3/ 4 — 4/ 3 + 6/ 2 + l)/12z 2 16. y = (sen/)// 2 

17. y = (/ + 2)e 2 ' 18. y = r 2 [(;r 2 /4) - 1 - / cos / + sen/| 

19. y = -(1 + t ,4 0 20. y = (/ - 1 + 2e- , )/f. t # 0 


2. Segunda ordem. nao linear 
4. Primeira ordem. nao linear 
6. Terceira ordem. linear 
16. r= ±1 
18. r-0,1,2 
20. r = 1.4 

22. Segunda ordem. nao linear 
24. Segunda ordem, nao linear 
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21 . (b) y = -jcosr + *sen/ + (u+ |)e" 2 ; a 0 = 

(c) yoscila para a = a u 

22. (b) y = -3e ' /3 + (a + De" 1 -, a u = -3 
(c) y -*• -oo para a = a n 

23. (b) y = [2 + a( 3.t + 4)e 2 " 3 - 2e~ , " / '-)/On + 4); a„ = - 2 /( 3.7 + 4) 

(c) y -* 0 para a = a n 

24. (b) y = lc~' + (ea - 1 )e~'/t\ a () = 1 /e 
(c) y -* Oquando t -* 0 para a = a 0 

25. (b) v = -(cosr)/( : + jr 2 «/4f 2 ; «» = 4/;r 2 
(c) y -* 1 quando / -» 0 para a = fl (l 

26. (b) y = (e 1 - e + a sen l)/scn f: flu = (e - l)/sen 1 
(c) y -*■ 1 para a = a 0 

27. (f.y) = (1.364312:0.820082 ) 28. y„ = -1.642876 

29. (b) y = 12 + cos2( + |j sen 2 1 - ~e'" 4 ; y oscila em torno de 12 quando r -» oo 
(c) / = 10,065778 

30. y 0 = -5/2 

31. yo = -16/3; y —• —oo quando t —* oo para y 0 = -16/3 

39. Veja o Problema 2. 40. Veja o Problema 4. 

41. Veja o Problema 6 . 42. Veja o Problema 12. 

Sct,'ao 2.2 

1 . 3>~ - 2x 3 = c; v^O 2. 3y* — 21n|l+x 3 | — c, x£— l.y#0 

3. y _I -r cos.v — c sey ?= 0; tambem y = 0 ; em toda parte 

4. 3y + y 2 - .v 3 + .t = c; y / -3/2 

5. 2 tan 2y - 2x - sen Zi = c se cos 2y # 0; tambem y = ±(2// + 1 >?r/4 para todo inteiro 
n; em toda parte 

6 . y = sen|ln |x| + c]se.v £ 0 e|y| < 1 ; tamWm y = ±1 

8 . 3y + y 3 - x 3 = c: em toda parte 

(c) -2 < .t < 3 
(c) -1 < .v < 2 

(c) —1.68 < x < 0.77 aproxiniadamentc 
(c) 0 < 0 < y/e 
(c) —oc < x < oc 

(c) |x| < i v' - 5 
(c) .r > 5 v75 
(c) —oc < .r < oc 

(c) -1.4445 < .v < 4,6297 aproximadamente 
(c) |jt| < 2,0794 aproximadamente 
(c) lx - 7 r/ 2 | < 0,6155 

(c) -1 < x < 1 

22 . y 3 - 4y - x 3 = — 1 , |.r 3 — 11 < 16/375 ou —1.28 < x < 1.60 

23. y = —l/(x 2 /2 + 2x - 1); x =-2 

24. y = -3/2 + y/Zx - e' + 13/4; x = In 2 

25. y = -3/2 + y/scnlx + 1/4; x = tt/4 26. y = tan(x J + 2x); x = -1 

27. (a) y — 4 sey 0 >0; y = 0 sey„ = 0; y-* -oosey 0 < 0 

(b) T = 3,29527 

28. (a) y -* 4 quando / —► oo (b) T = 2.84367 

(c) 3.6622 < y 0 < 4.4042 

29. x = -y 4- a< * y^ C In |«y + b\ + k 4 , a £ 0, ay + 6^0 

a a- 

30. (e) |y + 2x| 3 |y - 2r| = c 31. (b) arctan (y/x) - In |x| = c 

32. (b) x 2 + y 1 - c.r 3 = 0 33. (b) |y - x| = c|y + 3x| 5 ; lambent y = x 

34. (b) |y + x||y + 4x | 2 =c 

35. (b) 2x/(x + y) + In |x + y| = C, tambem y = -x 

36. (b) x/(x + y) + In |x| = c; tambem y = -x 37. (b) |x| 3 |x 2 - 5y 2 | = c 
38. (b) c|x | 3 = |y 2 — x 2 | 


7. y 2 — x 2 4- 2(e v — f') = c; y 4- e- £ 0 


9. (a) y = 

10. (a) y = 

11. (a) y = 

12. (a) r = 

13. (a) > = 


14. (a) y 

15. (a) 

16. (a) 

17. (a) 

18. (a) 

19. (a) 

20. (a) 


-[ 


1 /( x~ - x - 6) 

— y/Zx - 2r 2 + 4 
|2(1 - x)e' - 1| 122 
2/(1 — 2 In «) 

—J2 Int 1 4 -x 2 ) + 4|' 2 

3 - 277 + 71 ''’ 


-J+ i74x 2 -15 
-7(x 2 + l)/2 
5/2 - N /x ' -e- +13/4 
+ 1 765 - 8c* - 8e- 
[.t — arcsen(3cos 2 x)|/3 

[j(arcsen x) 2 + 1 j 
21. y 3 - 3v : - x - x 3 + 2 = 0. |x| < l 
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2 . Q(0 = 120 y(l - exp(—f/60)]; 
c = 121/125 Ib/gal; 


120 ^ 


(c) 9.77% 

10. (a) S89.034.79 
(b) $152,698.56 
(b) Qo exp(-0.00012097f) 


(b) $102,965.21 


i cm anos 


0 < t < tf = 6,6745 (semanas) 

(b) r = 10 In 2 S 6.9315 

16. t = In j / In min = 6.07 min 

(c) r S 750.77 s ' 


Se^ao 2.3 

1 . t = 100 In 100 min = 460,5 min 

3. Q = 50p -0 ' 2 (1 - e~ 01 ) lb = 7,42 lb 

4 . Qu) = 200 +1 - [100(200) 2 /(200 + r) 2 ] lb, t < 300; 
lim c = 1 Ib/gal 

5. (a) Q(t) = + 25 - ^ cosr + ^sen t 

(c) nivcl = 25; amplitude = 25v/250l/5002 = 0.24995 

6 . (c) 130.41 s 

7. (a) (ln2)/ranos (b)9,90anos (c) 8 . 66 % 

8 . (a) k(e” — l)/r (b)*S$3930 

9. k = $3086,64/ano; $1259,92 

11. (a) r = 135,36 meses 

12. (a) 0.00012097 ano -1 
(c) 13.305 anos 

13. P = 201.977,31 - 1977,31e (ln2 >', 

14. (a) r 2 2,9632; nao 
(c) r = 6.3805 

15. (b) y c = 0,83 

17. (a) u(D = 2000/(1 +0.048f) ,/3 

18. (a) u{t) = ce~ k ‘ + T 0 + kT\{kcoswt + a)senwt)/{k : + ur) 

(b) R S 9,11°F ; r S 3 .51 h 

(c) R = kT\/-Jk 2 + w 2 ; r = ( 1 /cn) arctan (tu/k) 

19. (a) c = k + ( P/r) + [c 0 - * - (P/r)]e~ n/v : lim c = k + (P/r) 

(b) T = (Kln2)/r, r = (V In 10)/r 

(c) Superior, T = 431 anos; Michigan. T = 71.4anos; Erie, T = 6.05 anos;Ontario. T = 17.6anos 

20. (a) 50.408m (b) 5,248s 21. (a) 45.783m (b) 5.129s 

22. (a) 48,562 m (b) 5,194 s 

23. (a) 176.7 ft/s (b) 1074,5 ft (c) 15 ft/s (d) 256.6 s 

24. (a) dv/clx = - t iv (b) n = (66/25)In 10 mi 1 = 6.0788 mi 1 
(c) r = 900/(11 In 10) sS 35.533 s 

. . m 2 g , /, kv 0 \ m id m ( kv a \ 

k 1 \ mg) k k V mg J 

26. (a) v = -(mg/k) + |un + (mg/k)]exp{—kt/m) (b) i = no - gr, sim 

(c) v = 0 para l > 0 

27. (a) v L = 2a 2 g(p - p')/9p (b) e = 4.T« 3 g(p - p')/3E 

28. (a) 11.58 m/s (b) 13.45 m (c) k > 0,2394 kg/s 

29. (a) v = RJ2g/(R + x) (b) 50.6 h 

30. (b) x = ui cos A, y = -gt 2 /2 + ut sen A +/i 

(d) -16L 2 /(m 2 cos 2 A) + LlanA + 3 > H 

(e) 0,63 rad <A< 0.96 rad (f) u = 106.S9 ft/s, A = 0.7954 rad 

31. (a) v = (ucosA)e~", w = -g/r + (usen A + g/r)e~ n 

(b) x = u cos,4(1 - e~ n )/r, y = -gt/r + (usen/l + g/r)( 1 -e n )/r + h 
(d) u = 145,3 ft/s, A = 0,644 rad 

32. (d) k = 2,193 


Se<,ao 2.4 

1 . 0 <t <3 
3. n/2 < I < 3 tt/2 
5. -2 <t <2 
1. 2t + 5y > Oou2r + 5y < 0 


2. 0 < t < 4 
4. —oo < i < —2 
6 . 1 < t < x 
8. r’+y 2 < 1 


9. 1 - f 2 + y 2 > Oou 1 - t 2 +y 2 <0, t £ 0, y £ 0 
10. Em todoo piano 11. y#0, y / 3 

12. t ^ nn paran = 0,±1,±2....; y/-l 13. y = ±<Jyi — 4 1 2 sc yo / 0; |r| < |y u |/2 

14. y = ((1/yo) - f 2 l~ 1 sey 0 ? 0; y = Osey 0 = 0; 

o intervalo 6 |/| < \/^yi)Scy 0 > 0; -oo < t < oo scyo £ 0 

15. y = yo/j2tyl + lscy 0 / 0; y = 0 sey 0 = 0; 

o intervalo e - l/2y 2 , < t < oo se y u 0; —oo < t < oo sey u = 0 
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16. y = ±y*ln(l + / 3 )+y< 2 : -(1 - exp(-3yj/2)l 1/3 < r < oo 

17. y -» 3 se v'h > 0 ; v = 0 sey 0 = 0 ; v — -oo sc y 0 < 0 

18. y — — 5 c scyu < 0 : y —» Oseyo > o 19. y —► Oscyo < 9; y — ocsey 0 > 9 

20. y —» -oose y„ < yv == —0.019: caso contrario y e assinioticaa -Jt - 1 

21. (a) Nao (b) Sim: faqa /„= Vi na Eq. (19) no texto 

(c) Ivl < (4/3)' •' a 1.5396 

22 . (a) v,(/) e uma soluijao para 1 2 2:\\(t) e uma solucao para todo z 
(b) / naoe continua em ( 2 ,- 1 ) 

1 1 f 

26. (a) yi<f)=-: y 2 (r) = —— / p{s)g(s)ds 

nU) nU) y,„ 


28. y = ±|5r/(2 + 5cr 5 )] 1/2 

30. y = + fee * 2 *')] 1 ’ 2 

31. y s ± \n(t) / [2 f p{s)ds + c 


29. v = r/(k + ere ") 


1,2 

. ondejz(Z) = exp(2f sen/ + 277) 


32. y = 4(1 — e' 2 *) para 0 < t < 1; y = i(e 2 - lie 21 para 1 > 1 

33. y = e~* para 0 < 1 < 1; y = «• '^"para/ > 1 


St<;a<> 2.5 


l. 

2 

3. 

1 

6. 

8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

13. 

15. 

16. 
17. 

IS. 

19. 

20 . 
21 
22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 
27. 


28 . 


v = 0 i instavel 

v = alb e assinloticamenlc estavel. \ - Oe instavel 

y = 1 £ assinloticamenlc estavel, y - 0 c y - 2 sao instavcis 

y = 0 e instavel 5. y = 0 <5 assinloticamenlc cstavel 

y = 0 £ assintoticamente est.lvel 7. (c) v = [v,, + (I - v, )*/)/(! + (1 -y„)7cz| 

y = 1 £ semiestavel 

y = -1 e assintoticamente cstavel.y = 0 e semiestavel. v = I e insttivel 
y = -1 ey = 1 sao assintoticamente estiiveis, v = 0 e instavel 
y = 0 e assintoticamente est.lvel.y = h a- e instavel 
y = 2 £ assintoticamente cstavel. v = 0 e semiestavel. \ - -2 £ instavel 
y = 0 e y = I silo semiestaveis 

(a) r = (1 /r) In 4; 55.452 anos 

(b) T = (l/r)ln|0(l — cr)/(l -/))a|: l75.78anos 


(a) y = 0 e instavel. v = K e assintoticamente cstavel 

(b) Convexa para 0 < y < Ki c. concava para K c <y< h 

(a) y = ACT expl[ln(yo//C)]f "| (b) \ (2) = 0.7153A. = 57.6 x 10" kg 

(c) r S 2. 215 an os 

(b) (h/a)y/k/ax\ sim (c) k/a < 7ta : 

(b k : /2g{aa) 2 

(c) Y = Eyi = K E\ 1 - (E/r)\ (d) Y,„ = Kr/4 para E *= r/2 

(a) y u = K[l T yi - (Ah/rK)\/2 

(a) y - 0 e instdvel.y = 1 e assintoticamente cstavel 

(b) y = yu/Lyo + (1 I 

(a) y = yoe-* 1 ' (b) .t = *1 exp|-ory u < 1 - (c) jr () exp(-ayo//J) 

(b) z = l/[v + (1 - v)e m ] (c) 0.0927 

(a.b) a = 0 : y = 0 e semiestavel. 

a > 0 : \ = y/dii assintoticamente cstavel e y = —y/tz e instavel. 

(a) a < 0 :y = 0 e assintoticamente estavel. 

it > 0 : y = 0 e insttivel: y = sfa e y = ->/« stlo assintoticamente estiiveis. 

(a) a < 0 : v = 0 £ assintoticamente estdvel e y = a e instavel. 
rt = (): y = 0 e semiestdvel. 

a > 0 : v = 0 e instavel e v = a e assintoticamente estavel. 

_ 1 ] 

(a) Urn x(t) = min(p.< 7 ): a:(/) = 


(b) lim.v(/)=p; 
1—* 


p'at 
pat + 1 


-r(/) = 
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Seqao 2.6 

1. .t 2 + 3.v + r - 2.V = C 

3. .v 3 — xry + 2.v 4- 2 y 3 + 3y = c 
5. ax 2 + 2bxy + cy 2 =k 

7. «.*' sen y + 2y cos x = c; tambemy = 0 
9. c" cos 2.C + .t 2 — 3y = c 

11. Nao e exata 

13. y = [x + s/28 - 3.v 2 ]/2, |.t| < 

14. y = [x - (24c 3 + .r - 8.v - 16) 1/2 ]/4, 
15.6 = 3; x 2 y 2 + 2_r 3 y = c 

19. .v 2 4 2 In |y| - y~ 2 = c; tambem y = 0 
21. .cy 2 - (y 2 -2y + 2)e y = c 

24. y<(/) = exp / /?(/) dt, onde t = xy 

26. /.i(x) = e~ 4 ; y = ce' + 1 + <r x 

28. /<(y) = e 2v /y: are 2 - 1 ' - In |y| = c: 

29. n (y) = sen y; e x sen y + y 2 = c 
31. n (x, y) = -cy; ar 3 y + 3.c 2 + y 3 = c 


2. Nao e exata 
4. x 2 y 2 + ley = c 
6. Nao <5 exata 
8. Nao e exata 
10. y In* + 3* 2 - 2y = c 
12. -t 2 + y 2 =c 


x > 0.9846 

16.6=1: e llv +.c 2 = c 
20. e' sen y + 2y cos x = c 
22. .c 2 ^ sen y = c 

25. fi(x) = e 1 '; (3.c 2 y + y 3 )e 3v = c 

27. n (y) = y; .cy + y cosy - seny = c 
lambent y = 0 

30. fily) = y 2 ; .c 4 + 3.vy + y 4 = c 


Segiio 2.7 


1. (a) 1.2:1.39; 1.571:1.7439 (b) 

(c) 1,19631; 138335; 1,56200; 1.73308 (d) 

2. (a) 1.1; 1.22; 1.364; 1.5368 (b) 

(c) 1.10775: 1.23873; 1.39793: 1,59144 (d) 

3. (a) 1.25; 1.54; 1,878: 2.2736 (b) 

(c) 1.26551: 1.57746; 1.94586; 2.38287 (d) 

4. (a) 0.3;0.538501:0.724821:0.866458 


I b) 0.284813; 0.513339; 0.693451; 0,831571 

(c) 0.277920:0.501813; 0.67S949; 0.815302 

(d) 0.271428:0,490897:0.665142:0.799729 


1.1975:1,38549:1.56491:1.73658 
1.19516; 1.38127; 1.55918:1.7296S 
1,105: 1.23205: 1,38578; 1,57179 
1.1107: 1.24591; 1.41106; 1.61277 
1.26; 1,5641: 1.92156; 2.34359 
1.2714: 1.59182: 1.97212; 2.42554 


5. Converge para y > 0; nao esta delinida para v < 0 6. Converge para y > 0; diverge para y < 0 

7. Converge 

8. Converge para ly(0)l < 2,37 (aproxiniadamente): diverge nos outros casos 

9. Diverge 10. Diverge 

11. (a) 2,30800; 2.49006;2.60023; 2.66773; 2.70939:2.73521 

(b) 2,30167:2.48263; 2.59352; 2.66227; 2.70519:2.73209 

(c) 2.29864; 2,47903; 2.59024; 2.65958; 2,70310; 2.73053 
Id) 2.29686;2.47691;2,58830;2.65798;2.70185:2.72959 

12. (a) 1,70308; 3.06605; 2.44030; 1,77204:1.37348:1,11925 

(b) 1.79548:3,06051; 2.43292; 1,77807; 1,37795; 1.12191 

(c) 1.84579; 3.05769; 2.42905:1.78074; 1.38017; 1.12328 

(d) 1.87734:3.05607:2,42672:1.78224:1.38150:1.12411 

13. (aj -1,48849;-0,412339; 1.04687; 1,43176:1.54438; 1,51971 

(b) -1.46909; -0,287883; 1.05351; 1.42003:1.53000:1.50549 

(c) -1,45865;-0.217545:1.05715; 1.41486; 1.52334; 1.49879 

(d) -1.45212; -0.173376:1.05941:1.41197:1.51949; 1.49490 

14. (a) 0.950517; 0,687550; 0.369188; 0.145990; 0.0421429; 0,00872877 

(b) 0.938298; 0,672145; 0.362640:0.147659; 0,0454100; 0.0104931 

(c) 0.932253; 0.664778; 0,359567; 0.148416; 0,0469514; 0,0113722 

(d) 0,928649:0.660463; 0 357783; 0.148848; 0.0478492; 0.0118978 

15. (a) -0.166134; -0,410872; -0,804660:4.15867 
(b) -0,174652; -0,434238; -0.889140; -3,09810 


16. Uma estimativa razoavel para v ent t = 0,8 e entre 5,5 e 6. Nao e possivel obler uma estimativa confiavel 
em t = 1 dos dados especilicados. 

17. Uma estimativa razoavel para yemt = 2,5 e entre 18 e 19. Nao e possivel obter uma estimativa contia- 
vel em t = 3 dos dados especilicados. 

18. (b) 2,37 < o 0 < 2,38 19. (b) 0,67 < a 0 < 0,68 



Respostas oos Problcmas 561 


Se\ao 2.8 

1. dw/ds = (s + l) 2 + (»' + 2) 2 , u'(0) = 0 2. dw/ds = 1 — (u> -f- 3)\ u.'(0) = 0 

" 2*r* 

3. (a) MO = £-rr 


k\ 

k=l 

A (—l)*f* 

4. (a) MO = V 

k = \ 
n 

5. (a) 0„(f) = ^(-l)* +l f**'/(A:+l)!2* 1 (c) lim r - x MO * 4c'" 2 + 2/ - 4 


(c) lim„_ x MO = e* - l 
(c) lim r _ x MO = e~' - 1 


6. (a) M/) = '- 


n-t-l 


(rt+ 1)! 


(c) lim„_ x MO = r 


r <*' *■*'> - £ 1.3.5 ia '(2>- 


_ ,3k-I 

8. (a) (MO = -} ■ -—— 

4-- 2 • 5 - 8 • • • (3Jt - 


(2*-l) 


2-5-8--.(3*-l) 
t 3 i 3 r 7 r J r 7 2r M r’ 5 

9. (.> ♦,(,> - 3: «0-3 + 7^( «'"» » 3 + 7-5 + rmr + (T^iMS 

r 4 r 4 V 3r lu r 1J 

10. *<>—«( j + ^j-TTTo + 647(3 

1 - r 4 t h 

11. (a) MO = r. MO = r- — + + 0(r s ), 

1\ 4! o! 

r i 3 r 4 7r* 14r'’ 

WO = , - ^ + 3! + 4j-5r + -Sr + 


r- r 


7 r 5 31r h 


^ ,,) = f ' 2 i + 3i _ 5i' + “6r + c,(,7) 


12. (a) MO = -r-r : - -. 


MO = -»-- + - + T - J -- + 0(r 7 ) . 


r- r 4 3r 4^ „ 7 


-I + i-S + T5 + 0( '’’ 


?(' 


Se^ao 2.9 

1. y„ = (-l)''(0.9)"vo; y„ -» 0 quandon —► 00 

2. y« = Vo/(« + 1): y„ — 0 quando n -► 00 

3. _y„ = y»v/(n +2)(/i + l)/2: y„ —• 00 quandon — >; 

I > 0 . sen = 4k o\in—4k — 1: 

— | -y 0 . sc« = 4A; - 2oun = 4k - 3: 

y„ n3o tem limite quando 11 -* oc 

5. >■„ = (0,5)"(,v'o - 12) + 12; -*• 12 quando n -> x 

6. v n = (—1 )"(0.5)"( Vu - 4) + 4; y„ -* 4 quando n — dc 

7. 7.25% S. $2283.63 

9. $258.14 

10. (a) $804.62 (b) $877.57 (c) $1028.61 


11. 30anos: $804.62/mes; $289,663.20 total 

20anos: S899,73/mes; 

$215,935.20 total 

12. $103,624,62 

13. 9,73% 

16. (b) u n —* —00 quando n -* 00 

19. (a) 4.7263 (b) 1223% (c) 3.5643 

(e) 3.5699 

Problcmas Variados 

1. y = (c/x 2 ) + (x 3 /5) 

2. 2y + cosy — a: - sen x = c 

3. x 2 + xy - 3.v - y 3 = 0 

4. y = — 3 + cc 1- '' 

5. x 2 y + xy 2 + x = c 

6. y = jc -, ( 1 — e 1- *) 

7. x*+x—y 2 — y 3 —c 

8. y = (4 + cos 2 - cos a)/at 2 

9. x 2 y + x + y 2 = c 

10. at + In |.r| + x 1 + y — 2 In |y| = c; tambem y = 0 
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11. (r'/3) +xy + e y =c 
13. v = tan(jc + x 2 + c) 

15. y = c/cosh‘(.r/2) 

17. y = ce 3 * - c 2 * 

19 . 2xy + xy* - x 2 = c 
21. 2-ty 2 + 3.rv - 4.v 4-y 3 = c 

e 21 e~' 

23.y=- + c T 

25. ix 2 /y) + arctanO/*) = c 

27. (,r : + y 2 + 1)<T ,J = c 

29. arclan(y/.t) - In Jx 2 + y 2 = c 

31. *V + V = -4 

34. (a) v = / + (c —0" 1 

(c) y =senf + (ccosr — |senr) 1 

35. (a) f* - [JC(0 + ft]u = ft 


12. y = ce 1 4- e~ x ln( 1 + e') 
14. x 2 4- Iry + ly 2 = 34 
16. e ' cosy + e : 'sen .v = r 
f X 

18. y = e~ 2 ' I e ■ ds + 3* 1 
Jo 

20. e* + e~ f — c 

22. y 3 + 3v - jc 3 + 3.t = 2 


24. sen y sen 3 x = c 


26. e ' yl * + In |jt| = c 

28. jr J + ,ry = c 

30. (r/.r') + (y/jr) = c 




X l 




(b) y = /“• + 2/(c - / : ) 


2 


(b) t = [ft/ n(l)dt + c]/m(0. hU) = exp[-(«r/2) - bt] 

36. y = q/ -1 + q + Inf 37. y = q Inf + q + / 

38. v = (1/A) In \(k - t)/(k + 01 + c : seci = A: 2 > 0; y = (2/A) arctan<//A) + qse 
c, = -k 2 <0; y = -2r' + q se q = 0: (amWm y = c 

39. v = ±\{i - 2ci) v /T+ci’ + q; tambdmy = c Sugcstdo: ^(i ) = e' 3 uni fakir integranle. 

40. y = qe~' + q — te~‘ 

41. q.v = qr - In 11 + c,/| + qseC| / 0; y = U 2 + q se C| = 0: tambem y = c 

42. v 2 = q/ + q 43. y = qsen(f + q) = A| sen t -f k 2 cosr 

44. ly 3 - 2ciy + c 2 = 2t: tanihtJm y = c 45. / + c 2 = ± ij O' - 2ci >0' + fi ) I/J 

46. v In ly| - y + qy +1 = c 2 ; lambem y = c 47. c' = (/ + q) : + C| 

48. v = )<f + 1) 3/2 - i 49. y = 2l 1 - O -2 

50. v = 3 In 1 - ; ln(f 2 4- 1) — 5 arctan t + 2+ £ In 2 + yi 

51. v=lr 2 + r 


Scyao 3.1 


1. y = Cx? + cje' 3 ' 

2. y = c\t ~' + cjc 21 

3. y = Ci«r ,/2 + c:C' /3 

4. y = CiC*' 2 + qe 1 

5. y = q + C 2 C 5 ' 

6. y = qe - + c 2 e - 

7. y = ci cxp[(9 -f 3y5)^/2| -f Ci cxp[(9 - 3>/5)t/2\ 

8. y = qexp[(l + x/3)r| 4-c 2 exp[(l 

- >/3)/] 9. y = e'; y -► oo quando / cx) 


10. y = |c~'- ^c -31 ; y -*■ 0 quando 1 -* 00 11. v = 12e' /3 - 8c' /2 ; y -► -00 quando 1 -» 

12. y = -1 — C 3 *; v -> —1 quando / -* 00 

13. y = ^(13 + 5-/l3)exp[(-5 + >/l3)f/2) + ^(13 - 5/l3) exp[(-5 - >/T3)r/21; y — Oquando 

I -* 30 

14. y = (2/-s/33) exp[(— 1 + >/33)f/4] - (2/x/33) exp[(-1 - >/33)r/41: y —» 00 quando 1 —• 00 

15. y = + jge' -1 ; y -* oo quando t -* 00 

16. y = -lf ,,+2 '/ z y -|e-('+ 2 '/ 2 ; y -» -oo quando t —► x 

17. y" + y' - 6y = 0 18. 2y" + 5y' + 2y = 0 

19. y = je 1 + «*'; ominimoey = 1 emr = In2 

20. y = -c 1 + 3e' /2 ; o maximo e y = jcmr = ln(9/4), y = Oemr = In9 

21 . a = -2 22 . p = -1 

23. y — 0 para a < 0; y torna-se ilimitado para a > 1 

24. y -* 0 para a < 1; n3o existe a tal que todas as soluyoes nao nulas se tornani ilimitadas 

25. (a) y = |(1 + 2fi)e' 21 + |(4 - 2fi)e" 2 

(b) y = 0.71548 quando t = | In 6 = 0,71670 (c) p = 2 

26. (a) y = (6 + p)e~ 21 - (4 + /J)*-* 

(b) t m = ln[(12 + 3/3)/( 12 + 2/l)|. y m = i(6 + /l) 3 /(4 + /0 2 

(c) P = 6(1 V3) = 16,3923 (d) t m -* ln(3/2). y m — 00 

27. (a) y = d/c (b) aY" + hY‘ + cY = 0 

28. (a) ft > 0 e 0 < c < b 2 /4a (b) c < 0 (c) ft < 0 e 0 < c < ft 2 /4u 
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Sevan 3.2 


1. 

-k : 

2. 

1 

3. 

,-4/ 

4. 

jcV 

5. 

-e 2 ' 

6. 

0 

7. 

O 

A 

A 

8 

8. 

—oc < / < 1 

9. 

0 < / < 4 

10. 

0 < / < oc 

11. 

0 < x < 3 

12. 

2 < x < 3.7/2 

14. 

A equayao e nao linear. 

15. 

A equavao e nao homogenea. 

16. 

N5o 

17. 

3/e 2 ' +ctr’ 

18. 

/c' + ft 

19. 

SWif.g) 


20. -4(7cos t - sen/) 

21. y, e v 4 formam um conjunto fundamental de soluvoes se e somente se //, b. - a^b^ # 0. 

22. y t (f) = le" 2 * + je\ y:(0 = -ye" 24 + jf' 


23. V|(f) = - se" 5 *'" 1 ' + ye" 1 '"" 


y 2 (/) = -U-’"- h +V'-i’ 


24. Sim 25. Sim 

26. Sim 27. Sim 

28. (b) Sim. (c) | v,(f). \ •,(()] e [v(/).y 4 (/)] saoconjuntos fundamentals de soluqdes;[>'-(/). V A (0l e 
nao sao 

29. «V 30. c cos r 

31 . c/x 32. c/(l-.r) 

34. 2/25 35. 3^2 4.946 

36. p(t) - 0 para todo t 

40. Se /„ for um ponto de inflexao e se v = 0(7) for uma sotuqSo. entao. da equavao diferencial./>(/„)$'(/„) + 

«/(f„)<MO = 0. 

42. 

43. NSo 

44 Sim ' «w-«p[-/(; + f 7 : )*] 

45. Sim. y = C|.v _l + c 2 x 47. x : p" + 3.v/i' + (I + .r 2 - v 2 )p = 0 

48. (1 — x~)p" — 2.r/i' + a(a + 1 )p = 0 49. p" — xp = 0 

51. As equayoes de Legendre e de Airy sao autnadjuntus. 


2. Sim. y = C|t’ -r ' 2 f e' 2 tit + c 2 e 1 2 

J Hi 


Sevan 3.3 

I. ecos 2 + ie sen2 S -1.1312 + 2,4717/ 2. e 2 cos 3 -/e 2 sen 3 5-7.3151 - 1.0427/ 


3. -1 

4. t-' cos(.t/2) - /V 2 sen(T/2) = -e 2 / = —7.3891/ 

5. 2 cost In 2) - 2/sen(ln2) S 1.5385 - 1,2779/ 

6. .t _i cos(2In.T) + /T' 1 sen(21n/r) = —0,20957 + 0.23959/ 

7. y = cie 1 cost + c 2 e'sen/ 

9. y = tie 2 ' + cjC 4 * 

11. v = C] e~ 3 ' cos 2/ + oe' 5 * sen 2/ 

13. y = C|C"'cos(//2) + C2C"'scn(//2) 


15. y = cie 1/2 cos t + c 2 e 


-in 


sen/ 


8. y = C|e* cos \/5 1 + c 2 e' sen >/5 1 
10. y = c/e"' cos / + c 2 e~‘ sen/ 

12. y = ci cos(3//2) + c : sen(3//2) 

14. y = cjc' /3 + c 2 c" J ' /5 

16. y = cie' 2 ' cos(3//2) + c 2 c sen(3//2) 


17. y as i sen 2/; oscilavao regular 

18. y = f 2 ' cos / + 2c" 2 ' sen /: oscilavao decrescente 

19. y = -c' - '" 2 sen 2/: oscilavao crescente 

20. v = (1 + 2v^3) cos/ — (2 — \/3) sen/; oscilavtlo regular 

21. y = 3c"''' 2 cos / + ?e 1/2 sen /; oscilavao decrescente 

22. y = ,/2 cos / + >/2 sen r, oscilavao decrescente 

23. (a) // = 2e' / * cosl >/23 r/6) - (2/>/23)e // '' sen(V23f/6) 

(b) / = 10.7598 

24. (a) // = 2e"' /, cos(v'34//5) + (7/v / 34)c- ,/5 sen(v/34//5) 


(b) 7 = 14,5115 

25. (a) y = 2c"' cos >/51 + l(« + 2)/ V5] e- sen VS / (b) a = 1.50878 

(c) t = - arctan|2V5/(2 + a)])/^ (d) it/VS 

26. (a) y = e""cos / + ae^sen / (b) 7 = 1.8763 

(c) a = i. 7 = 7.4284; a = \. 7 = 4.3003; a =2. 7=1.5116 
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35. y = c,cos(ln/)4-c 2 sen(ln/) 36. y = r,f '+c 2 r : 

37. y = Cir'cos(l In f)+c 2 r‘sen(i In 0 38. y = C|/ 6 4-c 2 / _1 

39 y — Cl (J 4 . 40. y = ci»cos(2ln0 4-c 2 z sen(2 In/) 

41. v = C|/4-c 2 /" 3 42. y = C|/~ 3 cos(ln/) 4-c 2 r 3 sen(ln/) 

44. Sim. y = CiCos.r + c 2 sen.t. * = J e ' : dt 

45. NSo 

46. Sim. y = cie" 42 ' 4 cos(v/3f-/4) + c 2 e"^ /4 sen (v/3/ 2 /4) 


Sevan 3.4 

1. y = CjC 4 4- c^/e 4 
3. y = c\t~' n 4-eie 3 " 2 
5. y = Cie 4 cos 3/ 4- c 2 e* sen 3/ 
7. y = c,*- ,/4 + c 2 e- 4 ' 


9. y = Cie 2 * 23 + c 2 /e 24/5 

11. y = 2c 2 " 3 - j/e 2473 . y -» -oo quando / 

12. y = 2/e 34 , y -*■ oo quando /-+ oo 
13 y = —e~' /3 cos3/ + 5 e~' /3 sen 3/, y -*■ Oquando/ 

14. y = 7e‘ 2( '^ 1 ' + 5/e 4(,+, \ y —► Oquando f —► oo 

15. (a) y = e -34/2 - |fe~ 3,/2 (b) / = j 

(c) r 0 = 16/15, y 0 = -fe-*/ 5 S -0,33649 

(d) y = e -3,/2 4- (6 4- J )/e' 3,/2 ; 6 = - \ 

16. y = 2S' 2 + (b - \)te"-\ b= I 

17. (a) y = e~' n 4- f/e" 4/2 (b) t M = f, 

(c) y = e~" 2 4- (6 4- ?)/e' ,/3 

(d) / M = 46/(1 4- 26) -♦ 2 quando 6 
quando 6 -» oo 

18. (a) y = ae" 2 " 3 4- (|« - l)/e~ 2,/3 
23. y 2 (0 = z 3 
25. y 2 (/) = /"’ In z 
27. y 2 (.ti = cosjc* 

29. y 2 U) =* ! V* 2 ^ 


2. y = C|e*" 3 4-c 2 /e~' 3 
4. y = C|C~ 3 ' : 4 - c 2 ze" 3 ' : 

6. y = cie* 4-ci/e 3 ' 

8. y = Ci*' 34 4 4- c 2 /e' 3 ' 4 
10. y = e" ,/2 cos(z/2) - c:e -4 : sen(//2) 
-*■ oo 


oc 


00; 


y M = 5e~ 4 5 = 2.24664 
y.u = (1 + 26)exp[-26 (1 + 26)| -* 00 


32. y = cie~ ,j ~ 2 f e ,r/2 </.v 4-c 2 e 4rJ/2 
Jo 

34 y 2 (f) = r 1 In/ 

36. y 2 (.r) =x 

39. (b) y 0 4- (a/b)y’ 0 

42. y = C|/~ ,/2 4 - c 2 /-'/ J In / 

44. y = Ct/' 1 4-c 2 /~' In/ 

46. v = c - iZ~ 2 cos(31nz) + c 2 /~ 2 son(3ln/) 


(b) a = * 

24. y 2 (/) = / 2 
26. y 2 (/) = /c' 

28. y 2 (.v) = .v 
30. y 2 (.r) = jc" 1 ' 2 


30. y 2 (.r) = jc" 1/4 cos.v 

33. y 2 (/)sayi(z) J yf'tsl exp j^- j p(r)</rj l/.v 


35. y 2 (/) = cos r 

37. y 2 (jt) = .c" 1/2 cost 
41. y = C|/ : +c 2 / : lnz 
43. y = C|/ + c 2 / 5/2 
45. y = C|/’ 2 4 - c 2 z’ : In/ 


Se^fio 3.5 


1 . 

2 . 

3. 

5. 

6 . 

7. 

8 . 
9. 

10 . 

11. 

12 . 
14. 
16. 
18. 
19. 


y = c-e 34 +c 2 e"' — c 2 ' 

y = Cie"' cos2/ 4- c 2 e"'sen 2/ 4- ^ sen 2/ — {f cos 2/ 

y = Cie* 4-c 2 e"' 4 - jg/e' 4 4- g/ 2 e" 4 4. y = c t 4-c 2 e" 24 4- 5 / — |sen2/ - ^ cos2/ 

y = C| cos3/ 4-e 2 sen 3/ 4- jjj(9/ 2 - 6/ 4 - 1 )r v 4- 5 
y = Cie"' 4- c 2 /e"' 4 - z 2 e"' 

y = cie " 4 4- c 2 e" ,/2 4- r 2 - 6/ 4 -14 - ^ sen / - ^ cos / 
y = Ci cos/ 4-c 2 sen/ - i/cos2/ - |sen2/ 

11 = ci cos wot 4- c 2 sen can/ 4- (tojj - tu 2 ) -1 cos wt 


11 = Ci coswi)/ 4- c 2 sen o>o/ 4- (1/2&A))/ sena>o/ 

y = Cie' ,/2 cos(yi5//2) 4 - c 2 e 4/2 sen(\/l5//2) 4- ge 4 - !e"' 

y = Cie"' 4-^e 24 4- g/e 2 ' 4- j-e" 24 13. y = e 4 - le" 24 - / - 4 

y = ^ sen 2 / - 55 cos 2 / 4 - j/ 2 — 1 4 - 5 c 4 15. y = 4/e 4 - 3c 4 4- g/V 4- 4 

y = e* 4- §«"' - je 24 - /e 2 ' 17. y = 2cos2/ - g sen 2/ - |/cos2/ 

y = e -4 cos 2/ 4- ^e"'sen 2/ 4 - /e"' sen 2/ 

(a) V(z) = /(/lo/ 4 4- 4 - A 2 l 2 4- A } t + A t ) 4- t(B u r 4- Bd + B 2 )e- 3 ' 

4- D sen 3/ 4- E cos 3/ 


(b) A 0 = 2/15, A\ = -2/9, A 2 = 8/27, A } = -8/27. /U = 16/81. /?o = -1/9, 
B t = -1/9, B z = -2/27, D = -1/18, E = -1/18 
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20. (a) >'(/) = A u t + Ai + t(B 0 t + fii)sen/ +t(D 0 t + DA cost 
(b) /* 0 = 1. A x = 0. B„ = 0, fl, = 1/4, D u = -1/4, D, = 0 

21. (a) YU) = e'M cos2/ + Bsen 2/) + (D a t + D,)e*sen t + (E 0 l + £,)r* cost 
(b) >1 = -1/20. B = -3/20, D u = -3/2, D, = -5. £ 0 = 3/2. £, = 1/2 

22. (a) V(/) = Ae~' + /( 8 0 / 2 + B[/ + B 2 )e~' cost + /(Do / 2 + D\t + D;)e"'scn/ 

(b) A = 3, Bo = -2/3, Bi = 0. B-, = 1. D„ = 0. D, = 1, D : = 1 

23. (a) Y(t) = /4 0 / 2 + <4,/ 4- A : + t 2 (B n t + B,Je 2 ' + (D,,/ 4- D t )sen2/ + (£,i/ + £,)cos2/ 
(b) A 0 = 1/2, /l! = t. A 2 = 3/4, Bo = 2/3. fl, = 0. D 0 = 0. D, = -1/16. 

£o = 1/8. £, = 1/16 

24. (a) V(/) =/(/lof ; +/4|f+^j)sen2( + j(Bof : + B|f + B 2 )cos2f 

(b) /lo = 0. A, = 13/16, Ai = 7/4. B„ = -1/12. B, = 0. B : = 13/32 

25. (a) Y(i) = (/t 0 / 2 /t,/ + /t 2 )e»sen 2/ + (fl u / 2 + fii / + Bj)^cos2/ + 
e~'(Dcos/ + £sen/) + Be 1 

(b) /4„ = 1/52, /l, = 10/169, A 2 = -1233/35.152. fl 0 = -5/52. B. = 73/676, 

B 2 = -4105/35.152. D = -3/2, £ = 3/2, £ = 2/3 

26. (a) Y(t) = f(/4 0 f - /lilt'"' cos 2/ + /(B ( ,r + B,)f 'scn2f + (D 0 / + D ; >e' 2 'cos/ + 

(£o/ + filf^scn / 

(b) A u = 0. A, = 3/16. Bo = 3/8. B, = 0. D„ = -2/5, D, = -7/25. £ 0 = 1/5. 

£, = 1/25 

27. (b) w=-l + c,c‘' 

,v 

28. y = C| cos a/ +c 2 sen kt + £ [<WU 2 — m^Msenmjr/ 

/. 0 < / < .T 

-(1 + jr/ 2 >sen / - (jt/2) cos/ + (jr/ 2 )e )I / > .t 

| sen 2/ - 4e~'cos2/, 0 < t < t/2 

-|(1 +e’ ; i«* 'cos 2 r- ^(1 + r* : le~'sen 2 /, / > .t /2 

31. N3o 34. y = C| «■■*' +oe - '— 


29. y = 

30. y = 


Sc(,ao 3.6 

I. V'(/) = e' 2. Y(t) = -]te-' 

3. V'(/) = |/V' 4. Y(l) = 2 /V /2 

5. y = C| cos / + ej sen / - (cos/)Inltan/ + sect) 

6. y = c, cos3/ + C;scn3/ + (sen3/) In(tan3/ + sec3f) - l 

7. y = fi/r 2 ' + cj/f'" - e ' 21 In/ 

8 . y = <| cos 2 / + f: sen 2 / + |(sen 2 /) In sen 2 / - ;/cos 2 / 

9. y = ci cos(//2) + c;sen(//2) + /sen(//2) + 2|lncos(//2))cos(//2) 

10. y = f|c' + c 2 /t^- ie 1 ln(l + / 2 ) + te' arclan / 




ls(.v) (Is 


11 . y = fit* 2 ' + c 2 e“ + j - , 

12. y = C| cos2/+ C:sen2/+ j J \scn2(t — s)]g(s)ds 

13. V(/)= i+/ 2 ln/ 

15. YU) = s(/ - Dr* 

17. Y(x) = l.t^ln r)' 


14. K(/) = -2 / 2 

16. Y (/) = — 5 ( 2 / — l)e'’ 

18. V(.v) = -it 1 2 cos.v 


20. Vw)=r w 




23. (b)y = y u cos/ + y , sen/ + / sen(/-s)g(s)/£ 

■I’d 

24. y = (6 - n)* 1 f g(s)ds 25. y = n-'f 

Jk> Ai 

26. y = j (/ - y(j) f /j 

Jk, 

30. y = Ci/' 1 + ci/ -5 + £/ 

32. y = c,e' + c 2 t - J (2/ - 1 )<•*' 


senl.t - t)g(t)dt 


sen n(t — i)g(s) //j 

29. y = c ) / + c 2 f 2 + 4/ 2 ln/ 

31. y = c,(l +/) + c : e'+ J(/- De 2 ' 
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Sevan 3.7 

1. ii = 5cos(2/ - 3). & = arctan(4/3) = 0.9273 

2. ii = 2cos(/ — 2ff/3) 

3. ii = 2\/5cos(3/ - 6). <5 = - arcian(l/2) S -0,4636 

4. ii = n/TScosC.t/ - 5). i = 7T 4- arctan(3/2) S 4,1244 

5. ii = 1 cos8/ ft. / era s: u = 8 rad/s, T = n/As, R = 1/4 ft 

6. ii = ^ sen 14r cm. / em s: / = ;r/14s 

7. ii = (l/4,/2)sen(8\/2o - p cos(8n/2/) ft. / ems; to = 8</2 rad/s, 

T = n/Ay/2 s, «= v/11 288 S 0.1954 ft. a = tt - arctan(3/s/2) S 2.0113 
N. (2= 10' 6 cos2000/ C. ferns 

9. it =f‘ 10 '[2cos(4v / 6/H- (5/^6) sen(4v/6/)] cm, /ems; 

= 4>/6 rad/s. 7 (/ = .t 2^6 s. 7 rf /7 = 7/2 s/6 £ 1.4289. r S 0.4045 s 

10 . ii - (l/8%/3l)e" :, sen (2% 310 ft./enis: f = 7r/2v / 3ls. rS 1.5927s 

11. ii S 0.057198e~° 15 ' cos(3.S7008/ - 0.50709) m. /eni s; /i = 3.87008 rad's. 
n/tou = 3.87008//I5 = 0.99925 

12. Q = 10" 6 (2e _5no ' -e" ,OOC; ) C; /ems 

13. k = V /2H79S 1.4907 

16. r = \'A : 4- B : , rcos$ = B. /-sen# = — A; R = r; a = 9 + (4/i + 1 )jt/2, 

/i = 0,1.2,... 

17. y = 8 lb s/ft 18. R = lO- 1 fl 

20. tia < -yito/lni 22. 2tt/\/3T 

23. y = 5 Ib-s/ft 24. A: = 6, e = ±2%/5 

25. (a) r = 41.715 (d) •/, = 1 .73. min r = 4.87 

(e) r = (2/}Olm400/ N 4 - >r : ) 

26. (a) n(z) = e~ y,,2m ^m (In 4a//i - cos pt + (2mv 0 4- yito) sen ;i/j / v 4Aw - y- 
(b) R 2 = 4 m(ku; t + yu» i 4- mv$)/(Akni - y 2 ) 

27. phi" + pogu = 0. 7 = 2-r/pl/p,,g 

28. (a) n = >/2 sen v/2 / Ic) horario 

29. (a) u = (16/'/i27)e*'' 8 sen(v /f l27//8) (c) horario 

30. (b) it = acos(^k/mt) - by/m/k scn(jk/m t) 

32. (b) ii = sen/, A = 1. 7 = 2,t (c) /I = 0,98. 7 = 6.07 

(d) t = 02, A = 0.96. 7 = 5.90: e = 0.3. A = 0.94. 7 = 5.74 

(0 « = -0.1, A = 1.03. 7 = 6.55; * = -0.2. /I = 1.06, 7 = 6.90; t =-0.3. 

A = 1.11,7=7.41 

Sevan 3.8 

1. -2sen8/sen/ 2. 2sen(//2)cos(13//2) 

3. 2cos(3n-//2)cos(^//2) 4. 2 sen(7//2) cos(//2) 

5. u" + 256ii = 16cos3/. ii(0) = j. u'(0) = 0. n cm ft./ems 

6. ii" + 10/i'+ 98n = 2 sen i//2), n(0) = 0, n'(0) = 0.03. nemm./enis 

7. (a) u = cos 16/ + Al cos3/ (c) to = 16 rad/s 

8. ( a ) “ = is 3 ^siri60«r c °s(v/73r) 4- sen(%/73/) - 160cos(//2) + 

3128 sen(//2)) 

(b) Os dois primeiros termos s3o transientes. (d) to — 4 V3 rad/s 

9. it = j|(cos7/ — cos8/) = ^ sen(//2)sen(l5//2) ft, /ems 

10. ii = (cos8/-f sen 8/ — 8/cos8/)/4 ft, /ems; 1/8, rr/8, n/A. 3/r/8s 

11. (a) ggy(30cos2/4-sen 2/) ft, /ems (b) m = 4 slugs 1 

12. ii = (>/2/6)cos(3/ - 3.T/4) m, /ems 

Foil - sen /), 0 < / < n 

15. n = Fo[(2n - l) - 3sen/|, n < t <2n 

-AFo sen /, 2n < I < oo 


’ A palavra slug significa lesma. mas. nesle contexto, e uma unidadc de massa no sistema ingles: i uma massa quo aeelera 
I pc por segundo ao quadrado quando sob a a<;ao de uma forva de I libra: 1 slug = 14.5939 kg. (N T) 
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16. Q(i) = 10-‘(?- 4000 ' - 4e~ lfM1 ' 4- 3) C. / cms, 0(0.001) S 1.5468 x l(T 6 ; 

0(0.01 ) S 2,9998 x lO' 6 ; Q(t) — 3 x 10‘ A quando / -» oo 

17. (a) u = [32(2 — or i cos a >/ + 8a»sen a>f)/(64 — 63ar + 16a) 4 ) 

(b) A = 8/s/64 - 63w : 4- 16a/ (d) w = 3s/l4/8 = 1.4031, A = 64/ y/\Ti = 5.6791 

18. (a) u = 3(cosr — cosa.>f)/(ar - 1) 

19. (a) u = [(ce> 2 4- 2)cos/ - 3 cos a>t]/(ur - 1) 4- sen / 


C A P I T U L 0 4 


Sepiio 4.1 

1. —oc < t < oc 2. / > Oou / < 0 

3. f > 1. ou 0 < I < 1. ou / < 0 4. t > 0 

5.-3.t/2 < x < —t/2. -.t/ 2 < .v < 1. 1 < .t < t/2, .t/2 < x < 3.t/2. 

6. -oo < .v < -2. -2 < x < 2. 2 < x < x 

1. Linearmente independents; 

8. Linearmente dependentc: /.(/) + 3/ ; (/) - 2/,(f) = 0 

9. Linearmente dependente: 2/,(f) + 13/j(r) -3/,(f) - 7/ 4 (f) = 0 

10. Linearmente independente 11. 1 

12. 1 13. -6e" 3 ' 

14. c -3 ' 15. 6.r 

16. 6/.t 

19. (a) «ol«(n - 1)<" - 2) • • • I] + fl|[n(n - 1) • • • 2]t H-h aj " 

(b) (a t ,r" +n 1 r"' 1 -— </ r te" 

(c) e\e ',ir'.c 3 ': sim. U'ie'.r '.c : ',e : ) 0, -oo < / < oo 


17. sen : / = ^(5) - |cos2/ 


21. W'(/) = ce 3 ' 

23. W(r) = c/f 2 

27. y = C|t'' + cit + Cits' - 


22. IV(/) = c 

24. VV’(t) = c/f 

28. y = C|f 3 + c 2 I } +cj(t + 1) 


Se^iio 4.2 


1. 

3. 

5. 

7. 

9. 

11 . 

13. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 
22 . 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 
29. 
31. 
33. 
35. 


2^1 • 1 Owt| 

i. i(-i +tV3i. ii-i -K?M 

i. /. -1 . -/ 


4 (P i\<y .T 2h>i*| 

8 2‘ V t,/S 4 <( 7 *»/x 


10. (s/3 + t)/y2. — (v/3 -t- /)/v^2 


y = 

y = 

y = 
y = 

y = 
y = 
y = 

V = 

y = 
y = 
y = 
y = 
y = 
y = 
y = 
y = 


C|t>' 4-c;/e' 4-oC' 
fie' 4- c 2 tr' 4- cw 


12. y = citr* 4- Ci/e' + cjfV 
14. y = C| 4- C;/ 4- CjC 3 * 4- C 4 /C 3 ' 

C| cosr + o sen i 4 - <•' v : (cicos -if + c 4 sen if) 4- <• , '* /2 (cj cos if 4 - o, sen if) 

C|f' esc - ' 4- Of 3 ' -f- C 4 C 3 ' 

C|f' + cs/e* + c-.;V + Cn' ' 4- ore ' 4- ore"' 

Ci 4 - 1 - 3 / 4 - CjC* - c 4 e+ o cos t + 0 sen / 
c t + Cid + c.ie 3 ' - c» cos t + Cs sen / 

Cj + Cie 31 + e''(c?cos s'jf + c 4 sen \/3f) 

e'lfci +c : ncosr + (ci +c 4 f) sen t| + e~'[(c 5 +c 6 f)cosf + (c 7 + c*f)sen f| 

(Ci + C:f) cos/ -mcj + CaD sen t 23. y = c\t? + cie l3>v ^'' + cje ,2 ~ v ^ 1 ' 

cie ■' + ’ + cje'' : "' /31 ' 

Cie' ,/3 4- oc ' ' cos(f/>/3) 4- CiC"' ' sen (//>/3) 

Cir' 1 4 - c 2 e~ : ' 4 - cic'''''^'' 4 - C4C ,I_ ' J “ 

q. _ cyg~> cos 2f 4- C 4 C’ f sen 2f 

C|C“' cos 1 4 - Cje' 1 sen / 4 - eje a cos( v ; 3 f) 4- Cjc -34 sen (•yS/) 

2 — 2cosr 4 - sent 30. y = jC' /v ^ sen(f/>/2) — |e ,/v ^sen(f/>/5) 

2f — 3 32. y = 2cosf—senf 

-V _ If 1 ' - 
3 “ to c ll‘ 

8 - 18c-' /5 4- 8c- - 3 


34. y = f$e~' + jqC l/3 cosf 4- j^ 3 sen f 


36. y = ' cos/ - ffe ' sen / - ^c" 3 * cos( V5/) 4- 

i(cosh / - cos/) 4- i(senh / - sen/) 


17^3 

~39“* 


1 sen 


(v/3/) 


37, 

38, 

39, 


y = 

(a) 

(b) 


VV^(/) = c, uma constante (b) W(/) = -8 (c) W(/) = 4 

«i = ci cos / 4- c; sen f 4- C 3 cos \/6 / 4 - c 4 sen V6 / 
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C A P I T U L 0 5 


Se^ao 4.3 

1. y = qe' 4 cite 1 4 Cje~' 4 \te~’ 4 3 

2. y = qe' 4 c 2 e~‘ + cy cos/ + c 4 sen / - 3/ - \t sen / 

3. y = qe - ' 4 ci cos f + cj sen / 4 ,/e'' 4 4(/ - 1) 

4 y = ci + eye* 4 c 3 e - ' 4 cos / 

5. y = C| 4 cyt 4 Cyt 4 qc* - Jf' - &r* - &t 2 

6 . y = d cosM-C 2 sen / 4 C 3 /cos/ 4 c 4 /sen / 43 4 5 cos 2/ 

7. y = C| +c:f + c 3 f 2 +C 4 <?‘' + e' / 2 IC5Cos(v / 3//2) + CAsen(v / 3r/2)] + ±/ 4 

8. y = q 4 c 2 r + c 3 / 2 + c 4 e - ' 4 55 sen 2/ 4 35 cos 2/ 

9 . y = l(l-cos2r)+if : 

10. y = (/ - 4)cos/ - (1/ + 4) sen / 4 3/ + 4 

11. y = I 4 i(r +3r)-/c' 

12. y = -§ cos/ - jj sen / 4 ^e - ' 4 fie' 4 ^e -3 ' 4 jg cos 2/ - sen 2/ 

13. Klf) = /(.4 0 / 3 4 A { t 2 4 A z t 4 /4 3 ) 4 B/V 

14. V'U) = nA a t + A\)e~' + Bcost + Csent 

15. )'(/) = /1/V 4 Boost 4 C sen t 

16. >'(/) = At 2 4 (But 4 Bje 1 4 1 (Ccos2/ 4 Z)sen2/) 

17. Y{t) — HAot 2 4 Ait 4 Ay) 4 (But 4 B\) cos t 4- (Cut 4 C|) sen/ 

18. Y(t) = Ae ' + (B„/ + Bile - ' + te~'(Ccost 4 Dscnl) 

19. k 0 = flo. k„ = «o“" + qa" -1 + • • • + + a„ 


Se^ao 4.4 

1. y = q 4 c; cos / 4 cj sen t - In cos t — (sen t) ln(sec/ 4 tan/) 

2. v = q 4 cy«f 4 cye~' - \t 2 3. y = qc* + cye~' 4 cje 2 ' 4 

4. y = Ci 4 Cy cos t 4 Cy sen t 4 ln(sec t -Man t) - t cos t 4 (sen t) In cos t 

5. y = C\e“ + c *2 cos t 4 Cy sen t - cost 

6. y = Ci cos t -f c 2 sen t 4 Cyt cos t 4 c t t sen t - i/ 2 sen t 

7. y - qe' 4 c 2 cos t + cy sen 1 - ‘ (cos/) In cos / 4 j(sen/) In cos / - j/cos/ 

- ^/ sen / 4 ^e 1 ^e~'/cos ds 

8. y = cj 4 eye 1 4 Cyc~' - In sen / 4 ln(cos/ 4 I) 4 jc' jf ^c"’/sen s j tls 


i e ' j {^/ sen s j d* 


9. ci = 0. c 2 = 2, C 3 = 1 em resposta ao Problema 4 

10. c t = 2, cy = jj, C 3 = — jj, c 4 = 3 em resposta ao Problema 6 

11. t| = 3 . Cy = 1, C 3 = -3. t n = 0 em resposta ao Problema 7 

12. Ci = 3, c 2 = 0, C 3 = —c 1 ' 2 . t u = nil em resposta ao Problema 8 

13. Y{x) = ,r 4 /15 


14. Y(t) = \ f [e , ~‘ - sen(/ - j) -cos(/ — 
* Jia 


s)|g(s)r/i 


15. YU) 


= 1 fu 

JtQ 


l senh (/ - s) - sen U - -y)]g(s) ds 


16. Y(t)=\ [ e (,-,, (/ - sfg(s) ds- K(/) = -te' In |/| 

Jiu 

17. V'U) = $ f (U// 2 ) - 2 (.t 2 // 3 ) 4 (.r 3 // 4 ))^!/) dt 


Se\-ao 5.1 



1. P-1 

2. 

II 

ts) 

3. p = 00 

4. 

P = ! 

5- P-i 

6. 

P = 1 

7. p = 3 

8. 

p = c 

9 E (23,41)!' "- 00 

it—0 

10. 

* 

V- 
^ «! 
n=<l 
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11. 1 4- (x — 1), p = oo 

13 . f;<-ir‘£^. P = 

. n 


12 . 1 - 2{x + 1 ) + (x + 1 )\ p = oo 

x 

14. £(-l)V, p= 1 


««1 

X X 

15. £x\ p = l 16. £Vl)" +, (x- 2 )\ p = l 

nmQ *=0 

17. >•' = 1 + 2 2 x + 3 2 x 2 + 4 : r* 4 -(« -r l) 2 .*" 4- 

y" = 2 2 4- 3 2 • 2x 4- 4 2 • 3.v 2 + 5 : • 4x 3 + ••• + (« + 2) 2 </i + l)x" + • • • 

18. y' — fli + 2a 2 x 4- 3ii}X~ + 4a 4 .v 3 + • • • + (rt + l)fl«»iJC* 4- • • • 


= ^ na„x” 1 = ]T(/i + Da^-X 

#f*» 1 # 1=0 

y" = 2ih + 6 fl\.f + 12a 4 x* + 20«<.v + • • • + (w 4- 2)(/i 4- l)a„+;.v" 4- 

OC X 

= ^/i(/i - D^x "" 2 = - 2>i/t 4- 1 )u„-;.x" 


21 . + 2 ) (/i + 1 )a„+ : .v" 

# 1=0 

X 

23. T> + 1 )a n x n 

n=i) 

X 

25. ^2 l( w + 2)(« 4* l)tf « + 2 + 

ft —0 

x 

27. 4- l)/ia n >i 4-a* lx" 


22. jra n -;x” 

n=2 

x 

24. ^ [</i 4- 2)(/i 4- 1 )a n+ 2 - «(« - 1 )a„ J-c ' 1 

n=fl 

X 

26. «! 4- £ |(« 4- I )«„+! 4- M„_| 1-v” 


ff* I 


28. a„ = (— 2 )"rtii//i!, a = 1 , 2 , 


«„p 


#i=n 


Sc^ao 5.2 

1. (a) a n +2 = a„/(/i 4-2 )(/i 4-1) 

X 2 X * .E h 
(h.d) V,(.r) = 1 + 2! 4- - 4- - 


= T ^ = cosh. 
^ (2/m! 


x 5 .r 7 


y:(.r , =.t4--+ 5| . 
2. (a) a „ 4 1 =«„/(// 4 - 2 ) 


_ v — 

7! + "’ - 2- Oh 


#»«u 

V-2#1 4-1 


4- ll! 


= sc nil .v 


x 2 ^4 ^6 ^ ^ 2 #» 

(h.d) y,(x) = 1 + J + J~» + m + " = ^ 2 ^ 

# 1=0 

«w-.+ T + rj + r 5 7f +-.E5rn)! 

Ndl 

3. (a) (« 4- 2)a n+2 - a „ + 1 - a„ = 0 

(b) y,(x) = I 4- j(x — 1 ) 2 4- g(x — l ) 3 4- j(x — 1) J 4- • • • 
y : (x) = (X- 1)4-* i(x — 1 ) 2 4- 4(r - l ) 3 4- j(x — l ) 4 4- •• • 

4. (a) a „^4 = —k 2 a„/(n 4- 4)(« 4- 3): a : = a 3 = 0 

^3 r 4 1.4 S 1.6 _12 

,b.d,v„x,= ,- — + _-- 3 4 7 - -- r - 

= . Y> (-D—UHtV )"- 1 _ 

— 3 ■ 4 • 7 • 8 ■ • - (4//i 4- 3)(4m 4- 4) 

##|S »0 

*V *V AV 3 

W W “ * 4-5 + 4-5-89 _ 4 ■ 5 - 8 • 9 • 12 -13 + ' *' 


4- ■ 


= .r 


{ t (-lr'dtVr 1 

4 • 5 • 8 • 9 • (4//i 4- 4)(4/ri 4 - 5) 


Sugestao: faqa n = 4//i na relaqao dc rccorrencia. m = 1.2.3.... 

5. (a) (n + 2)(n + l)a„ t: - n(n 4- l)a n ^, +a„ = 0. n > 1: a 2 = -Ja 0 

(b) y,(x) = 1 - |x 2 - |x 3 - ^x 4 4- • • •. y 2 (x) = x - ix 3 - ^x 4 - ^x 5 4- ■ • • 
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6. (a) a „+2 = —(n 2 -2n + 4)a„/(2(/i + l)(n + 2)1. n > 2; a 2 = -a 0 . a } = -\a , 
(b) y l (x)=l-x 2 + ±x 4 -3-,x* + ---. 

yi(x) = x — J.r + ijgX — ra-'f + • • • 

7. (a) a n + 2 =*-a„/(n + l), « = 0.1.2.... 

x 2 x 4 x 6 , ^ (-l)V" 

(b.d) y 1 W = l- T + TT3-i7T5 + •*1 + E 1 . 3 . 5 ... (2n _ij 

ffal 

(- l )"* 2 "* 1 

- V + ^ 2 ■ 4 ■ 6 • • • (In) 


x J x 5 


y*(x) = x - — + 


2-4 2-4-6 


n* 1 


8. (a) « n+2 = -t(« + l) 2 tt» + i+««+fl«-il/(" + n(n + 2), n = 1,2, 

<ij = —(flu + fli )/2 

(b) y,(x) = 1 - J(x - l ) 2 + *(x - l ) 3 - £<* - l ) 4 + • • • 
y z ( X ) = (x-1)- i(X- 1) 2 + i(.T- l) 3 - jU- l) 4 + ••• 

9. (a) (/i + 2)(« + l)a«+i + (n -2)(/i- 3)a„ = 0: n = 0,1,2,... 

(b) >-i (jc) = 1 — 3.x 2 , y 2 (x) = x - .r 3 /3 

10. (a) 4(/i + 2 )a n+2 - (/i - 2 )a„ = 0: n = 0.1.2.... 


x 3 


.r 




(b.d) y\(x) = 1 - j, y : (.v) = v " 12 ~ 240 ~ 2 
11. (a) 3(/i + 2)«„* 2 - (n + l)<i n = 0: /i = 0.1.2,... 


4"(2/i - l)(2/i + 1) 


(b.d) y,(x) = l + | + -l + _.t» + ... 

2 , 8 , 16 7 
yp(-0 = xH- -r 3 + —.v + +--H 


3-5--.(2/1-1) a. , 
3” • 2 • 4 • ■ • (2/i) 

2 4-.-(2/i) 


3” • 3 • 5•• • (2/i + 1) 

12 . (a) (/i + 2 )(/i + 1 )a n + 2 - </i + 1 )/ia„-i + (/i - 1 )a„ = 0 : n = 0 . 1 , 2 .... 

.r 2 x 3 x 4 x" 

(b.d) y,(x) = l +y + ^ + ^j +••• + - + •”. y:(x)=x 

13. (a) 2(/i f 2)(/i + l)o n+ 2 + (/i +3)« n = 0; /i = 0,1,2.... 

3 , 5 . 7 . , 3 ■ 5 ••• (2/i +1) 

(M) „(«) - 1 - ^ + 55T* - js4-«* + - + '- 11 ' 2 .(2,,)! J 

x 3 x 3 x 7 4 6-••(2/i+ 2) . . 

yW.v)=x -y + —- — + --• + (- ) 2»<2n +1>1 * + 

14 (a) 2(/i-t-2)(/i + l)u, + ; + 3ui + 1 Xi„-i + l/i * 3)ti„ = 0; /i = 0.1.2— 
(b) >-,(x)= l-J(x- 2 ) 2 +i(x- 2) 3 + 4,.v-2 ) 4 + -.- 
y 2 (x) = (x - 2 ) - |(x - 2y + jj(x - 2) 3 + £(x - 2) 4 + • • • 

15. (a) y = 2 + x +x 2 + 3 .x 3 + lx 4 H- (c) cerca de |x| < 0.7 

16. (a) y = -1 + 3x + x 2 - J.r 3 - lx 4 4 - (c) cerca de |x| < 0.7 

17. (a) y = 4 - x - 4X 2 + lx 3 + 5 X 4 H- (c) cerca de |x| < 0,5 

18. (a) y = -3 + 2x - jx 2 - J.r 3 - 1.x 4 -l- (c) cerca de |x| < 0.9 

19. (a) >',(x) = 1 -l(x-l) 3 - ±(. t -l ) 4 + i(x-l) 6 + -- 
y 2 (x) = (x-l)-i(x-l) 4 - l(x-l ) 5 + l(.x- 1 ) 7 + -- 

21 . (a) y,(x) = i-Y * 2 + -^r-^ J - 6 !-• t + ‘ 


X — 2 

y 2 (x) = x- —X* + 


j . (X-2X X-6) s 


(X — 2)(X - 6 )(X — 10) . 
x J -—-x + • 


3! 5! 7! 

(b) 1, x, 1 - 2.x 2 , x - jx 3 , 1 - 4.x 2 + 5X 4 . x - jX 3 + i-x 5 

(c) 1, lx. 4.x 2 - 2. Sx 3 - lit, 16.x 4 - 48.x : + 12. 31x 5 - 160.x 3 + 120.x 
22 . (b) y = x-x 3 / 6 + --- 


Se^ao 5.3 

1. 0"(O) = -1, 

2. <p"( 0) = 0. 

3. 0"(1) =0. 

4. 0"(0) = 0. 

5. p — 00 , p = oc 
7. p = 1, /> = v/3 


4>”'(0) = 0. 0 ,4> (O) = 3 

= -2. 0 ,J *(O) = 0 

= - 6 , 0 , 4 >( 1 ) = 42 

<t>"\0) = -fl„. 0 |4| (O) = —4«j 

6 . p = 1, p = 3. p = 1 

8 . p = 1 
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9. (a) p = oo (b) p = oc (c) p = oc (d) p = oo (e) p = 1 

(f)p = s /2 (g )/0 = oc (h) p = 1 (i) p — \ U)P = 2 

(k) p = x /3 (I) p - 1 (m) /> = oc (n) p = oc 

a 2 , (2* — or)or . (4 2 — or 2 )(2 2 — ar 2 )or 2 . 

10 . (a) y, (r) = l - —.r---x 4 -^-x fc - 

[( 2 /» — 2) 2 - g ; ] - • • (2 2 - tr)ar , m _ 

^ ( 2 /w)! 

1 — t (3 2 — or’)(1 — or*) , 

Vj(x) = x 4 -y- x 3 4-^--t' + ••• 

[( 2 m-l) 2 -a 2 )••■(! -a 2 ) 

(2m 4 1)! 

(b) ,V|(.t) ouyi(t) tcrmina com x" dependendo se a = n 6 par ou impar 

(c) n — 0 . y =1; n = 1, y = x: n = 2. y = 1 — 2v 2 ; n = 3, y =x — jx* 

11. y, (x) = 1 - ix 3 + + ^x* + • • •. yj(x) = x - £x 4 4- ^x 6 4 £>x 7 4 • • •. 

P = ox- 

12. y,(x) = 1 - gx 3 + j^x 4 - sjx 5 + -. y:(x) = x - ^x 4 4 - ^x* + • • •. 

p = OO 

13. y,(x) = 1 + x 2 4 ^x 4 4 ijjjX ft 4 • • •. V;(.V) = x 4- !.r 3 4 ^x 5 4- ^x 7 4- • • •. 

P = Jr/2 

14. y, (x) = 1 4- £x 3 4- ^X 4 - j^,X* 4 . V;(X) = x - Jx' 4 £x 4 4 ^X 5 4 • • •. 

p = 1 

15. Naoepossfvcl espccilicarcondi^oesiniciais arbitrariasem v 0 ;logo.x = 0e um pontosingular. 

x 3 x" 

16. v = 1 4 x 4 - 4 • ■ • 4 — 4 • ■ • = C* 

2 ! //! 

, x : x 4 x ' 1 * 2 " 

17. v = 1 4 — 4 — 4 


4 ... 4 


2 2 4 2-4-6 ii- 

iH. y= I 4x4 |r 4 |.r’ 4 - • 

19. v = 1 4 x 4 x J 4-4 x" 4 • • • = , — - 

I - x 


20 V " (' ' ' ' ' ' S 4 ) ' 2 ( V 

= Uni'' +2 fr' - I - x — J = ce' - 2 - 2 x - \ 

„ /. x : x 4 x* (-1 )".r" \ 

2 ' y=""( l 2 4 72! _ 2^3! 4 4 4 ) 

/ x 2 x 3 .r 4 x 4 \ 

+ V* + T - y"2-4 + 3-5 + j 

, 2 ., / x 2 X 3 x 4 X 5 \ 

’ 4 ( t + 2 "7 ~ 74 + 77 4 “ ) 


£♦ ) 


= (hit’ 


23. 1.1- 3x\ 1 - lOx’ 4 jx 4 : x. x - fx\ x - ^x 3 4 ^x 3 

24. (a) 1. x. (3.r - l)/2, (5x 3 - 3x)/2. (35x 4 - 30x 2 43)/8, (63x 5 - 70x 3 4 15x)/8 
(c) P,. 0; Pi. ±0,57735; P,. 0. ±0.77460: P 4 . ±0.33998. ±0.86114; 

/\. 0. ±0.53847. ±0.90618 


Sevan 5.4 

1. y = cj t 1 4 csx ~ 2 
3. y = cjx 2 4 c 2 .r 2 In |x| 

5. y = Cix 4 fix In |x| 

7. y = c|x|‘- 5 ^ 4 cW- 9 -** 

8 . y = ci |x| 3/! cos(! >/3 In |x|) 4 c:|x | 3 2 sen (j \7 In |x|) 

9. y = C|X 3 4 c 2 x 3 In |x| 

10. y = C|(x — 2) -J cos(2 In lx — 2|) 4 C;(x — 2) 2 sen(2ln |x - 2|) 

11. y = Cilxr 1 ' 2 cos(| VTS In |x|) 4 cjlxl -12 sen (j\/l5In |x|) 


2. y = ci )x + I) ~ ,/2 4 ci lx 4 11 " 3/2 

4. y = C|X -1 cos(2ln |x|) 4 cix l sen(21n|x| 

6 . y = ci(x - 1 ) 3 + c;(x - l )* 4 


12. y = c,x 4 c 2 x 4 


13. y = 2x ' 2 -x 1 


14. y = 2t' 1 / 2 COS (21n .v) -x _ 1 / 2 sen(21nx) 15. y = 2r 2 - lx 1 In 1x1 


16. y = x 'cos( 2 lnx) 

18. x= 0 , regular; x= 1 , irregular 


17. x = 0. regular 

19. x = 0, irregular; x= 1. regular 
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20 . x = 0 , irregular; x = ± 1 , regular 
22 . x = 0 , regular 

24. x = 0 , — 1 , regular; .r = 1 , irregular 

26. x = 0, 3, regular 

28. .t = 0 , regular 

30. x = 0, regular 

32. ,v = 0 , ±ni r. regular 

34 . jr = 0 , irregular; x = ±nn, regular 

36. p > 0 

38. or > 1 

39. (a) a < le/3 > 0 

(b) u < 1 e P > 0 , ou a = 1 e /) > 0 

(c) or > 1 e p > 0 

(d) or> le/J> 0 , ouor = le/l >0 

(e) or = 1 efi > 0 

44. Ponto singular irregular 
46. Ponto singular regular 
48. Ponto singular irregular 


41 


21 . x = 1 , regular; x = — 1 , irregular 

23. x = —3, regular 

25. x = 1. regular; x = —2, irregular 

27. x = 1. -2, regular 

29. x = 0. irregular 

31. x = 0. regular 

33. x = 0. ±nn , regular 

35. a < 1 

37. y = 2 


45. Ponto singular regular 
47. Ponto singular irregular 
49. Ponto singular irregular 


Set;ao 5.5 

I (b) r(2r - 1 ) = 0 ; a n = - 


U.i-2 


(n + r)| 2 (/i + r) - 1 | 


; ri = j, r 2 = 0 


( c ) =* 1/2 


±7— 


1 2 -5 + 2-4-5-9 2 • 4 • 6 • 5 ■ 9 • 13 

(—1 


2"n!5 • 9 • 13 (4/i + 1) J 

.v- x J x 6 

(d) y 2 {x) m 1 - — * , ? - 2.4.6.3.7-11 + ' 

( — 1 l n X 2n 


2 n /»!3 • 7 • 11 ..-(4« - 1) 




2 . (b) r 1 - 5 = 0 ; a„ = - 


(/l 4- /■)- — 5 


r\ - 3 . n - -J 


(c) y, {JO = x 


1/3 


l - 


l 


+ 


(d) yaCr) = x -1/3 


(l) 1 + 35TT5SZli(f) , + - 


lit 1 + 5 ) ' 2 / 2!(1 + })(2 — 5 ) '2 

(-11 


»i!(l -r 1)(2 + j) • ■ - (w + j) ^2 

1 


1 - 


(-1 r (Xy” 


/n!(l - j)(2 

Sugestao: fa?a n = 2m na relagao de recorrencia, m = 1,2,3,.. 


3. (b) r(r- 1) = 0; a„ = - 


flfl- 1 


(n + r)(n + r- 1 ) 


; n = 1 , r 2 = 0 


x x 2 (—IV 1 

(c) Vi(x) = X 1-+ _+...+ —y +... 

L 1!2! 2!3! n\(n + 1)! J 


4. (b) r = 0; a„ = 


(/i + r ) 2 


; r, = r 2 = 0 


{c) » Wml+ w + m? + -" + w + 

5. (b) r(3r-1) = 0; a n = -^, 

(n + r)|3(/i + r) — I ] 3 


I /| = 0 = 0 
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(c) >|(jr) = x 


_ -1/3 


_ (- 1 )" 

m'.l • 13 ■ • • ( 6 m 

1 (x 1 


1 (x 


2'7 13 V 2 


-=■ I + 




1 /.r 


( d ) yiM = * - yij (yj + 215771 \ TJ + "* + 


(-D" 


m!5 • 11 -.(6 m — 1 > V 2 

Sugexiao: faqa n = lot na relagao de recorrencia. m = 1.2.3_ 


^ I + 


6 . (b) r — 2 = (>: a n — - 


(c) y,(.t) 


jr)=.v v ' 1 1 


(/i + r) 2 - 2 

X 


— \ f\ = \J2, r 2 = — V i 


1(1 + 2 ^) 2!(1 + 2 ^ 1(24 2 ^) 

(- 1 )" 


«!(1 +2^21(2+ 2v/2)-.-(« + 2v/2) 


x* + ■■■ 


(d) y 2 (x) = x 


- ,-v^ 


1 - 


1(1 - 2v/2) 2!(1-2v / 2)(2-2>/2) 

_ (-1)" _ ] 

+ n!(l - 2\/2)(2 — 2v^2) ■•■(« — 2\/2) ' + J 

7. (b) r = l); (n + r)a, =«„-i: r, =rj=0 

(c) y, (.V) = 1 + x + — + — H-+ ~ + • • • = e* 

2! 3! n! 

8. (b) 2 r + r - 1 = 0: (2n + 2r — 1)(« + r + 1 ui„ +- 2 a n .i = 0; 


n = j. r 2 = - 
(c) 


c> *<*)=*■'»(l-^ + g^-- 


1 -ir.r 


/n!7 • II ...(4»i+3) / 

(d) v ? (<) = x I - r + —-+ ■ ----- + ) 

V 2!.s w!5 • 9 (4/n — 3) / 

9. (b) r 1 — 4r 4 - 3 = 0: in + r - 3)(« + / — 1 )a„ - In + r - 2)a n „\ =0; r t = 3. r 2 = 1 

, 2 ,v ; lx” \ 

(c) yi(.r) = .r l + -JM- — + ••• + —-- + ■• 

V 3 4 n’.ln + 2) ) 

10. (b) r 1 — r+ j = 0; in + r - 4+ 0 ,, : = 0: r, = r : = 1/2 

<c),,<w«(t-£+^-...+££■£+•■) 

11. (a) r 2 = 0; r, = 0. r : = 0 

, a(ur+l) a(e +1)[1 -2 -u(a + 1)1 . 

h ”' m - 1 + T-n-“ - "- ,2 I ! n2 2^! -<* - + ■ 

, ( !),■,! + *>11 • 2 - a < tr + 1)1- [/M/I — 1) - 0f (0f 1)1 (y 1)n 


2"ln')- 

12. (a) r 1 = 5 . r 2 = Oem ambos v = ±1 


>’|(.t) = |.v - l| lrt 

. , ^ (—1)"(1 + 2«) • (2« - 1 + 2o()(l — 2af)••• (2 n - \ - 2a) 

I + > ---(.r — 1) 

^ 2"(2h + 1)' 


(b 
x 1 

n»1 

yz(x) = 1 

(- l)"or(l + 0 ) • • ■ (n - 1 + or)(-a)( 1 — a) ■ ■ • (/1 - 1 — a) 


L 

/»—1 


13. (b) r 2 = 0; /| = 0. r 2 = 0: a„ = 


nil 3-5 (22i - 1) 

In - 1 - 


(.v - 1)" 


(c) yiW = l + r T j y 2 x+ (2!)2 


n~ 

x 2 + ■ • • + 


-A. (—X)(l — X) , (—X)(l — X) - - - (n - 1 - X) 


In!) 2 


Para X = n. os coeficientes dc todos os termos depots de v” sao nulos. 
16. (e) [(« — 1)- — 1 ]A>„ = -b K .j e e impossivel determinar b 2 . 
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Se^ao 5.6 

1 . (a)x = 0; (b) r(r — 1) = 0; r, =1. r 2 = 0 

2. (a) x = 0; (b) r 2 - 3r + 2 = 0; r, = 2. r : = 1 

3 . (a) x = 0; (b)r(r-l)=0; r, = 1, r z = 0 

(a) x= 1; (b) r(r + 5) = 0: r, =0. r, = -5 

4. Nao tem ponto singular regular 

5. (a) x = 0: 

(b) r 1 + 2r - 2 = 0; r, = -1 + >/3 S 0.732. r z = -1 - V5 S -2.73 

6 . (a ) x = 0: (b) r(r - \) = 0: r, = r 2 » 0 

(a) x = —2; (b) r(r - = 0: r, = f,r : =0 

7. (a) x = 0: (b) r + 1 = 0: r, = i, r 2 = -i 

8 . (a) x = -1; 

(b) p _ 7r f 3 = o; r, = (7 + v/37)/2 = 6.54. r, = (7 - v/37)/2 = 0.459 

9 (a)x=l; (b)r + r = 0; r, =0, r : =-1 

10. (a) .r = -2: (b) r - (5/4)r = 0: r, = 5/4. r 2 = 0 

11 . (a) x = 2: (b) r — 2r = 0; r t =2, r 2 =0 

(a) x = -2; (b) r 2 - 2r = 0; r ; = 2, r : = 0 

12. (a)x = 0; (b) r - (5/3)r = 0; r y = 5/3. r 2 = 0 

(a) x = —3; (b) r 2 — (r/3) — 1 = 0: r, = (1 + v'37>/6 2 1.18, 

r 2 = (1 - >/37)/6 £ -0.847 

13. (b) r , =0, r 2 = 0 

(c) yi(x) = 1+ x + \x 2 + £.v’ + • • • 

>;(x) = yi(x)lnx - lx - ^.v- - ^-.r* h- 

14. (b) r, = 1, r 2 =0 

(c) y, (x) = x - 4x : + 'j.x } - £x 4 + • - • 

y 2 (x) = —6yi(x) lnx + I - 33x : + ^x 3 + 

15. (b) r, = 1. r, = 0 

(c) y,(x) = x -r |x 2 + jx* -I- ^x 4 + • • • 

y 2 (x) = 3y,(x) lnx + 1 - ^x 2 - ^x 3 + ■ • • 
lh. (b) r\ = 1, r z = 0 

(c) y,(.r) = x - |x 2 + j-jX- 1 - f^x 4 + • • • 

y 2 (x) = -yi(x) lnx + 1 - j.r + ^.v' - j^.i 4 + • • • 

17. (b) r, = 1. r 2 = -1 

(c) y t (x) = x - Jjx’ + j^x* H- 

y 2 (x) = - jy ( (x) Inx + x' 1 - ^.v' + • • • 

18. (b) r, = i, r 2 =0 

(c) y,(x) = (x — 1) ,/2 [1 - j(.v — 1)4- Jg(x — 1 > 2 + • • •). (d)p = 1 

19. (c) Sugestan: (/i - l)(n - 2) + (1 + a 4- /*)(« - I) + ufi = (>i - 1 + a)(/i - I + fi) 

(d) Sugestao: (/»- y)(« - 1 - y) + (1 +a + 0t(« - y) - ufi = (« - y + u)ui y 4/1) 


Se^ao 5.7 


y 2 (x) = -y, (x) In x + - 1 - V' l,n + H " ' ( _ \,« 
x n'An — 1)! 

L n-1 J 

2 - yM - x E y 2 u) = y,(.t)inx - - ^ -J^r-x" 

nMt na| 

, v ^ (—1)' , 2" „ . ,A(-1)"2 n H n „ 

3 ' >1W = E (7x1)2 ftW = 7iW ,njt - - E ■ (n!)2 

«=0 MBl 

.r " n!(/i + 1)! 

y 2 (x) = -y. M lnjt + i [i - E 

x* ^ nl(M - D! 

L n*l 
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5. y,(.t) =x 3 ' 2 
>':(*) = x 


i + Y- 
—* »»* 


(-D" 


X \ 


m»l 


m\(\ + • )(2 4- + 1) 


15© 


r -3/2 

X 

1 + V 

t-ir / 

X\ 2m 

.1 


§)<2 - §) (m-§)V 

2/ 


SugestSo; fa?a n = 2m na relagflo dc recorrencia. m = 1.2.3. 
Para r = «, = 0 e a, e arbitrilrio. 


C A P i T l L 0 6 Sc«,‘5« 6.1 

1. Seccionalmente continua 2. Ncnhuma das duas 

3. Continua 4. Seccionalmente continua 

5. (a) F(a) = 1/s 2 , s > 0 (b) Fts) = 2 a 3 . s > 0 

(c) FIs) = fil/s"* 1 , s>0 

6 . F(s) = s/(s 2 4- a 2 ), s > 0 
ft 


7. F(.v) = ———. s > |/>| 

s- — b- 


8 . F(s) - — 


s > | ft 


s 2 -b 2 

10. F(j) = -—j-t. s - a > I b\ 

(s - «)- - ft- 

12. FIs) = . 5 ■ a > 0 
a 5 4- ft 2 

14. F(s) = 


9. F(.vi =-- — , 1 ‘ s-a>|ft| 

(s - <i>- - b - 

t 

11. Fts> - . .. . 5 > 0 


13. F(s) = 


J 2 4- ft- ' 

ft 


(A — <J) 2 + ft 2 ' 

2 05 

w = " >0 


(s - flf 2 4- ft 2 ’ 

15. Fts I = --A>« 


17. Fiji = 


(a - <n- 
’ 1 
a* 4- a- 


18. F(j) = 


n\ 


a > a 


(a-«)"*•'' 

2a . Fl „ = ™i+*. »M 

(A 2 — fl‘)' 

21. Converge 
23. Diverge 
2 ft. (d) r(3/2) = v/jr/2: r.ll/2i = 945,/* 52 


(a - «i 2 ia + a) 2 

_ 2</(.V-<r) 

19. F(\) = — --7-J-. A > 0 

(a- 4- a-) 3 


A > M 


22. Converge 
24 Converge 


Sc^ao 6.2 

1 . /It) = j sen It 

A 

5 


3. fin = - ic- 4 ' 


5. fit) = 2e 'cos2 1 
7. fit) = 2c' cos t 4- 3c' sen/ 

9. /(/) = —2c* 2 ' cos t 4- 5e~ : ‘ sen t 
11. y = i(e 3 ' 4-4e -J ') 

13. y = e'sen t 

15. y = 2c* cos >/3 f — (2/>/3)e'scn v^f 
17. y = rc' - fV + |/V 
19. y = cos >/2 f 

21. y= |(cosr — 2sen t -t- 4c* cosr - 2e'senfi 


2. /in = 2re' 

4. fit) = ^c 3 ' + ?c 11 

6 . /(f) = 2 cosh 2 f — ^ sehn 2 f 

8 . fit) = 3 - 2 sen2/ 4- 5cos2/ 

10. /(/) = 2c ' cos3f — |e - ' sen 3/ 

12 . y = 2 c-' - c" 2 ' 

14. y = c 2 ' - fc 2 ' 

16. y = 2 c"'cos 2 / +■ Ac"'sen 2 1 
18. y = cosh f 

20. y = (cv 2 - 4r '|(<« 2 — 5)cos«jf 4 -cos 2 /| 
22. y = l(e*' — <4cost 4 - 7c'sent) 


5 1 — C~~' 

23. y = 2c"' 4 - fc*' + 2f 2 e*' 24. V(a) = —-: 4- 

1 C"’(A+1) 


25 ' Y{S) a 2 (a 2 4- 1) a 2 (a : + 1) 

29. FIs) = 1/(a - a) 2 
31. Fts) = fil/s** 1 

33. F(s) = 2ft(s - a)/((s - a ) 2 4- b 2 ] 2 
36. (a) r+A 2 V' = A (b)s 2 y" + 2sy'-[s 


a 2 + 4 a(a 2 + 4) 

26. V'(ai = (1 - c"’)/a 2 (a 2 + 4) 

30. FIs) = 2ft(3s 2 - ft 2 )/ls 2 + ft 2 ) 3 
32. FIs) = n!/(j - a) n+l 
54. F(a) = [(a - a ) 2 - ft 2 ]/f(s - a ) 2 + ft 2 ] 2 
i ; 4- a(ct 4- l)jy = —I 


Se^ao 6.3 

7 . (b) /(f) as —2«}(f) 4- 4«j(f) — «7(0 

8 . (b) fit) = 1 - 2i<i(f) 4- 2«:(f) - 2 ha(/)4-«4(0 
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9. (b) /(f) = 1 +« 2 (r)[e-''~ 2) - 1] 

11 . (b) /(f) = f - «i (0 - "2(0 - u 3 (t)(t - 2 ) 

12. (b) /(f) = f 4- U2(0(2 - f) + wj(f)(5 - f) - 

13. F(s) = 2e-’/s } 

g -2xs 

15. F(.v) = —- ^-0 4 -jts) 

17. F(s) = s' 2 [(l - s)e~ 2s - (1 + *)<?-*] 

19. /(f) = fV' 

21 . /(f) = 2 n 2 (f)<?'" 2 cos(f - 2 ) 

23. /(f) = i< 1 (f)f 2 l '-"cosh(f - 1 ) 

26. /(f) = 2 ( 2 f) n 
28. /(f) = ie ,/ 3 (e 2 ''' 3 - 1 ) 

30. F{s) = 5 _1 (1 s> 0 


10 . (b) /(f) = f : + u 2 ( 0 (l - t 2 ) 

I<7(f)(7 — f) 

14. F(s) = e-(s 2 + 2)/s 3 

16. F(s) = -Or 1 + 2e- x ' - 6 p- 4j ) 
s 

18. F(s) = (1 -e~‘)/s 2 

20 . /(f) = |u;<f)[f ?'~ 2 — g-lU-2)] 

22 . /(f) = i/ 2 (f> senh 2 (f - 2 ) 

24. /(f) = U|(f) 4- f< 2 (f) - 16(0 - it 4(0 


32. F(s-) = -[1 - <T J H-4- e~ lns - e (2n+l,,, ] = 

s 

33. F(s) = - s £](-l)V" = s > 0 


27. /(f) = \e~' : cosf 
29. fit) = Je* : « 2 (f/2) 

31. F(s) = s"'(l - + e _2j - e -31 ), s 

] _ g -( 2 n + 2 ls 


5(1 + e~*) 


n=0 


1 4- e~’ 

1 - (1 + s)e~ 


35. £[f(f)} = 

1 - (1 + s)e~‘ n 

37. £(/(0) = y2(1 _ c : —■ * >0 

39. (n) £l/(f)| =.v-'(l-«?-'). i>0 

(b) £(g(f)}=J- 2 (l-e-). 5>0 

(c) £{/i(f)| =i" 2 (l-e”) 2 , i >0 

1 -e" 1 


36. £{/(f)} = 
38. £(/(f)l = 


s > 0 


1 -e~ s 

sd+e-’) 

1 + e-” 

(1 4- s 2 )(l - e~* s ) 


s > 0 


j > 0 


40. (b) £{p(f)l = -y 


,v 2 (l +e-) 


s > 0 


Se^ao 6.4 

1. (a) y = 1 — cosf 4- senf - f/j T (f)( 1 + cosf) 

2 . (a) v = f-'scnf+ £«,(f)ll + e-"-" cosf + e "-"sen i| 

-s« 2 »(f)[l - e - " -2 * 1 cos f - e -‘'- 2 j , »sen f| 

3 . ( a j y = |[1 — H 2 j»( f)]( 2 senf —sen 2 f) 

4. (a) y = h 2 senf - sen It) - j-n 7 (f)(2 sen f 4- sen 2f) 

5. (a) y=| + ie- 2 '-f-'-/f,«(f)lU Je- 2 '- 10 '-*■-*' "-'l 

6 . (a) y = e~‘- c~ 2 ' + u 2 (f)l| - *'''' 21 + W Z " 2 '1 

7. (a) y = cosf + wj„(f)tl - cos(f — 3tt)| 

8 . (a) y = h(t) - u„ /2 (t)h(t - jr/2). h(t) = £(-4 4- 5f 4- 4p -" 2 cosf - 3<r" z scn f) 

9. (a) y = j sen f 4- if - 4*<o(f)[f - 6 - sen(f - 6 )] 

10. (a) y = h(t) + uAt)h(t'-n), h(t) = ±l-4cosr 4 -sen f 4 -4e -' /2 cosf 4-<r' /2 sen f] 

11 . (a) y = «„(/)[i - i cos( 2 f - 2 .t)] - «*,(/)[$ - j cos( 2 f - 6 ,t)] 

12. (a) y = M|(f)/i(f — 1) - i/ 2 (f)/i(f - 2), /i(f) = -1 4- (cosf 4- coshf)/2 

13. (a) y = h(t) - u„(t)h(t - n), h(t) = (3 - 4cosf 4- cos2r)/12 

14. /(f) = [«, 0 (f)(f - fo) - it,„ + k(0(t -to- k)](h/k) 

15. g(0 = K(f)(f - fo) - 2u la+k (t)(t -t 0 -k)+ f/,„ + 2 *(f)(f - t 0 - 2k)](h/k) 

16. (b) it(t) = 4ku 3/2 (t)h(t - |) - 4ku s/2 (t)h(t - |). 

/i(f) = i - (s?7/84)e-" ,8 sen(3/7f/8) - cos(3%'7f/8) 

(d) k = 2.51 (e) r = 25,6773 

17. (a) A: = 5 

(b) y = [u 5 (t)h(t - 5) - u s+k (t)h(t -5- k)\/k, h(t ) = jf - 5 sen2f 

18. (b) /*(f) = [« 4 -*(f) - f< 4 +t(f)l/ 2 A:; 

y = lii 4 - k (t)h(t -4 + k)- u 4+k (t)h(t - 4 - *)]/2Ar. 

)i(f) = i - ie - '-' 6 cos(\/l43f/6) - (-/143/572)e"' /6 sen(v/143f/6) 

19. (b) y = 1 - cosf 4- 2 J2(-l)*w* T (f)[l - cos(f - Acjt)] 

k=l 

n 

21. (b) y = 1 - cosf 4- E ("!)*«*, (f)H -cos(f-fcn-)] 

* = 1 

23. (a) y= 1 - cosf 4-2 E(-l)‘«,n / 4 (f)[l - cos(f - llfc/4)] 
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Se^ao 6.5 

1. (a) y = e~‘cost+ e~‘sent+ Uz(t)e~ t, ~” , send-n) 

2. (a) v = |« T (0sen2(/ - n) - ^u^U) sen2(f - 2n) 

3. (a) y = -t- \e ' + «s<f )f—e -2 ” - *’ + e~"' 5, l + «iii(0[j + -»'-«» _ e -<»-i°i] 

4 (a) y = cosh(r) - 20i/ 3 (r)scnh(r - 3) 

5. (a) y= jsenr- 1 cosf + if'cos Jit + (l/s/2)Mj,(0* _,, " 3 '"sen >/3(f - 3?r) 

6. (a) y = J cos It + scn2(/ - 4.t) 

7. (a) y = sen t + « 2 , (/) sen (f - In) 

8. (a) y = u„/ 4 (Dsen 2 (/ - it/4) 

9. (a) y = « JI/ 2 (/)|l-co$(r-n’/2)] + 3u3 T/ 2(r)sen(l-37r/2)-M b (/)[l -cos(f-2;r)l 

10. (a) y = (l/s/3T)u. T / 6 (f)exp[-j(f - 7r/6)]sem >/3T/4)(f - jr/6) 

11. (a) y = 1 cosf + | sen / - |e~'cosr - ^f'senf + it T j(/)e H ''* /2l sen(f - jr/2) 

12. (a) y = «i(/)[senh(f - 1) -sen(r - l)|/2 

13. (a) -e~ T/ *S{i -5 -T). T = 8^/715 

14. (a) y = (4/yi5)Mi(f)e-"- 1,,4 sen(yi5/4)(f-l) 

(b) f, S 2.3613, y, S 0.71153 

(c) y = (8v/7/21)M,(/)e- , '“"' 8 sen(3v / 7/8)(r- 1); /, £ 2,4569, y, SO,83351 


(d) z, = 1 + jr/2 = 2,5708, y, = 1 

15. (a) At, S 2.8108 (b) k\ S 2,3995 (c) Ar, = 2 

16. (a) <t>{l.k) = |f< 4 _*(/)/i(f - 4 + k) - Uu-kU)h(t - 4 — A)|/2A. /i(f) = l-cos/ 

(b) 0u(O = i/4(f)sen(f-4) (c)Sim 


20 

17. (b) y = £>*„(f)sen(f-A;r) 

2-1 

20 

19. (b) v = Y. M k#/ 2 ( 0 sen(f - A.t/2) 
2 = 1 


18. (b) y= 5Z< — l) A ^ , « 4T (/)sentr - Att) 

2 = 1 
2D 

20. (b) y = 5Z(-l)‘ +1 f< tT/2 (/)sen(f - Avr/2) 
2 = 1 


21 . 


15 

lb) y= Y «. 22 -«w(Osen[f - (2A- 1 )jt] 
2=1 


22. (b) y 


40 

£(-l)** , iiiu 4 (/)scn(f- 11 A/4) 


2=1 


23. lb) y = -4SL E<-l)* + WOtr <, -* n ^senlv.^Mf - A.-r)/20| 


24. lb) y = Y. «(2*-H»(f)«" |,_,2 **"* l/:n sen(s/599(/ - (2A - 1 )tt]/20| 
2 = 1 


Sc^ai) 6.6 

3. senf*sen/ = i(sen/-f cosf) e negativo quando/ = 2.7, ptirexemplo. 

4. FID = 2/i~(r + 4) 5. F(D = 1/(5 + 1)(5 2 + 1) 

6. F (*) = l/sr(s - 1) 7. F{s) = j/C* 2 + l) 2 

8. /(/) = 1 f (i — r)’scn rdr 9./(/)= f e -< '~"cos2rdr 

Ju J o 

10. /(f) = 1 f (/ - rle -1 '-" sen2rdr 11. /(f) = j s 

* Jo Jo 

r(wi +1) rifi +1) 


sen(f - r)jjf(r)dr 


12. (c) f n m (l — u)" dll = 
Jo 

U> Jo 


13. v = — sen to/ + 

to 


r (/ei + ;i + 2) 

sento(f - r)#(r)dr 14. v= / e'" _t) sen(f - r)sent»r dr 

Jo 


15. y = j f e ( ' ,,/2 sen2(f - r)#(r)dr 

Jo 

16. y = e~' /2 cosf - JtT ,/2 sen / + J e ,( '' r>/2 sen(f - r)(1 — f/,(r)]dr 

17. y = 2e -2 ' + fe -2 ' -f f (I — r)e' 2(, ~ r 'y(r) dr 

Jo 

18. y = 2e~' — e -2f + [ - e~ 2( '~ r, ]cosardr 

\ do 

1 

19. y = — / [scnh(f - r)-sen(f - r)|g(r)dr 

2 do 
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20 . 


y= ±cost-\cos2t+ l i J [2sen(f — r) — sen2(f — r)]g(t)dx 


21 . 

22 . 

23. 

24. 

25. 

26. 

27. 

28. 




F(s) 

1 + K(s) 


(a) 0(f) = j (4 sen It -2 sen/) 

(a) 0(f) = cos f 

(b) 0"(f) + 0(f) = 0, 0(0) = 1, 0'(O) = O 

(a) <p(t) = cosh(f) 

(b) 0"(f) - 0W = 0, 0(0) = 1, 0'(O) = 0 

(a) 0(/) = (l-2/ + / 2 )f-' 

(b) 0"(f) + 20'(f) + 0(f) = 2e~', 0(0) = 1, 0 (0) = -3 

(a) 0(f) = \e~ l - g^ 2 cos(>/3f/2) + J-«r' /2 sen(v / 3f/2) 

(b) 0'”(f) + 0(f) = 0. 0(0) = 0. 0 (0) = 0. 0"(O) = 1 

(a) 0(f) =cosf 

(b) 0 ,4 ’(f)- 0(0 = 0. 0(0) = 1, 0'(O) = 0. 0”(O) = -1, 0'"(O)=O 

(a) 0(f) = 1 - ^e' ,/J scn(v/3f/2) 

(b) 0"'(f) + 0"(f) + 0'(f) = 0, 0(0) = 1. 0'(O) = -1. 0"(O)=1 


CAPITULO 7 Sc^ao 7.1 

1. xj ■» x 2 , xj = —2x\ - 0,5x2 2. xj = x;. xj = — 2.x i - 0,5x2 + 3sen t 

3. xj •- x 2 , xi = -(1 - 0,25f _J )X| - r'x 2 4. xj = x : , xj = x 3 , xj = x 4 , xj = x t 

5. xj = x 2 , xj = -4xi - 0,25x2 + 2cos3f, x ( (0) = 1. x : (0) = -2 

6. xj = x 2 . xj = -q(t)X[ - p(t)x 2 + g(f); X| (0) = u 0 . x ; (0) = u’ 0 

7. (a) x t = c\e~‘ 4- C 2 *~ 3 '. *2 = tie - ' — c 2 c -3 ' 

(b) C| = 5/2, c 2 — - 1/2 na solutjao em (a) 

(c) O grdfico se aproxima da origem no primeiro quadrante tangente a reta x, s x 2 . 

8. (a) xj' - xj - 2x, = 0 

(b) x, = ^ - \ e ~\ x 2 = 'ie» - \e- 

(c) O grdfico d assintdtico & reta x, = 2x, no primeiro quadrante. 

9. (a) 2x1 - 5xj + 2x, = 0 

(b) x, = -\S* - ie*. x 2 = \S* - p 

(c) O grafico d assintotico & reta x, = x, no terceiro quadrante. 

10. (a) xj'+3xj +2x, =0 

(b) x t = -le~' + 6e~ 2 ‘, x 2 = —1«~* + 9e* : ' 

(c) O grafico se aproxima da origem no terceiro quadrante tangente h reta x, = x,. 

11. (a) xj'+4x, =0 

(b) X! = 3 cos 2f + 4 sen 2f, X 2 = -3 sen 2f + 4 cos 2f 

(c) O grdfico d urn cfrculo centrado na origem com raio 5 percorrido no sentido hordrio. 

12. (a) xj'+xj+4.25x, =0 

(b) X| = -2e~'* cos 2f + 2e~‘ n sen 2f, x 2 = 2e~'* cos 2f + 2e~'* sen2f 

(c) O grafico e uma espiral se aproximando da origem no sentido horario. 

13. LRCI" + LI' + R1 = 0 

18. yj = yj, yj = y*< w,yj = -(*, + /c 2 )yi + k 2 y 2 + fj(f), 

m 2 / 4 = k 2 y\ - (k 2 + k})y 2 + fj(f) 

22. (a) <2j = | - xoQi + &Q 2 , 0,(0) = 25 

<2j = 3+fij<2> -ie 2 , 02(0) **15 

(b) 0f = 42. Of = 36 

(c) xj = -^x, + ix 2 , xi(0) = -17 

xj = ^X, - 5X2, x 2 (0) = -21 

23. (a) Oj = 3qx - £0. + ^02. 0i(O) = 0? 

02 =92 + 501 - J5oC 2 . 02(0) = 0? 

(b) Of = 6(9<7, + 92 ), Of = 20(3?, + 2 q 2 ) 

(c) Nao 

(d) f < Of /Of < f 
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Se<;ao 7.2 

( b 

1. (a) 15 

( b 

(c) 4 


1 (b) 


7 (d) 14 


, . /—3 + 5/ 
(C) ( 2 4- i 

» (1 , 
(c).(d) ^ 3 
... /3 — 2; 


0/ 

—7 + 2i\ 

2 + 3/J 

7 + 5/\ 

7 + 2// 

-i) 

4 

-1 

-4 


2 -/ \ 
-2 + 3/j 


5 -8 

( 3 + 4/ 

.11+6/ 


<-» (5!2 


«i 

6 - 5/7 
4 - 4/\ 

-4 ) 


4:i,) 


2 + , \ 
-2 - 3i/ 


I?) (b) 


8. (a) 4/ (b) 12-8/ (c) 2 + 2/ 


(d) 16 


(I 1) 


,, -3 


14. Singular 


1 

3 

1 

10 

10 

10 

2 

4 

2 

10 

10 

“To 

7 

1 

3 

in 

10 

10 


15. 0 

\0 

17. Singular 


1 0 
0 1 
1 1 
1 0 


21. (a) 


/ 7c' 

5c-' 

lOc^X 

/ 2c 2 '-2 + 3c 3 ' 

1 + 4c -2 ' — c' 

3c 3 ' + 2c* - c 4 '\ 

-c' 

le-‘ 

2c 2 ' 

4+ 

flj __ 

1 

1 

\ 

2 + 2c" 2 ' + c' 

6c 3 ' + c' + c 4 ' 

V 8c' 

0 

-e* 

2c 2 ' - 3 + 6c- 1 ' 

-1 + 6c* 2 ' - 2e' 

-3c 3 ' + 3c' - 2e 4 7 


(c) I 2c' 


-2c“' 

2c 2 '\ 

f 1 

2c-‘ 

|(e+l) > 

-c-' 

-2c 2 ' (d) (c — 1) 

2 

c _l 

— l(e +1) 

-3c - ' 

4c 2 '/ 

I" 1 

3c- 1 

i 

c + 1 , 
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Se^ao 7.3 


= x 2 ~l, *3 = -j 

3. jq = -c, x 2 = c + 1, x 2 = c 

4. -t, = c. x 2 = -c, x 3 = -c, 

5. .ti = 0, .v 2 = 0. xj = 0 
7. Linearmente independente 
9. 2x , »-3x< 2 >+4x ,,, -x ,4> = 0 

11. x'» + x' 2 '-x (4 > =0 

14. Linearmenle independente 


2. N3o tern solugSo 
, onde c e arbitrdrio 
onde c e arbitrario 

6. X| = C|, X; = C 2 . X 2 = C[ + 2c 2 + 2 
8. x ( " - 5x <: ' + 2x' 3 ’ = 0 
10. Linearmente independente 
13. 3x M, (0 - 6x 2l (t) + x' 3, (/) = 0 

16. A, =2, x" = Q ; A .2 = 4. x' 2 ’ = ([) 


17. A., = 1 + 2i, x‘» = ^ = 1" 2'-. *' 2 * = (i+,) 

18. A, = -3. x"> = (_|): *2 = -1. x' 2 * = ({) 

19. A, = 0. x“> = f j.) ; Aj = 2. x ,2) = 

20. »■—2,«»-(_^) 

21. 1, = -1/2, I'" - h - -3/2. = (j) 



Secao 7.4 

2. (c) W(t) = ctxp J [p n (t)+p 22 (t)]dt 
6. (a) VV (0 = / 2 

(b) x 111 e x'-’ 1 sao linearmente independentes em todos os pontos. exceto cm t = 0; eles sao linearmente 
independentes em todos os inlervalos. 

(c) Pelo mcnos urn coeticiente tern que ser descontinuo em t = 0. 



7. (a) lV(/) = /(/-2y 

(b) x"’ e x (2> s3o linearmentc independentes em todos os pontos. exceto em t = 0 e / = 2; eles sao linear¬ 
mente independentes cm todos os intervalos. 

(c) Pelo menos um coelicientc tern que ser descontinuo em I = 0 e em t = 2. 

/ 0 1 \ 

(d) x' = 2 - 2r f 2 - 2 | x 

\f 2 -2r /2-2 1 ) 
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Sevan 7.5 

1. (a) x = c, ( 2 ) e ' + Cl ** 
3. (a) x =c, (J )e' + <* 

5. (a) x=c t ^_i) c_3,+c : (})' 
7. (a) x = C| + C; Q j e_Z< 

9. X = Cl (!) +Cj ( J.) E 2 * 


2. (a) x = <T| ^ e~ : + c : ^ f :i 
4. (a) x = c, ( ^) e-- 3 ' tr 2 ^ J ^ f 2 ' 
6. (a) x = c, (_}) l? " 2 + c 2 ([) fi 
8. (a) x = c, ^ ~ ) +c 2 ( j je 1 
10. x=c,( 2 _ 4 1 , )^-c:(_))e-" 


11. X = C| ^1 j C 4 ' + C; 2^ + 0 ^ **j ‘' ' 

12. x = Ci ^je'+cj ^ oj<r'+cj ^1 j e* 

( A / 3\ / 0\ 

13. x = E| I -5 I f 3 ' + c: I -4 I e ' 4- C) I lie 3 ' 


r 


i' 


fV 


14. x=C| -4 e'+c; -1 v 3 '+o 2 


-1. 


l-l; 


I °\ l'\ 

I7.«= -2 W2 1 r 1 

V 1 / \0/ 

21). * = c l ([)r+c:Q« 1 

22. x = C| Q+c : (;)r 3 

29. (a) .v', = .t ; , .rj = ~(c/a)x\ - (b/a)x 2 

“<•>—?©'-+ ?u)- 



1 ( 

|\ , 1 /l\ 

- 

16. X=j( 

\) e + 2( 5 ) 


18. x =6^ 2j e* + 5 (-2 j e-' - | 1 j e* 

21. *-c,(J)i*+f:(J)» 4 

23. *-c,(J)r , + n(5)i l 


(c) 7 = 74.39 

31. (a) x = c, f-'/f) e *+ c 2 *-*-'*»*-. 


r,j = (-2±v^)/2: 

f-v 


(- 1 ) 

!: no 

(b) X = C, (,1-l+v^ll + C J 1 

(c) r \2 = —1 ± ■Ja\ a = 1 

32. (a) (Q-c, (,)«-* + « (J) 


,(-i-v/ 2 i(. fl , = _1 ± y/2; ponto de sela 

33 - ( *> (ck-r) -i* 0 


Sevan 7.6 
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2 . 

3. 

4. 

5. 

6 . 

7. 

8. 

9. 

11 . 

13. 

14. 

15. 

17. 

18. 

19. 

20 . 

21 . 

22 . 

23. 

25. 


26. 


28. 

29. 


•) 


/2cos2A /-2scn2/\ 

(*)*=** '(sen2/ ) +C2e { cos2/ ) 

(a) * = C| ( 2 c<»J < +senf) + C2 (-co.V+2! 

(a) x = e,*" 1 ( 3(cos 5 | C / °+ 5 scn|f)) + C4 *"* (*- cosf/V'sen §/)) 

(a)x=cie (^2cos/+senfJ +t2< \- cos/ + 2sen/ J 

/ -2cos3/ \ ( -2sen3/ \ 

(a) x = Ci ^ C0S 3 , + 3sen3// ^ C: \scn3f - 3cos3// 



( ° \ 

e 1 + C 2 e* cos 2/ I + Cje' 
isen2f / 



x = d 



— \fl sen\/2/ 
cos \fll 

-cos -Jit — \/2sen\/2/ 


+ cje - 


\fl cos n/2 / 

senV2t 


(cost - 3sen/\ 
V cos/ -sen/ / 


V Jl cos s/l t -scn\/2 1) 

... - 21 ( cos/ - 5sen/ \ 

10. x = e 11 , . 

\-2cos/ - 3sen// 


12. (a) rsj±( 


(a) r = -l±/ 

(a) r = or ± i (b) or = 0 

(a) r = la ± Va- - 20)/2 (b) a = -n/20. 0. %/20 

(a) r = ±\A - 5or (b) or = 4/5 16. (a) r = j ± J Vlu (b) a = 0. 25/12 

(a)r= — 1-t (b) or = —1.0 

(a)r = ± 1^49-24or (b) or = 2. 49/24 

(a) r = ; Ju - 2 ± s/a'- + 8a - 24 (b) a = -4 - 2/fi). -4 + 2v/l0. 5/2 

(a) r = -1 ± v/BTlk (b) a =-25/8. -3 


,/ cos(-/21n/) \ sen(v^2In/) \ 

1 Vv^senCv^ln/)/ C ' \—v/2cos(./2ln/)/ 

/ 5cos(ln/) \ / 5sen(ln/) \ 

1 (| \2cos(ln/) -fsendn/)/ + \— cos(ln/) + 2sentln/)/ 


(a) r = -1 ±/. -i 


24. (a) r = -J±/. f 0 


(b) 


(0* 


,-r/i f cos(f/2) ^ l/2 / sen(//2) \ 

1 4cos(r/2)/ 


(- 


\4sen(//2)/ 

(c) Use ci = 2, C 2 = - j na resposta do item (b). 

(d) lim /(/) = lim K(f) = 0; nao 

t-*x l-*00 

(b) W.( ) 

V/ \—cos/—sen// \—senf + cos// 

(c) Use ci = 2 e C 2 = 3 na resposta do item (b). 

(d) lim /(/) = lim V(/) = 0; nao 


(b) r = ±iy/k/m (d) |r| e a frequencia natural. 

(c) rf— 1, I '"*( 2 ); 4—4. »*-( J) 

(d) X| = 3ci cos / + 3c 2 sen / + 3 c 3 cos 2/ + 3c< sen 2/, 

*2 = 2 ci cos / -f 2 c 2 sen / — 4 C 3 cos 2 / - 4 C 4 sen 2 / 

(e) x\ = —3ci sen / + 3c 2 cos / - 6 C 3 sen 2 / + 6 cj cos 2 /, 

*2 = — 2 ci sen / + 2 c 2 cos / + sen 2 / - 8 c 4 cos 2 / 
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30. (a) A = 


/ 0 
0 

-4 

V 9/4 


0 

0 

3 

-13/4 


0 \ 
1 
0 
0 ) 



( 1 \ 


/ 1 \ 

(b) r, = i. *<>» = 

1 

i 

; ri = -/', $< 2 > = 

1 

—i 


\ i 


V -« / 

( 

4 N 

\ 



ri = §/, $ <3 > = 


(c) y = c, 


-3 
10/ 

V -¥/) 


r * — —fi> «‘ 4, = 


/ cos/ ^ 


^ sen/ s ' 


cos/ 


sen/ 



+ C2 


+ c } 

—sen/ 


cos/ 


\ -sen/ / 

^ COS / ) 



(e)ci = y. c? = 0, c 3 = j, c 4 =0. 

/ 




4 \ 
-3 
— 10 / 

V 'iij 

4cos|/ \ 
—3 cos |/ 
-lOsenj/ 
jsen\t / 


+ Ca 


4sen|f \ 
-3sen|/ 

10 cos f/ 

\ -ycosff j 


perfodo = 4 .t . 


31. (a) A = 


0 

0 

-2 

1 


0 

0 

1 

_? 


0 \ 

1 

0 

0 / 


(b) n=i. {“« = 

/ i 
l 

i 

; r 2 = -/', £ l2) = 

/ 1 \ 
1 

— i 


\ ‘ / 


\ / 



( 1 \ 


r 1 \ 

r 3 = 75/', $«’» = 

-1 

75/ 

l -75,' ^ 

; p 4 = -75/', *' 4 ’= 

l 

ujI uj| 


/ COS / 


^ sen/ > 


f cos 75 / > 


f sen 75/ > 

cost 


sen/ 


- cos 75 / 


—sen75/ 

—sen / 

-f O 

cost 

+ C 3 

-75sen75/ 

+ Ca 

75 cos 75 / 

\ —sen/ / 

\ COS t ) 


\ v^senv/3/ / 

V —75cos 75/ j 


(c) y = c, 

(e) c| = 1. C; = 0, c 3 = -2, c 4 = 0. 


Se\‘ao 7.7 

1. (b) <*>(/) 

2. (b) <J>(0 

3. (b) <Wf) 

4. (b) <X>(t) 

5. (b) <t>(/) 

6. (b) 4>(/) 

7. (b) «D(i) 


-( 

-( 


-( 

■(' 

-( 

-( 


’-3 le_, + P 

1 

T 

MW 

+ 3 7' 

k - k7 

i e -'/2 + l e -l 

e~' n — e - '\ 

_ '<.-1 
4 C 4 C 

I e -'/ 2 + i e ~'J 

2 er 2 t 


- k — 5 p * 1 

2 e 2 tr 

-k+ky 

|e- 3 ' + P 

-je -3 ' + k 

-*e~ 3 ' + k 

k 3 ' + k, 

cos/+ 2 sen/ 

—5 sen/ \ 

sen/ 

cost — 2sen // 

e~' cos 2/ 

-2e _ 'scn2/\ 

3 e - ' sen 2/ 

e~‘ cos 2/ J 

— |e 2 ' + jf 4 ' 

k 21 - k'\ 

r |e 2 ' + fe 4 ' 

le 1 ' - 1 e*'j 
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(e~‘cost + 2 e~‘ senf 

e 'senf \ 

8. (t>) ^ 5e . senf 

e~' cos t — 2e~'sen t J 

/ — 2 e~ 2 ' + 3 c' r 

-e- 2t + e" 

9. (b) <t >(/) = ~ 4tr ' + 2 eZ ' 

y - 21 - 5 <r' + I3C 2 ' 

V \e~ 2 ‘ - 2 e- - le 2 ' 


j ie' + K 2 ' + |e 3 ' 

-ic' + ic- 2 ' 

10 . (b) 4 >(/)= -fe 1 - |c- 2 ' + e-’' 

ie- - |e- 2 ' 


je- 2 ' - \e~< + ^e 2 ' 


_ -p f — _ i 

3 C 12 C ' 


\e< -e~ 1 '-\e"\ 




V _ U-2' 

3 e 3 c 


-2c 1 + e" 

-\e‘ + r 


e 

W‘t 


17 - (c)x= (“n ) cosw,+ ( 


12. x = ^ j e~' cosh + e ' 


'sen2f 


uo 

-co 2 U(, 


) 


sen cut 


Sc^ao 7.8 

1. (c) x = ciQe'+c : (j) le> + (J) e ' 

2. (c) x = c, Q +c; (i) ^ “ (i) 

3. (c) x = c, (?)*-*+ *[(?)* H + (S) r ‘] 

4. (c) x = c, ^e-' /2 +c 2 (Jj le-' ,: + (-) e ''-j 


(~ 3 \ ( °\ 

5. x = ci I 4 j e~' + c 2 I 1 I c 2 ' + C) 


1 1 re 2 * + |o | e 2 ' 


6. x = ci fl| e 2 ' + C; ^ ojc'+C 3 ^ 1^ e 

7. (a) x=^ + f|e- 2 ' 


\2 + V 

9. (a) + 


y /2 


8. (a)x=(_-;)c'-6(J),c-' 
0. (a) x = 2 ( 2 ) + 14 (_ j) 1 


11. (a)x=f 2^ + 4 | lj re' +3 foj c 2 ' 


12. (a) x = ^ (lj c -/l+i (jj e ' 7,/I 


U) 

X 

II 

n 

l)' +C2 

(l) ,ln ' + ( 0 ) 1 

14. x = Ci ^ 

l) r3+c2 [(!) r3in, -( 

16. (b) (' 

)-(- 




te -/2 + 
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17. (b) x'"(f) 1 j e 2 ' 

(c) x [2, (i) = ^ ljfp i +^lj<r' 

(d) x'”(r) -[ 1 ) U 2 /2)tr' + [ l) tr‘ + (o) e 2 ' 


(e) ^( 0 =e : | 1 f+1 (f 2 /2) + r 

l -1 -l -U : /2) + 3 


V-1 0 

(2 1 0 

J =- 0 2 1 

,0 0 2 


l 1 0 , T '= 3 -2 -2 . 


-3 3 


-1 1 


IS. (a) x‘"<n= ^Oj e'. x 2 '<J) = ^ 2jp' 
(d) x'^f) = ( 4^ le' + ( ()) <•' 


1 

0 

2 ' ^ 

/ 1 

2 

2f \ 

0 


4f 

ou r I 0 

4 

4/ 

2 

-3 

-2/ — 1 J 

\ 2 

_2 

-2f - 1 ) 


/I 2 0 

(f) T = 0 4 0 

k 2 -2 -I 

/! 0 0\ 

J = 0 1 1 

\0 0 1 , 


0 . T 1 = 0 

i \"> 


1 - 1 / 


- 1/2 0 

1/4 0 

-3/2 -1 


19. (a) 


S) ?) 


" = (o t) 


(c) expiJr) = er j 

(d) x = exp(J/)x° 


n 

0 


1 1 

t i 2 /2 \ 

0 

1 

' 

21. (c) exp(Jr) = e” 1 0 

1 1 

\o 

0 

l) 

V 0 

0 1 ; 


Se?ao 7.9 


i.c (j)✓+«(j)«-+1(!)* - J (.;)«■+(!) >-(!) 
z - * - ci (f) ** + ° {-- a ) r * - ($) * * (2/73) *" 

’• « * c > +C: (-c«r+"L«r) + (?)'«•' - - (!)«•' 

4.»- o (J) *-*+«• (!)«* - (!) + 5 (!) 
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5. x = c, (*) + C 2 [( 2 ) t - 5 (?)] - 2 ( 2 ) Inr + ( 5 )- (g) 

6 *= c « 0) + * ("5) e_5 ' + G) inr+ I G)' + B ( l) 

8. * = fi([)^+^(5) tf "' + (o) e ' +2 (l) ,e ' 


-2 


9. x = c‘i 
10 


^e-f 1 + c 2 1 


1 * - c ' (J2) ’"* ct - 5 + § (-1-75)' ' 

(2 +t = (-Jr + "L„,) + ( 1 / 2 ) ,cos! - ( 5 f)—- ( 5 f; 

12* x = I? ln < sen, >- ln( - cos0 " 1' + Cl] (zco^f+Lf) 

+ [f ln(senf)- \t + c 2 ) (_ 

*«*»-(£-£ pr:;:) o.»*—(<:p,) 

— 0 -♦«(!)■ --©^©'-o-'-se)- 

“*- 0 -^e)'- ,+ ©' + B(>- 5 © 


C A I* I T L L 0 n Sc^ao 8.1 

1. (a) 1.1975; 1.38549; 1.56491; 1,73658 

(b) 1.19631; 1.38335; 1.56200; 1.73308 

(c) 1,19297; 1.37730; 1,55378; 1,72316 

(d) 1.19405; 1,37925; 1,55644; 1,72638 

2. (a) 1.59980: 1.29288; 1,07242; 0.930175 

(b) 1.61124: 131361; 1,10012; 0.962552 

(c) 1,64337; 137164: 1.17763: 1.05334 

(d) 1.63301; 1.35295; 1,15267; 1,02407 

3. (a) 1,2025; 1,41603; 1,64289; 1,88590 

(b) 1.20388; 1,41936; 1,64896; 1,89572 

(c) 1,20864; 1.43104: 1.67042; 1,93076 

(d) 130693; 1.42683; 1.66265; 1.91802 

4. (a) 1.10244; 1,21426; 1.33484; 1.46399 

(b) 1.10365; 131656; 133817; 1,46832 

(c) 1,10720; 1,22333; 1,34797; 1,48110 

(d) 1,10603; 1,22110; 1.34473: 1.47688 

5. (a) 0309239; 0322187; 0,539023; 0.559936 

(b) 0.509701; 0323155; 0.540550; 0.562089 

(c) 0,511127; 0326155; 0345306; 0368822 

(d) 0,510645; 0325138; 0.543690: 0.566529 

6 . (a) -0,920498; -0,857538; -0.808030; -0,770038 

(b) -0,922575; -0,860923; -0,812300; -0,774965 

(c) -0,928059; -0,870054: -0.824021; -0,788686 

(d) -0,926341; -0,867163; -0,820279; -0.784275 

7. (a) 2,90330; 733999; 19,4292; 503614 

(b) 2,93506: 7,70957; 20.1081; 52,9779 


COS I 
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(c) 3.03951; 8,28137; 22,4562; 61.5496 

(d) 3,00306; 8.07933; 21,6163; 58,4462 

8. (a) 0,891830; 1.25225; 2.37818: 4,07257 

(b) 0,908902; 1.26872; 2.39336; 4,08799 

(c) 0.958565; 1,31786; 2.43924; 4,13474 

(d) 0,942261; 1.30153; 2.42389; 4,11908 

9. (a) 3.95713; 5,09853; 6,41548; 7.90174 

(b) 3,95965; 5.10371; 6,42343; 7.91255 

(c) 3.96727; 5,11932; 6.44737; 7.94512 

(d) 3.96473; 5,11411; 6.43937; 7,93424 

10. (a) 1,60729; 2,46830; 3,72167; 5.45963 

(b) 1.60996: 2.47460: 3.73356; 5.47774 

(c) 1.61792: 2,49356: 3.76940; 5.53223 

(d) 1,61528; 2,48723; 3,75742: 5,51404 

11. (a) -1,45865; -0,217545; 1,05715; 1,41487 

(b) -1,45322; -0,180813; 1.05903; 1.41244 

(c) -1.43600; -0,0681657; 1,06489; 1.40575 

(d) -1.44190; -0,105737; 1.06290; 1.40789 

12. (a) 0.587987; 0.791589; 1.14743: 1,70973 

(b) 0.589440; 0.795758; 1,15693; 1,72955 

(c) 0.593901; 0.808716: 1,18687: 1.79291 

(d) 0,592396; 0.804319: 1.17664: 1.77111 

15. 1.595: 2.4636 

16. e„+i = [2<pfi„) - l|/i 2 , lc„+i| < [ 1 + 2 maxo<,<i 

e„+i = e 2 '"lr. |e,|< 0,012, |<- 4 | < 0,022 

17. <Vn = [20(r„) - < [1 +2max 0 .,,| !0</>|]/r. 

e„*i = 2|e,| < 0.024. |e 4 | < 0.045 

18. e rt+l =U n + ll^Ci n )+<t>Hl,)]h 2 19. e„.,.| = 119 - 15r„0 l/: (7,,)|/r/4 

20. p„ +l = |1 +Un + <t>Ct„)\-' n )lr/4 

21- e„ + , = |2 — (0(f„) + 2? 2 ] exp| —7„0(7„)( — i„ exp|—2r„0(7„)|)/r/2 
22. (a) 0(0 = 1 + (l/5;r)sen 5tu (b) 1,2: 1.0; 1.2 
(c) 1,1: 1.1; 1.0; 1,0 (d )h < 1/750^^0.08 

24. e„ +l = -i0"(7„)/i : 

25. (a) 1.55; 2.34: 3.46; 5.07 

(b) 1.20; 1.39; 1.57; 1,74 

(c) 1.20: 1.42: 1.65; 1.90 

26. (a) 0 (b) 60 (c) -92.16 27. 0.224 ^ 0.225 


Se^ao 8„ 

1. (a) 

(b) 

(c) 

2 . (a) 

(b) 

(c) 

3. (a) 

(b) 

(c) 

4. (a) 

(b) 

(c) 

5. (a) 

(b) 

(c) 

6 . (a) 

(b) 

(c) 

7. (a) 

(b) 


1.19512; 1,38120; 1.55909; 1,72956 
1,19515; 1.38125: 1.55916; 1.72965 
1.19516; 1,38126: 1.55918; 1.72967 
1.62283; 1,33460; 1.12820; 0,995445 
1.62243; 1,33386; 1.12718; 0.994215 
1.62234; 1,33368; 1,12693; 0.993921 
1.20526: 1.42273; 1,65511; 1,90570 
1,20533; 1.42290: 1,65542: 1,90621 
1.20534; 1.42294; 1.65550: 1,90634 
1,10483; 1.21882; 1.34146; 1,47263 
1.10484: 1,21884; 1.34147; 1.47262 
1,10484; 1,21884; 1.34147; 1,47262 
0,510164; 0,524126: 0,542083; 0.564251 
0,510168; 0.524135; 0,542100; 0,564277 
0,510169; 0.524137; 0,542104: 0.564284 


-0,924650; -0.864338 
-0,924550; -0,864177 
-0,924525; -0,864138 
2,96719; 7.88313: 
2,96800; 7.88755: 


; -0,816642 
; -0.816442 
; -0,816393 
20,8114; 55,5106 
20,8294; 55.5758 


-0.780008 

-0.779781 

-0.779725 
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8 . 

9. 

10 . 

11 . 

12 . 

15. 

16. 

17. 

18. 
20 . 
23. 
25. 


(a) 0,926139; 128558; 2.40898: 4.10386 

(b) 0.925815; 1.28525; 2.40869; 4.10359 


(a) 3.96217; 5.10887: 6.43134: 7.92332 

(b) 3.96218: 5.10889: 6.43138: 7.92337 

(a) 1.61263: 2,48097: 3.74556; 5.49595 

(b) 1,61263; 2.4S092: 3.74550; 5.49589 

(a) -1.44768: -0,144478: 1,06004: 1,40960 

(b) -1.44765: -0.143690: 1,06072; 1.40999 

(a) 0.590897; 0.799950: 1.16653: 1.74969 

(b) 0,590906; 0.799988: 1.16663; 1.74992 

<?„ + i = (38 /i 3 /3) exp(4?„). \e„ +i \ < 37.758 8 /r’ em 0 < t < 2. |e|| < 0.00193389 

e„+\ = (2/i 5 /3) exp(27„). < 4.92604/r 1 em 0 < t < 1, |ei| < 0.000814269 

t'-i+i = (4/i 3 /3) exp(2f„), |e n+ i| < 9,85207/r’em 0 < t < 1, |P|| < 0.00162854 

h S 0.071 19. h = 0,023 

/i = 0,081 21. h S 0,117 


1.19512, 1,38120. 1.55909. 
1.20526, 1.42273. 1.65511. 


1,72956 24. 1,62268. 

1,90570 26. 1.10485. 


1,33435. 1.12789. 0.995130 
1,21886, 1.34149, 1.47264 


Seyiio 8.3 

1. (a) 1,19516; 1,38127; 1.55918; 1.72968 

(b) 1.19516: 1.38127: 1.55918: 1.72968 

2. (a) 1.62231; 1.33362; 1.12686; 0.993839 

(b) 1.62230; 1.33362: 1.12685: 0.993826 

3. (a) 1.20535; 1.42295: 1.65553; 1.90638 

(b) 1.20535: 1.42296: 1.65553: 1.90638 

4. (a) 1,10484: 1,21884: 1.34147: 1.47262 

(b) 1.10484: 1.21884: 1.34147; 1.47262 

5. (a) 0.510170; 0.524138: 0.542105: 0 564286 
(b) 0.520169: 0.524138; 0.542105: 0 564286 

6. (a) -0.924517: -0.864125: -0 816377; -0.779706 
(b) -0.924517: -0,864125: -0 816377; -0.779706 

7. (a) 2.96825; 7 88889; 20.8349; 55.5957 
(b) 2.96828: 7 88904; 20.8355: 55.5980 

8. (a) 0,925725; 1.28516: 2.40860 ; 4.10350 
(b) 0,925711; 1.28515; 2.40860: 4.10350 

9. (a) 3.96219: 5.10890; 6.43139; 7.92338 

(b) 3.96219: 5,10890: 6.43139: 7.92338 

10. (a) 1.61262; 2.48091: 3.74548: 5.49587 

(b) 1,61262: 2,48091: 3.74548: 5.49587 

11. (a) -1.44764; -0.143543: 1,06089: 1,41008 
(b) -1,44764; -0,143427: 1,06095; 1,41011 

12. (a) 0,590909; 0.800000; 1.166667; 1.75000 
(b) 0,590909; 0.800000; 1.166667; 1.75000 


Sc^ao 8.4 

1. (a) 1.7296S01; 1.8934697 

(b) 1,7296802; 1.8934698 

(c) 1,7296805; 1.8934711 

2. (a) 0,993852; 0.925764 

(b) 0,993846: 0.925746 

(c) 0,993869; 0.925837 

3. (a) 1.906382: 2.179567 

(b) 1,906391; 2,179582 

(c) 1,906395; 2.179611 

4. (a) 1,4726173; 1.6126215 

(b) 1,4726189; 1.6126231 

(c) 1,4726199; 1.6126256 
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5. (a) 0.56428577: 039090918 

(b) 0.56428581: 0.59090923 

(c) 0.56428588; 0.59090952 

6 . (u) -0,779693; -0.753135 

(b) -0.779692: -0,753137 

(c) -0,779680; -0,753089 

7. (a) 2,96828; 7.88907: 20.8356: 55.5984 

(b) 2.96829: 7.88909: 20.8357: 55.5986 

(c) 2.96831: 7.88926: 20.8364 : 55.6015 

8 . (a) 0.9257133: 1.285148 : 2.408595: 4.103495 

(b) 0.9257124: 1.285148 : 2.408595: 4.103495 

(c) 0.9257248: 1.285158 : 2.408594: 4,103493 
9 (a) 3.962186; 5.1"' 1 '"' ''.431390; 7.923385 

(b) 3,962186; 5.108903; 6,431390: 7.923385 

(c) 3,962186; 5.108903; 6,431390: 7.923385 

10. (a) 1.612622: 2.4S0909: 3.745479; 5.495872 

(b) 1,612622; 2.480909; 3.745479: 5.495873 

(c) 1.612623 : 2.480905: 3.745473: 5.495869 

11. (a) -1.447639: -0.1436281: 1.060946; 1.410122 

(b) -1.447638: -0.1436762: 1,060913: 1.410103 

(c) -1,447621; -0,1447219; 1.060717. 1,410027 

12. (a) 0.5909091: 0.8000000: 1.166667: 1,750000 

(b) 0,5909091: 0.8000000: 1.166667: 1,750000 

(c) 0,5909092; 0.8000002: 1.166667: 1.750001 


Sefan 8.5 

1. (b) 0j(E) — 0| (f) = 0.001c' -* oc quando E —* oo 

2. (b) 0i (e) = ln[eV<2 - <'')): 0:(Ei = ln|l/(l - E)] 

3. (a.b) h = 0.00025 e suficicntc. (c) li = 0,005 c sulicienie. 

4. (a) y = 4c + (e-’/4 ). (c) O nietodo de Runj’c-Kutla e eslavel para It = 0.25. nias e instavel para li = 0,3. 

(d) li - 5/13 s 0.384615 e sulicientemente pequcno. 

5. (a) y = E 6. (a) >’ = E 3 

Sc(,ao 8.6 

1. (a) 1.26. 0.76: 1.7714. 1.4824; 258991. 2,3703; 3.82374. 3.60413: 

5.64246. 5.38885 

(b) 1.32493. 0.758933: 1.93679. 1.57919; 2,93414. 2,66099; 4.48318, 4.22639; 

6.84236, 6.56452 

(c) 1,32489. 0.759516; 1.9369, 1.57999; 2.93459, 2.66201; 4.48422, 4.22784; 

6.8444. 6.56684 

2. (a) 1.451. 1.232; 2.16133. 1.65988; 3.29292. 2.55559; 5,16361. 4,7916: 

834951, 12.0464 

(b) 131844. 1.28089; 2.37684. 1.87711: 3.85039, 3.44859: 6.6956, 9.50309; 

15.0987. 64.074 

(c) 131855, 1.2809; 23773. 1.87729: 3.85247, 3.45126; 6,71282. 9,56846; 

15.6384, 70.3792 

3. (a) 0.582, 1.18; 0.117969.1.27344; -0.336912,1.27382; -0.730007.1.18572; 

-1,02134, 1.02371 

(b) 0368451. 1.15775; 0.109776. 1.22556: -0,32208, 1,20347; 

-0.681296, 1.10162; -0.937852. 0.937852 

(c) 0.56845, 1.15775; 0.109773. 1.22557; -0.322081, 1.20347; 

-0.681291. 1,10161; -0.937841. 0.93784 

4. (a) -0,198, 0.618; -0.378796. 028329; -0.51932, -0,0321025; 

-0,594324, -0.326801; -0,588278. -0.57545 

(b) -0,196904,0.630936; -0,372643,0,298888; -0,501302, -0,0111429; 

-0,561270, -0,288943; -0,547053, -0,508303 

(c) -0.196935,0,630939; -0.372687, 0.298866; -0.501345,-0.0112184; 

-0361292. -0.28907; -0347031, -0308427 
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5. (a) 2.96225, 1.34538; 
1,29768, 2,46732 

2.34119, 

1.67121; 

1,90236, 1,97158; 

1,56602, 2.23895; 

(b) 3.06339, 1.34858: 
1,3555. 2.5175 

2.44497, 

1.68638; 

1.9911, 2,00036: 

1,63818. 2.27981: 

(cl 3.06314. 1.34899; 
1.35514, 2,51827 

2.44465. 

1.68699: 

1,99075, 2,00107; 

1.63781, 2.28057; 

6 . (a) 1.42386, 2,18957; 
2.9955, 2.83354 

1.82234. 

2.36791; 

2.21728. 2,53329; 

2,61118, 2,68763; 

(b) 1.41513. 2.18699; 
2,97806, 2.82487 

1.81208. 

2.36233: 

2.20635, 2.5258; 

2,59826. 2.6794: 

(c) 1.41513. 2,18699; 
2.97806. 2.82488 

1.81209, 

2.36233: 

2.20635. 2.52581; 

2.59826. 2.67941; 


7. Para h = 0,05 e 0,025: .r = 10,227, y = -4.9294; estcs resultados eslao de acordo com a 
sol 11980 exata atd cinco digitus 

8 . 1,543, 0.0707503; 1,14743, -1,3885 9. 1.99521, -0.662442 


c A P j T U L 0 9 S«(ao 9.1 

1 . (a) r, = -l,f" (l, 2 )';r, = 2 .? :| = ( 2 . l) r (b) pontode sela,instdvel 

2. (a) r, - 2,£" = (l,3) r ;r, = 4,f 21 = (1, l) f (b) no. instdvel 

3 . (a) r, =-l.f" = ( 1 . 3 ) r :r, = l.f :, = ( 1 . l) r (b) ponto de sela, instavcl 

4 . (a) r, = r. - - 3 ;?" = ( 1 . l) r (b) n 6 impr 6 prio,assintoticamcnte estdvel 

5 . (a) /■„/•,■*—1 = (2 ±i. l) r (b) pontoespiral.assintoticamente cstavel 

6 (al r„r, - = (2 ± i. l) r (b) centro,esulvcl 

7. (a) r„r 2 = 1 ± 2i;? u .£ !l ■ (1.1 T i) T (b) ponto espiral. instdvel 

8 . (a) r, =-l,f" = (I.0) r ;r. = -1/4.?= (4,-3) r (b) n<5,assintoticamcnte estdvel 

9 . (a) r, =/\ = 1 :? ’ = ( 2 . l) r (b) no improprio,instavcl 

10 . (a) r,.rj = ±3r,f ",£» = (2,-1 ± 3i) r (b) centro. estdvel 

11 . (a) r, = = - 1 ;£" = (l, 0) f ,{ 1 ' 1 = ( 0 . l) r (b) nd proprio,assintoticamcnte cstavel 

12. (a) r,.r 2 = (1 ± 3/)/2;f = (5.3 ^ 3/') r (b) ponto espiral, instdvel 

13. x a = l,>a- l;r, = y/l,r 2 = -v^; ponto de sela, instdvel 

14. x„ = -l,y„ = 0;r, = -1, r } = -3: no. assintoticamcnte cstavel 

15. ,r 0 = -2,y u = 1; r,, r. = -l ± s/2i: ponto espiral. assinloticamente estdvcl 

16. x u = ylS,y„ - alp. r„ r : - ± sfpli. centro, estdvel 

17. <r > 4km. n 6 , assintoticamcnte estdvel: c 2 = 4km. no improprio. assinloticamente estdvel: c < 4km. pon¬ 
to espiral. assintoticamcnte estdvel 

Sc^ao 9.2 

1. x = 4e~‘, y = 2e~ v , y=x*/8 

2. x = 4e-‘, y = 2t*. y = 32x* 2 ; .t = 4e~ l . y = 0 

3. jr = 4cosr, y = 4senf, .tr+)r = 16; .t = -4senf, y = 4cosf, x 2 +y 2 = l 6 

4. x = y/acos -Jabt. y = - -Jb sen •Jab t: (.r/n) + iyr/b) = 1 

5. (a, c) (-y, 1), ponto de sela. instdvel: (0.0). n 6 (proprio), instdvel 

6 . (a.c) (—v/3/3,-y), ponto de sela, instdvel; (V3/3,—y), centro, estdvel 

7. (a, c) (0,0), n 6 , instdvel; (2,0). n 6 . assintoticamcnte estdvel; (0, y), ponto de sela. instdvel: (-1.3). no, 
assintoticamcnte estdvel 

8 . (a.c) ( 0 , 0 ), n 6 .assinloticamente estdvel: ( 1 , - 1 ). ponto de sela. instdvel; ( 1 .- 2 ), ponto aspiral, assinlo¬ 
ticamente estdvel 

9. (a, c) (0,0). ponto espiral, assinloticamente estdvel; (1 -s/2, 1 +s/2), ponto de sela. instdvel; (1 +>/2 ,1 
— y/l). ponto de sela, instdvel 

10 . (a, c) ( 0 , 0 ), ponto de sela, instdvel; ( 2 , 2 ). ponto espiral, assintoticamcnte estdvel: (- 1 .- 1 ), ponto espiral. 
assintoticamcnte estdvel: (- 2 , 0 ), ponto de sela, instdvel 

11 . (a.c) ( 0 , 0 ). ponto de sela, instdvel; ( 0 . 1 ). ponto de sela, instdvel; (y, y),centro,estdvel; (~.t). centro, 
estdvel 

12 . (a, c) ( 0 , 0 ), ponto de sela, instdvel; (>/ 6 , 0 ). ponto espiral, assinloticamente estdvel: (->/ 6 . 0 ), ponto 
espiral, assinloticamente estdvel 

13. (a, c) (0,0), ponto de sela, instdvel; (-2.2). no, instdvel; (4.4). ponto espiral, assintoticamente estdvel 

14. (a.c) (0,0), ponto de sela, instdvel; (2,0), ponto de sela, instdvel; (1, I), ponto espiral. assintoticamcnte 
estdvel; (- 2 , - 2 ), ponto espiral, assintoticamente estdvel 

15. (a.c) (0,0), n<3, instdvel; (1,1), ponto de sela, instdvel; (3, -1), ponto espiral, assintoticamente estdvel 
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16. (a. c) (0,1). ponto de sela. instavel; (1.1). no, assintoticamente estdvel; (-2.4), ponto espiral. instavel 

17. (a) 4.t J - y 2 = c 18. (a) 4x 2 +y 2 =c 

19 . (a) - 2x) 2 (x + y) = c 20. (a) arctan(y/x) - In Jx- + y : = c 

21. (a) 2.r 3 y - 2 xy + y 2 = c 22. (a) x^y 2 - 3x 2 y -ly 2 =c 

23. (a) (v 3 / 2) - cost = c 24. (a) x 2 +y* - (.t 4 /12) = c 


Sevan 9.3 

1. Linear e nao linear: ponto dc sela. instdvel 

2. Linear e nao linear: ponto espiral. assintoticamente estdvel 

3. Linear centro. estavel: nao linear: ponto espiral ou centro, indeterminado 

4. Linear: n6 imprdprio, insttivel; nao linear: no ou ponto espiral, instdvel 

5. (a. b. c) (0,0): it' = -2 u + 2c, v' = 4n + 4c; r = 1 ± yi7; ponto de sela, instavel 
(-2.2): it' = 4 u. r' = 6tt + 6i*; r = 4,6: nd, instavel 

(4.4) ; u' = -6 u + 6i', v' = -Sir, r = -3 ± •</39i: ponto espiral, assintoticamente estavel 

6. (a. b.c) (0.0):it 1 = it, c' =3c;r = l,3;n6, instavel 

(1,0): m' = -u - v. v' = 2i;r = -1.2: ponto de sela. instdvel 

(0,4):«' = (~4>. v' = (—t)/i - 3c; r = —i, -3; nd, assintoticamente estdvel 

(-1,2);«' = it + r, c' = -2 k - 4c: r = (-3 ± V\1)I2: ponto de sela. instdvel 

7. (a. b.c) (1. l);u' = -c, v‘ = 2u-2v.r = -1 ± i; ponto espiral,assintoticamente estavel 
(-1,1); ii' = -r. i' - -2ti -2v,r = -1 ± v^3: ponto de sela. instavel 

8. (a, b, c) (0,0); it' = ti, v' = (4)e;r = 1.4; no. instdvel 

(0,2):«' = -u, i■' = (-4)n - (4)e:r = -1,-4: nd. assintoticamente estavel 
(1.0): it' = -ii - v.v' = (—-j)«J: r = — 1. -1/4; nd. assintoticamente estavel 

(4.4) :»’ = (-4)“ (y)c, c' = - (j)r:r* (-5 ± >/57)/16; ponto de sela. instavel 

9. (a, b.c) (0.0);u’ = -ti + 2r, c' = u + 2r;r = (1 ± >/T7)/2; ponto de sela. instdvel 

(2.1) ;n' = (-4)ii + 3 c, c' - -2tr.r = (-3 ± v 870/4; ponto espiral. assintoticamente estavel 
(2, -2): ii' = -3r. r' = ir.r - ±</3 i: centro ou ponto espiral, indeterminado 

(4. —2); n’ = -4c. e' = -ii - 2c;r = - I ± V5: ponto de sela. instdvel 

10. (a,b.c) (0,0);n' = ti, v' = v:r= 1,1: no ou ponto espiral. instdvel 
(-1,0): M* = -ti. c' = 2c; r = -1,2; ponto de sela, instdvel 

11. (a, b. c)(0,0);ii' = 2 u + v, v' = ii - 2c; r = ± v '5: ponto de sela, instdvel (-1,1935; -1.4797): u = -1,2399« 
-6,8393c, v = 2.4797h -0.80655c: r = -1.0232 ± 4.1125/; ponto espiral. assintoticamente estavel 

12. (a. b.c) (0. ±2/1.7),/i = 0.1.2. = v. v' = -tr.r - ±i;centro ou ponto espiral. indeterminado 

(2, ± 2(/i - 1)7). n = 1.2,3....; u' = -3c, c' = -u:r = ±v/3; ponto de sela. instdvel 

13. (a. b.c) (0.0); n' = u, v' = v.r = 1. l.ndou ponto espiral,instdvel 

(1.1) ;«' = ii - 2c. c’ =-2 ii + c;r = 3.-l;pontode sela. instdvel 

14. (a, b.c) (1.1); ii' = -ii - v, v' = n - 3r;r = -2.-2: no ou ponto espiral,assintoticamente estavel 
(-1,-1);«' -u + c.c' = n-3e;r = -l ± V5: ponto de sela. instdvel 

15. (a. b.c) (0,0); u' = -2u-v, v' = u- v.r = (-3 ± V3i)l2\ ponto espiral. assintoticamente estdvel 
(-0,33076; 1,0924) e (0,33076; -1,0924); n' = -3.5216 u - 0,27735c, c' = 0.27735« + 2.6895c; r = -3.5092; 
2,6771; ponto de sela, instdvel 

16. (a, b. c) (0,0); ii' = u + c, c’ = -u + c; r - 1 ± i: ponto espiral, instdvel 

17. (a, b.c) (2,2); u' = -Ic.c' = (-4 )m + (4)c;r = (7 ± >/273)/4; ponto de sela, instdvel 

(-2,-2); it' = 4c. c' = (4)« - (4)c;c = (-1 ± ponto de sela, instavel 

(-4,2); m' = -4c. c’ = (4 )u: r = ±vT4i; centro ou ponto espiral. indeterminado 
(-4. -2); u' = 4c. c' = (-I)m; r = ±>/2i: centro ou ponto espiral, indeterminado 

18. (a, b.c) (0,0); ti = 2ii -c. c' = 2ii -4c;r = -l ± v^; ponto dc sela, instdvel 

(2.1) : u' = -3c, c' = 4n - 8c; r = -2, -6; n6, assintoticamente estdvel 

(-2, l);u' = 5u, v' - -4u,r= ±2>/5i: centro ou ponto espiral, indeterminado 
(-2, -4); ii' =10u - 5c, v' = 6u; r = 5 ± V5i: ponto espiral. instdvel 
21. (b, c) Veja aTabela 9.3.1 

23. (a) R = A, 72 3,17 (b) R = A, T S 3,20; 3,35; 3,63; 4,17 

(c) T -*■ n quando A -* 0 (d) A = 7 

24. (b) v c = 4.00 

25. (b) v c = 4^1 

30. (a) dx/dl = y, dy/dt = -g(x) - c(A)y 

(b) O sistema linear 6 dxldt = >\ dyldt - -g‘(0)x - c(0),v 

(c) Os autovalores satisfazem r + c(0)r + g'(0) = 0 
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Se^ao 9.4 

1. (b, c) (0,0);«' = (f)«. v' = 2v: r = 4, 2: no. instSvel 

(0,2);ii' = (|)“.«' = (-j)m -2v\r- 4.-2: ponto de sela. instdvel 
(i, 0); i/' = (-|)// - (j)v, v' = r = -4.}; ponto de sela, instSvel 

= (—i)i/ - (l)u, y' = (—)« - (j)r:r= (-22 ± >/204)/20; n6. assintoticamente estavel 

2. (b, c) (0,0); u' = (4 )*'. v ' = 2y;r = 4.2; no. instavel 

(0, 4); u' = (-4)h. v' = -6» -2v:r= -4.-2; no. assintoticamente estavel 
(4,0); u' = (-4)« - (y)e, v' = (-j)v; r = -y, -4: no. assintoticamente estavel 

(1.1) ; i/' = -it - (2-)u, v' = (-4)« - (4)i ;e= (-3 ± '/l3)/4; ponto de sela, instavel 

3. (b, c) (0,0); u' = (y)it, i’’ = 2c: r = 4. 2: no. instdvel 

(0,2); w' = (-4)“. v' = (-t)« - 2r: r = -4- -2; nd. assintoticamente estavel 

(3,0); u' = (-j)u -3v,v' = (-y)t': r = -4. —y-; no. assintoticamente estavel 

(y. -jtj);= (-y)n - (y)i '. v ' ~ (~^)« _ (^)«■;»■ = -1.80475:0,30475; ponto de sela. instavel 

4. (b, c) (0,0); u' = (y)ti, v' = (y)r; r = 4- y: no, instavel 

(0, y):»’ = (y)«. i'' = (-y)u; r = ±y; ponto de sela. instavel 

(3,0); u' = (-4 )u - 3u, v' = (y)t'; r = -4- •§•: ponto de sela. instavel 

(2, 4): u' = -u-2v, v' - (-■jy)» - (4)i:e = -1,18301;-0.31699; nd. assintoticamente estavel 

5. (b.c) (0.0); it' = it, v' = (4)i , ;r= 1. 4: no. instavel 

(0,4); n' = (-4)ii, v' = (-4 )u - (4)f: r = -4.-4: no. assintoticamente estavel 
(1.0);//' =-« - v, v' = (4)i , :r = -l. 4: ponto de sela, instavel 

6. (b, c) (0.0); it' = it , u' = (4)c: r= 1.4: no. instavel 

(0, y):i/' = (y-)n. r' = (yr)n - (4)>: r = -y. -5/2;ponto de sela, instavel 
(1,0); it' = -ii + (4)i\ v' = (y-)i;r= -1. y-; ponto de sela. insidvel 

(2.2) ; it' = -2 it + v, v‘ = (4 )ii -3v:r= (-5 ± \/3) 2: nd, assintoticamente estavel 

8. (a) Os pontos crfticos sdo.v = O. v = 0:.v = f ,/<T|. _v = 0;.v = 0.y = — 0,y — f.'rr. quando t — oc;os 

vermelhoes sobrevivem 

(b) Os mesmos pontos crfticos que em (a), mas ,t -* t !a,.y —► 0 quando / —*■ -v: os peixes azulados 
sobrevivem 

9. (a) X = (B - y,R)I {I - y,y ; ). >’ = (/?- y : fl)/( 1 - y.y : ) 

(b) X diminui. Y aumenta: sim. se B se tornar menor do que y,R, entao x —► 0 e y — R quando t —» cc 

10. (a) (T|f 2 -Qr 3 €| £ 0: (0,0).(0.f2/<T:).(«i/iTi,0) 

ir,<r. - a : (| = 0: (0,0) e todos os pontos na reta it v + a,v - 

(b) <T|€ ; -o!,f, > 0:(0,0) e um nd instavel; (f|/a,.0) e um ponto de sela; (0,e,/ir.) e um nd assintoticamen¬ 
te estavel 

rr,e,-ase, < 0: (0,0) c um nd instavel; (O.f Ja : ) e um ponto de sela; (<|/rx,.0) e um nd assintoticamente estavel 

(c) (0,0) e um nd instavel; os pontos na reta cr,.v + «,y = f| sao pontos crtticos estaveis, nao isolados 

12. (a) (0,0), ponto de sela: (0,15:0).ponto espiralse yr < 1.11;(2,0), ponto de sela 

(c) y = 1,20 

13. (b) (2 - ^4 - Sa. §o), (2 + v /4 - |a) 


(c) (1,3) e um nd assintoticamente estavel; (3.3) e um ponto de sela 

(d) a,i = 8/ 3; o pon to crftico e (2, 4); >. = 0 . -1 

14. (b) (2 - ^4 - 2a, |a), (2 -I- v '4 - |a, |a) 

(c) (1,3) e um ponto de sela; (3,3) e um ponto espiral instavel 

(d) a„ = 8/3; o ponto crftico 6 (2.4); /. = 0.1 

15. (b) ([3 - v/ 9^4^1/2. [3 + 2a - V^4a]/2). 

([3 + V9=te]/2, [3 + 2a + y/9=to]/2) 

(c) (1,3) d um ponto de sela: (2,4) e um ponto espiral instavel 

(d) a„ = 9/4; o ponto crftico e (3/2.15/4); a = 0.0 

16. (b) ([3 - v/9"^~4a]/2, [3 4- 2a - v/9^1a]/2). 

([3 4- V9-4a|/2, [3 4- 2a 4- </9 - 4a]/2) 


(c) (1,3) d um centra da aproximaqao linear e tambem do sistema linear; (2,4) e um ponto de sela 

(d) a„ = 9/4; o ponto crftico e (3/2.15/4); /. = 0,0 

17. (b) Pi^.O), P 2 (h0),P } (0,a),P 4 (2 - 2a,-1 + 2a).P 4 estd no primeiro quadrante para 0,5 <a < 1. 
(c) a = 0; P, coincide com P t . a = 0,5; P, coincide com P : . a = 1: P t coincide com P x . 


(d) J = 


( 


1 -2x-y 
-0,5y 


—x 

a - 2y - 0.5.t 


) 
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(e) P\ £ um no instavel para a > 0. P ; £ uni no assintoticamentc estavel para 0 < a < 0,5 e um ponto de 
sela para a > 0,5. P, £ um ponto de sela para 0 < a < 1 e um n6 assintoticamente estavel para a > 1. P 4 
e um no assintoticamente estavel para 0,5 < a < I. 

18. (b) P|(0.0), P ; (1,0). P,(0;0,75/a). P,[(4a - 3)/(4a - 2). l/(4a - 2)]. P 4 estri no primeiro quadrantc para 
a 2 0.75. 

(c) a = 0,75; P, coincide com P 4 . 

- 2 .x - y -x 

-0.5)’ ’ 0.75 - 2av - 0.5.v 

(e) P, e um n6 instdvel. P. e um ponto de sela. P, e um no assintoticamente estrivel para 0 < a < 0.75 e 
um ponto de sela para a > 0,75. P 4 e um no assintoticamente estavel para a > 0,75. 

19. (b) P|(0.0),P_,(1.0).P,(0,a),P 4 (0.5:0.5).Alemdisso.paraa= l.todopontonareta.r + v = 1 dumponto 
crttico. 

(c) a = 0; P } coincide com P^Tambem a = 1. 

/ 1 -2x —y -x 

(d) J = ( -(2a- ijy a - 2y - (2a - l).v 

(e) P | e um no instavel para a > 0. P. e P, sao pontos de sela para 0 < a < I e nds assintoticamente esta- 
veis para a > 1. P 4 £ um ponto espiral assintoticamente estavel para 0 < u < 0.5. um nd assintoticamente 
estdvel para 0.5 < a < I e um ponto de sola para a > 1. 



Se^ao 9.5 


1 . 

■) 


3. 


4. 


5. 


6 . 


7. 


(b.c) (0.0); u' = (4)«. i 1 ' = (—4-)i; r = 4- -4-; ponto de sela, instdvel 

(y.3); n' = r’ = 3ii; r = ±y/3i 2;centre ou ponto espiral. indctcrnunado 

(b.c) (0.0 );m' = ii. v' = (-■j)r;r = 1. ponto de sela. instavel 


(i.2);ii' = (- 7 ) 1 '. r' = 11 ; r ±(4)r. centre ou ponto espiral. indeterminado 
(b.c) ( 0 . 0 ); 11 ' = 11 . a' = (- 7 ) 1 ; r = 1 . -ponto de sela. instavel 
( 2 , 0 ); 11 ' = -11 - i\ r' = ( 7 ) 1 ; r - - 1 . 7 ; ponto de sela. instavel 

(1.4) ;n' = (- 7)11 - ( 7 ) 1 '. r’ = ( 7 ) 11 : r=(- 1 >/TTi)/ 8 ; ponto espiral. assintoticamente estavel 

(b. c) ( 0 . 0 ); 11 ' = ( 7 ) 11 , i 1 ' = -r; r = 7 . - 1 : ponto de sela. instavel 

(£. 0 ):ii* = (- 7 )"- ( 77 )''-'' = ( 7)1 ;r = ~. 7 :ponto de sela.instavel 
(1. 7 ); 11 * = —11 — (-e)i’. i ' 1 = ( 7 -)n; r = (—1 ± >/o! 5)/2;no. assintoticamente estdvel 
(b.c) ( 0 , 0 );n' = - 11 . v‘ - <-4)i':r = -l.— 4 :n 6 . assintoticamente estavel 
( 4 . 0 ); 11 ' = ( 7)11 - (tj)ii. r' = -u;r = - 1 . 7 ; ponto de sela. instavel 
(2,0); 11 ' = -3 11 -( 7 ) 1 . 1 ' = (y)r;/’ = -3.4; ponto de sela. instavel 

(4.4) ;"' = (- 7 )" - (sjj)t'. = (j)». f- (-3 — s/39r)''S; ponto espiral. assintoticamente estavel 


(b.c) / = 0. T.2T....: 

r= 7/4.57/4,,..: 
t- 772,3772....: 

t= 3774,7774_: 

(a) y/ca/y/iiY (b) v^3 


// £ um maximo, 
ilHIdl e um minimo. 
II £ um minimo. 
tIH ih e um maximo. 


i/P/i/i e um maximo. 
P d um nidximo. 
ilPhh £ um minimo. 
Pc um minimo. 


(d) A razao das amplitudes da presa e do predador aumenta bem dcvagar quando o ponto inicial se 
afasta do ponto de equilibrio. 


8. (a) 4n//3 2 7.2552 

(c) O periodo aumenta dcvagar quando o ponto inicial se afasta do ponto de equilibrio. 

9 (a) T 2 6.5 (b) T 2 3.7. T 2 11.5 (c) T 2 3.8. T 2 11.1 

11. (a) P,(0,0). p,( 1 /ct, 0), P,(3.2 - 6a): P. se move para a esquerda e P, se move para baixo;eles coincident 
em (3,0) quando a = 1/3. 

(b) P 1 £ um ponto de sela. P, £ um ponto de sela para a < 1/3 e um n6 assintoticamente estavel para a 
> 1/3. P, e um ponto espiral assintoticamente estdvel para a < a, = (>/7/3 - l)/2 s 0.2638. um no assin¬ 
toticamente estavel para a, < a < 1/3 e um ponto de sela para a > 1/3. 

12. (a) P,(0,0). P 2 (a/a. 0). I\[dy. (ala) - (ca/ay)]; P. se move para a esquerda e P, se move para baixo:eles 
coincidem em (c/y,0) quando a = aylc. 

(b) P, e um ponto de sela. P : £ um ponto de sela para a < ay/c e um no assintoticamente estavel para a > 
aylc. P\ e um ponto espiral assintoticamente estavel para valores suficientemente pequenos de a e torna-se 
um n<5 assintoticamente estdvel em um determinado valor a, < aylc. P, e um ponto de sela para a > aylc. 

13. (a, b) P,(0.0) e um ponto de sela: P ; (5.0) 6 um ponto de sela: P,(2;2.4) £ um ponto espiral assintolica- 
mente estavel. 
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14. (b) A mesma populaqao de presas, menos predadores 

(c) Mais presas, a mesma quantidade de predadores 

(d) Mais presas, menos predadores 

15. (b) A mesma populaqao de presas, menos predadores 

(c) Mais presas, menos predadores 

(d) Mais presas, menos predadores ainda 

16. (b) A mesma populaijao de presas, menos predadores 

(c) Mais presas, a mesma quantidade de predadores 

(d) Mais presas, menos predadores 


Se^ao 9.7 

1. r = 1,0= t + ( 0 , ciclo limite estdvel. 2. r = 1,0 = -t + f 0 , ciclo limite semiest6vel 

3. r = 1,0= t + f 0 , ciclo limite est&vel; r - 3,0 = t + ^.solu^ao periodica instavel 

4. r = 1 ,9 = -/ + (,„ soluqao periodica instavel; r - 2 .9 = -t + ciclo limite estdvel 

5. r = 2n - 1,0 = t + t 0 ,n = 1,2,3, ....ciclo limite estdvel 

r = 2n, 9 = t + r„,n = 1,2,3,....soluqao periodica instavel 

6. r = 2,9 = -t +1 0 , ciclo limite semiestdvel 

r = 3 ,6 = -t + f„, solu 5 ao peri6dica instavel 

8. (a) Sentido trigonometrico 

(b) r = 1 ,9 = t + f„, ciclo limite estavel; r = 2 ,9 = t + r,„ ciclo limite semiestrivel; r = 3 ,9 = i + r„, solu$ao 
periddica semiestdvel 

9. r = V2.9 =-I + solu?ao periodica instdvel 

14. (a) fi = 0,2, 7 £ 6,29; = 1,7 £6.66; =5. 7 £ 11,60 

15. (a) x' = y, y = -x + ny - ny 3 / 3 

(b) 0 < n < 2, ponto espiral instavel; n > 2. no instdvel 

(c) A £ 2.16, 7 £ 6,65 

(d) n = 0,2, A £ 1,99, 7 £ 6.31; u = 0.5, A £ 2,03, 7 £ 6,39; 

\i = 2, A £ 2,60, 7 £ 7,65; m = 5. A £ 4,36, 7 £ 11.60 

16. (b) .v' = nx + y,/ = -,v + X = /a ± /; a origem e um ponto espiral assintoticamente estavel para n < 
0 e um ponto espiral instavel para n > 0 

(c) r' =r(fi-r).9' = -1 

17. (a) A origem e um nd assintoticamente estavel para n < -2. um ponto espiral assintoticamente estavel 
para -2 < /i < 0, um ponto espiral instavel para 0 < n < 2 e um no instavel para n > 2. 

18. (a, b) (0,0) e um ponto de sela; (12,0) e um ponto de sela; (2,8) e um ponto espiral instavel. 

19. (a) (0,0), (5«,0), (2,4u — 1,6) 

(b) r = -0,25 + 0,125a ± 0,25 V220 - 400n + 25u : ; a u = 2 

20. (b) X = [-(5/4 -b)± ^(5/4 - b) 2 — 1 j /2 

(c) 0 < b < 1/4: nd assintoticamente estavel; 1/4 < b < 5/4: ponto espiral assintoticamente estavel; 5/4 < 
b < 9/4: ponto espiral instdvel; 9/4 < b: no instdvel. 

(d) b 0 = 5/4 

21. (b) k = 0, (1,1994, -0,62426); k = 0,5, (0,80485, -0,13106) 

(c) k 0 £ 0,3465, (0,95450, -0,31813) 

(d) fc = 0,4, 7 £11,23; k = 0.5, 7 £ 10,37; k = 0,6, 7 £ 9,93 

(e) X, £ 1,4035 


Se?ao 9.8 

1. (b) X = k u $ (1> = (0,0, l) 7 ; k = k 2 . ? (!1 = (20,9 - V81 +40r,0) r ; 
k = k j, $ (3) = (20,9 + V81 +40r,0) r 

(c) X, £ -2,6667, $ (1) = (0,0, l) r ; X 2 £ -22,8277, $ ,2) £ (20; -25.6554;0) r ; 
X 3 £ 11,8277, | <3) £ (20;43,6554;0) r 

2. (c) Xi £ -13,8546; X 2 ,X 3 £ 0,0939556 ± 10,1945/ 

5. (a) dV/dt =—2cr[rx 2 +y 2 + b(z — r) 2 - br 2 ] 

11. (b) c= v/03 : Pi(y/2/4, —V2, %/2); X = 0; -0,05178 ± 1.5242/ 

c = 1 : P\ = (0,8536; -3,4142;3,4142); X = 0,1612;-0,02882 ± 2,0943/ 

P 2 (0,1464; —0,5858; 0,5858); X = -0,5303; -0,03665 ± 1,1542/ 

12. (a) 7,(1,1954;—4,7817; 4,7817); X = 0.1893; -0,02191 ± 2,4007/ 

7 2 (0,1046; -0,4183; 0,4183); X = -0,9614:0,007964 ± 1,0652/ 

(d) 7, £ 5,9 
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13. (a.b.c) c, 2 1.243 

14. (a) P,(2.9577; — 11.8310; 11.8310); k = 0.2273;-0,0097%±3,5812/ 
/M0.04226; -0.1690:0,1690); k = -2.9053:0.09877 ± 0,9969/ 

(c) 7\ = 11.8 

15. (a) /», (3.7668; —15,0673; 15.0673); a = 0,2324:-0.007814 ±4.0078/ 
P 2 (0.03318: —0.1327; 0.1327); k = -3.7335:0.1083 ± 0.9941/ 

(b) r 4 = 23.6 


C A P 1' T U L 0 10 


Sevan 10.1 


1. 

3. 

4. 

5. 
7. 
9. 
11 . 

13. 

14. 

15 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 


22 . 


y = - sen .v 2. y = (cot >/2n cos V2x + sen \TLx)jsf2. 

y = 0 para todo L :y = c, sen .v se sen L- 0 

y = - tan L cosx + sent se cos L ^ 0; nao solugao se cos /. = 0 

Nao tem soluqio 6. v = (—tt sen\/2x + x sen >/ln )/2 senv/2rr 

Nao tem soluqao 8. v = C 2 sen2x + j sen* 


y = C| cos2.v + 1 cosjc 10 . v = |cosx 

y = -fx + |jr 12. y = -^x^ 1 + *(1 -/r^x -1 lnx + |jr 2 

Nao tem soluqao 

k„ = [(2// — l)/2) 2 , y*(x) = sen[(2/i - l)x/2|: «= 1.2,3,... 
k„ = 1(2// - l)/2] : . y„(x) = cos[(2n - \)x/2\: n= 1.2,3,... 

Ao = 0, y«(.r)=l; k„=n ! , y„(x) = cos/i.v; n= 1,2,3,... 
k n = [(2// — 1),t/2/.| 3 , y„(x) = cos[(2/i-1).tx/2L]: n = 1,2,3— 

A u = 0. y 0 (x) = 1; k„ = (//.t/Z.) 2 . y„(x) = cos(/j.tx/Z.); //= 1,2,3.... 

k„ = —[(2>z — 1 ) 7 t/ 2 L] 2 . y„(x) = sen[(2n - 1 ).tx/2Z.]; n = 1,2,3,... 
k„ = 1 + (/zjr/InZ.) 2 , y„(x) = xsen(/ur In.t/ln L); n = 1,2.3,... 

(a) wir) = G(R : - r 2 )/ 4// (c) Q t‘ redu/ido a 0,3164 de seu valor original 

(a) v = k(x* - 2Lx y + L J x)/24 

(b) y = kix* - 2Lr' + L 2 x 2 )/24 

(c) v = kix* - 4Lr’ + 6/,V)/24 


Sevan 10.2 

1. T = 2/T/5 
3. Nao e periodica 
5. T = 1 
7. 7 = 2 


2. T = 1 
4. r = 2L 
6. Ndo £ periodica 
s / =4 


9. /(x) = 2L-x em L < x < 2L: fix) = —2 L - x em-3L < x < — 2L 

10. f{x) = x - 1 em I < x < 2; fix) = x - 8 em 8 < x < 9 

11. fix) = -L —x cm —Z. < x < 0 


n r, , 2Z. ^ (-1)" njrx 

13. (b) /(x) = — > -sc 

7r n 

«=» t 


n~7~ 14. (b) /(x) = | 11! 

rt«l 


sen[(2/i — 1 )nx/L\ 
2 //- 1 


15. (b) /(x) = -J + £ 




16 .(b)/W-i + pE 


. I" 2 cos(2/i — 1 )x (— 1)”“ 1 sennx 
L 7r(2/i - l) 2 n 

cos(2/i — 1 ).TX 


r2Lcos[(2/t - l);rx/Z.] (-l)’ ,+l Lsen(n.Tx/L)' 


17. (b| /M = T +E[ - , 

, ^ 2 nn / 2 \ : m 

18. (b) /(x) = D -- cos T + (-j »en T 

5=1 L 


/ITT 


flTTX 

sen- 2~ 


4 ^ sen[(2/i - 1 )ttx/ 2] „„ _ , 2 A (-l)" +l 

19. (b) fix) = - Y]-=-:- 20. (b) /(x) = - V]-sen nnx 

71 " 2/1 — 1 7T n 

rt=l 5*1 


2 8 v-> (-1)" nnx 

21. (bl/M-5+— 


22. (b) /(x) = - + 

Z 7T 


1 12 A cos[(2/i - 1)ttx/2] ( 2 /-/ 

(2n — l) 2 -T ^ // 


( —1)" /17TX 

sen— 
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11 1 ^(-l)"-5 nnx _._nnx 

23. (b) fix) = - + ^ E — ~ cos — + L [ nhr* - 7 J 7 

n=l «=1 

9 * ri62[(-l)"-l] 27(—1)"1 nnx A 108(-l)"+54 m.tj 

24. (b, /<r>-g + E HW-SV-J T - E „V “"IT 

n=l L n=1 

25. (b) m = 81 26 - ( b ) m = 27 

28. f f{t)dt pode nao ser periddica; por exemplo.seja/(0 = 1 +cosr. 

Jo 


Se^ao 103 

4 ^ sen( 2 /i - l) 7 T.t 
1 . (a) /<*>--£ 

n=l 


2. (a) /(.v) 


2 /i-l 

OC r 2 


OC -j 

7T 

~ 4 (2/i - 

nal 


1 ) 2 tt 


cos(2/i - 1 ).v + 


(-1)" I 

-sen n.v 

« J 


L 4Z. cos[(2/i - l)nx/L] 

o.-ip 


2 4 ^>(-l)" +l 


4. (a) /(.v) = = + -5 £ 


/!' 


COS H7TX 


1 ? x / _ 1 

5. (a) /(.v) = \ + - £ cos(2 " _ Ut 

rt=l 

00 

6 . (a) /(.v) = y + £(n„ cos /mat + />„ sen/mv); 

1 n=l 

1 2(-l) n u _ \ — 1/wr. 

On- w2jr 2 • - j 1/M7T _4/« J rr'. 


7T a 1 COS 

7.C1/M—J+E 

w= l 


/in (-1)" 

cos/i.v-sen 


/i.vj 


n par 
n impar 


max|c’| = 1,6025 cm x = ±n 
max|e| = 1,5867 em.v = ±n 
max|e| = 1,5788 em.v - in- 


lb) /< = 10 
n = 20 
n = 40: 

(c) N3o 6 possfvel 

. . 1 2 1 - cos/in 

8 (a) f(x) = - + — V-j-cos nnx 

L 7T~ *—• n~ 

(b) n = 10 


n = 20 
n = 40 
(c) n = 21 


max|e| = 0,02020 cm x = 0, ±1 
max|e| = 0,01012 em.v = 0,±1 
max|c| = 0,005065 cm v = 0, ±1 


9. (a) f(x) = — -——— sen nnx 

TT II 


,114 I 


,T i —' II 

n=] 


(b) n = 10,20,40; max|tr| = 1 em.v ± 1 

(c) NSo (5 possfvel 


. 1 ^ F6(l - cos/in) mtx 2cos/i.t mix’ 

10. (.)/(«). . +■£ — COS— 

n*a l u 


(b) n = 10 
n = 20 
n = 40 


sup|e| = 1,0606 quando* -> 2 
sup|e| = 1,0304 quando x -* 2 
sup|el = 1,0152 quando x —» 2 


(c) N3o 6 possfvel 

1 r2cos/ir 

M .( a )/„>. 5 + E — 

n=l u 

sup|e| = 0,5193 quandox 


nn 2 — 2 cos nn + n 2 n 2 cos nn 

cos nnx - 


A,3 


IV n 


sen nnx 


(b) n = 10 
n = 20 
n = 40 


(c) Nao 6 possfvel 


sup|e| = 0,5099 quando* 
sup|e| = 0,5050 quando.v 
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. . , 12 A <-D" 

12. (a) fix) = ~— } 2_, sen «^ r 

#1=1 

(b) n = 10; max|e| = 0,001345 em.r = ±0,9735 
n — 20; max|e| = 0,0003534 em.r = ±0.9864 

n = 40; max|e| = 0,00009058 em.r = ±0,9931 

(c) n = 4 

13. y = (a/sen/ir — /isen&/f)/a/(ar — rr). m 2 ^ n 2 
y = (sen/if —/if cos/if)/2/i 2 , or = n 2 

3C 

14. y = £b„(cusen/if - nsenmt)/mim 2 - n 1 ). o>^ 1.2,3,... 

ffs| 

X 

y = £b„(//isen /if - n sennu)/mim 2 - n 2 ) + b,„(sen ml — ml cos ml)/2m 2 . w 


15. y = 

16. v = 


4 a i r i „ , i 

-> —---— ---sen(2/i-l)f- sen«/f 

it w 2 — (2/i — l) 2 [2/i — 1 a) 


1 4 A 

COS (Dt + -—7 (1 — COS ml) + — > 
-rr- (—' 


COS(2/I - 1 ),Tf — COS Oil 


It- ' (2/1 - l)-|a>- - (2/1 — 1 )-7T’ 1 

fl»l 


Sevan 10.4 

1. Impar 
3. Impar 
5. Par 

1 4 A 1 — cos(/ifr/2) nit. r 

14. flX) = - + — > -;-—COS 

4 it - n 2 

#»=l 


2. Nenhuma das duas 
4. Par 

6. Nenhuma das duas 


4 v-, (/i.t/ 2) - scnl/i/r/2) nitx 
fix) — — y — -;-sen- 

rr- t—i n- 


«•! 


2 

tit: 

2 


, , 1 2 A (-1)" 1 (2/i - l)T.r 

15 ‘ < a > /W = j + n ^ l^T C ° S -2- 

n= I 

A 2 / 2 nit \ nitx 

16. (a) fix) =) — I — cos rut H-sen— sen—- 

nit \ nit 2/2 


17. (a) fix) = 1 


lo , 4 ,, , 4 ^ sen(2/i - l).r 


x—> 2 / nit 2nir _ \ 

19. (a) fix) = ) — cos —- ±cos —-2coswr ser 

' /it \ 3 3 / 


/i.t 


. . , 1 1 Asen2/i/r.r 

20. (a) /<*) = - - - V- 

2 a n 

#1= I 

22. (a) 

n n 

#1=1 


. . . L 4L Acos|(2/i — 

21- (a) /(.r) = - + -X: 


«■>! 


(2/i - 


„ . . . it l AT2ff nit 4 i nit nx 

23. (a) fix) = - + - V — sen— + - (cos — - 1) cos — 

4 n tt 2 n 2 V 2 'I 2 

n=l u 


24. (a) fix) = 2 £ -—— sen/i.t 

, n 

#I«I 


, , ,, A r 4ai 2 7t 2 (1 + cos/in’) 16(1 — cos nit) "I nitx 

25. (a) fix) = £ -^- ± - ^T— se "T~ 

n«l J 


4 16 ^ 1 + 3 cos nit nitx 

26. (a) fix) = - + ^ ^-cos — 


3 6 1 - cos nit nitx 

27.0.) jttl-j + pE—— co.— 


6 \ > 1 nitx 

aw-jEj^T 

#i*l 


l)itx/L] 

l) 2 
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28. (b) g(x) = - + £ 


1 ^ 4 cos(M7r/2) + 2 nn sen (nn/2) - 4 nnx 


2^-2 


COS 




n*n 


^ 4 sen {nn/2) - 2nn cos ( nn/2 ) nnx 

h(x) = 22 --— ■ , -—— sen- 


2rr2 


nm 1 




5 12coswr + 4 nnx 

»•»»*“> — 5 +E—sr- «— 

«»1 

x -» 2 

_ »»* rr 


*<*> = "5 £ 


1 ^ rrn 2 0 4- Scoswr) + 32(1 - cosnn) /i;r.r 


sen- 


n J n J 


1 ^ 6/i 2 tt 2 (2cosai^ — 5) 4- 324(1 — cos/i.t) rtT.t 

30. (b) g(x) = - + £-^- cos — 

n«l 


AW 


°° r a 

= L - 

n»l 


cos/w+2 144 cos 
+ - 


nn 


>snn -f-1801 nnx 

-j-j- sen—- 

n 3 rr 3 3 


40. (a) Estenda/(*) antissimetricamente a (L,2L), ou seja.de modo que f(2L - x) = -f(x) para 0 < x < l. 
Depois, estenda esta fun;3o como uma funqao par a (-2JL. 0). 

Sc^ao 10.5 

1. xX' - kX = 0. r + AT = 0 2. X" - kxX = 0. T + klT = 0 

3. X' - MX' + X) = 0. r + AT = 0 4. [p(x)X'\ + Xr(.t)AT = 0. T" + XT = 0 

5. N3o e separsivcl 6. A"* + (x + /.)AT = 0. Y" - >. Y = 0 

7. u(x,t) = f-^^'sen 2nx - e~ 2sao *' , sen5jix 

8. n(.t.rj = 2« , '* 3 ' /l6 sen(^jf/2) - e~* 2,/A sennx + 4e~* J 'sen 2 .t.v 

„ 100^2, 1-cosna- nnx 

9. H(x.r) = — 2_,- e ,/1MO sen-r=- 


«■! 

x 


n 


40 


.. 160 r ->sen(/i.T/2) . Mll nnx 

10. iHx.t) = —-- > ——* 1/1600 sen-— 

-2 t— «2 40 


;r 


«■! 


nnx 

1(7 


II u{x n = 100 y, cos(»iff/4) - cos(3/m/4) ^„ v: , /IM> , ^ 
n ^ n 

n—1 

12. n(x.f) = — > 2 —'— e -» « »/i«w scn ——- 

n ^ n 40 

13. 1 = 5, n = 16; r = 20. n = 8; t = 80. /i = 4 

14. (d) t = 673.35 15. (d) t = 451.60 

16. (d) r = 617,17 

17. (b) r = 5, x = 33,20; t = 10, .r = 31,13; t = 20, x = 28,62; t = 40. .r = 25,73; 
/ = 100, r = 21.95; i = 200, .* = 20,31 

(e) t = 524,81 


200 ^ 
18. u(x.t) = — } 

t r 


1 - cos n,T 


rt 3 * 2 a 2//400 


sen 


nnx 

20 


(a) 35,91°C (b) 67,23°C (c) 99,96“C 

19. (a) 76.73 s (b) 152.56 s (c) 1093,36 s 

21. (a) awu, - bw, + (c — bS)w = 0 (b) 5 = c/b se b / 0 

22. A"' + n 2 X = 0. Y" + U 2 - n 2 )Y = 0, 7” + a 2 k 2 T = 0 

23. r-’/T + r«' + (A 2 r - ^ 2 )W = 0, 0" + n 2 & = 0, T + o 2 A 2 7 = 0 


Se^ao 10.6 

1. u = 10 + |jc 2. u = 30 - l.r 

3. u = 0 4. ii = T 

5. m = 0 6 . u = T 

7. « = 7-(l + Jt)/(1 + L) 8. m = 7(1 + L - .r)/(l + L) 

„ , , , ^70cosnar+50 nnx 

9. (a) u(x,t) = 3x +y - e /4t)0 sen-— 

nn 


n«l 


20 


(d) 160.29 s 
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10. (a) /(at) = It, 0 < x < 50; /(.t) = 200 - 2ar. 50 < x < 100 
00 
X 

5 


(b) u(x,t) = 20- ^ + £c (t e' U4nV ' /<l “ , Sen^ 1 


800 war 40 

c„ = sen —- 

n-it- 2 mi 




(d) u(50,n -*■ lOquandof -* oo;3754 s 

X) 

11. (a) n(jr.f) = 30 - x -t- y^c B g~ iri, ''-' ,0l> sen^p. 

>i=i 

60 , , 

C„ = —— r [2(1 —COS Ml) — n JT (1 + COS/ITT)) 
/i 3 jt 3 

12. (a) u(x.t) = — + Y'c n e~''' : ' 2a '' ,l ' cos 

* t: L 


c„ - 


0. n (mpar; 

-4/(/r - l);r, n par 
(b) lim,-.* u(x.r) = 2/n 

13. (a) u(Xft) = ^ + cos 

9 40 

nm\ 

160 , 

c„ — - —T (3 + cos/itt) 

3fl-7T 2 


(c) 200/9 

(d) 1543 s 


n * x 
cos 


14. (a) H(x.f) = + 

n»l 

50 / mt mi \ 

Cn = ™ ( sen T -sen T/ 

15. (b) u(x.i) = ^c n r'' 2 "* l ’'"* 0 ‘ ,/J '‘scn 

»=i 2 

2 f L , (2n - l)nx 

Cn = zJ ^ U)sen— 


2L 


- </.v 


16. (a) mx.t) = y c„t'~' : ' 1 ~ l '" , ~ ,/3wl<l scn 

n=I 


C„ = 


120 


I£U 

—-—r-^|2cos«^ + (2/i - l)7r] 

(2/1 - 1) Z 7T- 

(c) x„ aumcnta a parlir de x = 0 e chega a x = 30 quando t = 104,4. 

17. (a) m(x. r) = 40 4 - c,c~°"' l)i|, ‘ ,/M00 sen 1 >Tt . 

/»•! 

40 

c "= ~ (2m - 1),rl 
(2/i -l) 2 7r 2 


19. i/(x) = 


T a [f + (L/a)~ 1 ] • 

•fi -Lz* _!_1. 

L a ? + (L/a)-lJ 


0 < x < a. 


a < x < L, 


onde £ = k 2 Az/k\A\ 


_ £ + (Z-/a) 

20. (e) M„(x.f) = e -M »“ : 'sen/x„x 

21. a 2 v " + j(x) = 0; v(0) = 7~i. i/(L) = 7": 

w, =a 2 u'„; u’(0,f) = 0, w(L.i) = 0, u'(x. 0) = f(x) — v(x) 

22. (a) l'(x) = 7, + ( T 2 - T\)(x/L) + kLx/2 - fcor/2 

v - * mix 160(cos/it — 1) 

(b) w(x,t) = 2_^c n c * 7 sen—c n =--- 

, 20 n } 7T 3 

n=l 

23. (a) i*(x) = Tj + (7% - TiJx/L + kLx/6 - *.t 3 /6L 
(b) w(x,t) = ^ c„c' V,/400 sen^. 
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Segao 10.7 

8 ^ 1 nn nnx nnat 

1. (a) «u.o = ^E^ sen T sen_ r cos_ r 

flat 

8*1/ nn 3 nn\ nnx nnat 

2. (a) «(.t,f) = ^E^(sei T +se n —jsen —cos — 

n= 1 

32^2 + coswr nnx nnat 

3. (a) u(x, 0 = ^E —- sen — cos ~r 

/l=l 

4 J^$en(nn /2)sen(nn / L) nnx nnat 

4. (a) u(x, t) = - E---~ sen — C ° S T" 

n=»l 

8Z. ^ 1 nn nnx nnat 

5. (a) u(x.t) = ^jE ^sen —sen—sen— 

0=1 

8Z. ^4sen(/ur/4)+sen(3//;r/4) /itz-.v n.Tfl/ 

6. (a) «U.0 = ^E- J? - sen -T sen — 

n=\ 

32 L ^ coswr 4- 2 /i.t.y /urar 

7. (a) «(.v.f) = —r E- 1 -sen —sen 

r/TT 4 z -' « 4 L 


L 

in. 

T. 


4L ^-,sen(nn/2)sen(nn/L) nnx nnat 

8. (a) u(x.t) = —j > -;-sen-;—sen- 

tf/r* 

n=l 

^4 (2n - l)7r.r (2/i - 1 ).t«Z 

9. titx,t) = > c„ sen-—-cos 

n=1 


2 L 
(2n - 1);ta: 


2 L 


c„ = 7 f f(x) sen 

8 1 (2n — l)?r 

. (a) i/f.c.f) = — > --sen-:-sen 

jr " 2n — 1 4 


(2« — 1 )3T (2/i — 1 )jt (2/7— Dtt.v ( 2 / 1 — l)nat 


2 L 


2 L 


cos 


2 L 


512 ^4 (2n — 1 )tt 4-3cos/(tt (2/7 - 1 )tt.v (2/i — 1).t/z/ 

a. ( a) «u.i) = p- E — tl m tl 
0=1 

14. (b) <f>(x + at) representa urna onda movendo-se no sentido negalivo de .v com velocidade a > 0. 

15. (a) 248 ft/s (b) 49, 6 .th rad/s (c) As frequencias aumentam: os modos permanecem inalterados. 
21. rR'" 4 rR' + q 2 r - n 2 )R = Q. (-)" + n 2 & = 0, T" + k 2 a : T = 0 

23. (b) a„ = ay/1 + (y 2 L 2 /n 2 n 2 ) (c) y = 0 


20 / nn 2nn 3/itt 

24. (a) c„ = r 2sen —-sen-;-sen-^- 

n 2 n 2 \ 2 5 5 


Sevan 10.8 


, , . , ^ nnx , nnv 2/a f nnx 

l. (a) u(x,y) = > c„sen-senh— c„ =—r-——— / g(.v)sen 

e —‘ a a senh(/i.T/>/a) /, a 


tlx 


n-1 


... 4a .^4 1 sen(/ 77 r/ 2 ) nnx , nnv 

(b) u(x,y) = -r > — —-—--sen-senh — 

n J " /7 2 senh(/7^&/a) a a 

- , . v' nnx nn(b — y) 2/a 

2 . M(.r,y) = > c„sen-senh-—, c n = 

‘—‘ a a 


[ a nnx 

/ /i(.v)sen- ax 

Jo a 


senh(nnb/a) 

nnx nn(b-y) 


.... . v- 1 iii . nnx nny ^ nnx , nn(b 

3. (a )u(x,y)=) c'"senh-— sen—- 4- > c„’sen--senh- 

“ b b *—• a a 


M) = 


2/b 


" senh(nna/b) J Q 

(b) c <n =--- c ,2 > = - 

" nn scnh(nnafb )' " 

Co 


f b ,, . nny (2) 2/u [“ nnx 

/ /Cv)sen — c^*’ = ———— /i(.r)sen- 

Jo b senh (nn b/a) J {) a 


senh ( nnb/a) 

2 (n 2 n 2 — 2) cosw.t + 2 

n 3 ar 3 senh (nnb/a) 


d) 


5. u(r,6)= — + E r ~ n (C/i cos nd + k„ sen nO ); 

n=I 

a" r 2 * a n r 2 * 

c„ = — / f(6)cosn0dd, k„ = — / f(9)scnn9dd 
ti Jo n Jo 
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* 2 r T 

6 . (a) w(r.^) = y^ c„r”senn0, c„ =—- / f(9)senn9 d9 
~ 71 a " Jo 


(b) c„ = 


n=l 

4 1 - cos «jr 
;ra" n J 


7. M(r,0) = Vc n r" T '°sen^^ t c„ = (2/a)a'' r ’ ° f f(9) sen^^ rft) 

^ Jo * 

8 . (a) u(x. v) = Y" c„e~"' y “sen^-, c„ = - f f (x)sen^- dx 

o a J 0 a 


(b) c„ = ——-r (1 - cos wr) (c) >’o = 6.6315 


^-y , nnx nny 2Inn 

10 . (h) n(.r.y) = Cq+ > c„ cosh — - cos —-, c„ = 


b ~~~ b ' senh(/nra/fti J 0 

11. u(r,9 ) = Cn 4- ^ p”(c„ cos n0 + k„senn9 ), 


n«l 


, «7ry 
vlcos —— dv 
b 


n=l 


1 /■ . l r 1 ' 

c„ =-r / g(9)cosn9d0, k„ =-- / g(4)sen/i4<M: 

«!«"■' 7(1 /Mra"* 1 Jo 

/•*» 

a condiifiio ncccsstiriu ti / g(0) dO — 0 . 

2 /a r , 

Jo 


. v mrx , nnv 

12 . (a) v) = > c„scn-cosh . c„ = 

a a 


n=l 

4 asen(a .7 2) 
(b) c„ = - 5-7 


cosh(/i. 7 ft/<i) 


HJTX , 

risen- dx 

a 


n'-n'- cosh(/i7ft/a) 


^ ( 2 / 1-1 )7tx (2/i — 1 

13. (a) uix.y) = > c,scnh -—-sen—— 

/■ fr r, . < 2 " _ 1 >»> j 

senhl(2/i - l);ru/2ft| J n fW 2b 

32b 2 


c ,i = 


n=l 

2/h 


* 11,1 (2/i - l) 3 jr'senh[(2/i - l)/rfl/2ft| 

,. , . c 0 v A tinx .mty 

14. (a) hu. v) = —f- + > c„cos-senh-•. 

2 — 1 a a 


Co 


- 1 /* 

n/> Jo 

(b)c 0 


rt- 


g(r) </.v, c„ = 


2 /a 


f 




senh(/nrft/a) 

24a J (l 4- cos/i. 7 ) 


/ 1,7 r 

g( v) cos- dx 

u 


Cn — 


/i J 7 r 4 senh(/! 7 ft/a) 


, an 4aa »—> cos[(2/i l)7.r/a|cosh[(2/i - l).T;/a| 

16. (.1 (2, t - h : cosh|(2,i- ll.fc/.l 


C A P i T U L 0 II Sevan 11.1 

1. Homogenea 2. Nao homogenea 

3. Nao homogenea 4. Homogenea 

5. NAo homogenea _ 6 . Homogenea 

7. (a) </>„(*) =senyA„r. onde v/I^ satisfaz Vk = - tan </k tt, (ft) Nao 

(c) Ai = 0.6204, Aj S 2.7943 

(d) k„ = (2/i — 1 )-/4 para n grande 

8 . (a) </>„(.«) = cos v^.t, onde satisfaz Vk = cot v/A; (ft) NAo 

(c) A, S 0.7402, AjS 11,7349 

(d) A„ = (/i - 1 ) 2 tt - para n grande 

9. (a) 0 B U) = sen V%ir + cos v/A^r. onde -Jk~„ satisfaz 
(A — l)sen\/A — 2>/Acos\/A = 0; (ft) NAo 

(c) A, S 1.7071 % Ai = 13,4924 

(d) A n = (n ~ D 2 ir J para n grande 

10. (a) Para n= 1,2,3. <t>n(x) =sen/i„.r — n„ cos|/„.r e A„ = — n 2 n , onde n„ satisfaz 

H = tan/i. 

(b) Sim: A 0 =0.^o(Jt) = 1 -x 
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(c) X, = -20.1907, X 2 s -59,6795 

(d) Xu S -(2 n + l)V/4 para n grande 

12. n(x) = e~** 13. ft(x) = 1/x 

14. fi( x) = e" 15 - /*(*) = (1 - Jr)- 1/2 

16. X" + kX =0. T" + cT + (k + ka 2 )T = 0 

17. (a) six) = e* (b) X„ = n 2 rr 2 , <p„(x) = e'sennnx; n = 1.2.3... 

18. Os autovalores positivos sao X = X„. onde satisfaz Jk = (•|)tan(3v / A/-.): as autofunqOcs associadas 
sao 0„(.v) = e : 'sen(3v/X^.r). Se L = |, X„ = 0 e um autovalor com autofungao associada </>„(*) = .re' 1 '; 
se l * 4-. X - 0 n3o e autovalor. Se L < y, n3o existem autovalores negativos: se L > V4, existe um au- 
tovalor negativo X = ondc n 6 uma raiz do ^ = (j)tanh(3^Z.); a autofumjao associada e <t> ,(.t) = 
e-'senh(3/i.v). 

19 NSo tern autovalores reais. 

20. O tinico autovalor e X = 0; a autofum;ao associada e <p(x) = x -1. 

21. (a) 2sen%/X - v/Xcos v^X = 0 

(c) X, S 18.2738. X 2 S 57.7075 

(d) 2senh v //Z - ^cosh yjl = 0, n = -X 


(e) X.i 2= -3,6673 

24. (a) X, = n * H , onde n„ e uma raiz de sen \iL senh nL = 0, logo X„ = (n.-r//,) 4 ; 

X, S 97.409/L 4 . X : S 1558,5/L 4 , 4 > n (x) =sen(nnx/L) 

(b) X„ = n*. onde uma raiz de sen/zLcosh/iL - cos/iLsenh/zf- = 0; 

, seniz„.rsenh/i„L-sen/i„Lsenh;i n .r 

Xi S 237.72/L*, *: = 2496.5/Z. 4 . - 

(c) X„ = n* n . ondeji„ e uma raiz de 1 + coshftZ.cos/zZ. = 0: X, S 12,362/A. 4 , 

X 2 = 485.52/L 4 

[(sen^nX-senh/r,|.v)(cos+ cosh■+ (sen n„L + senh/z„f.)(eosh n„x - cos/ 2n .t)| 
~ cos u„L + cosh u„L 


25. (c) 0 n (.vl =senv^X„.v. onde X„ satisfaz cos y/kH L - y\/K Lscn^ki, L =0 


fd) X, S 1.1597/L 2 . X 2 S 13.276 /L 2 


Se^ao 11.2 

1. <t>„(x) — y/2snn(n — ll.T.t; zr = 1.2.... 2. <p„(x) = v^cos(/i - i).T.r; «=1,2,... 

3. 0o(x) = 1. <p n ( x ) = y/l cos mi .t; n = 1,2.... 

>/2cos -fZ^X 


4. <t>„(x) — 


. onde X„ satisfaz cos ^/ki, — >fk„ sen = 0 


(1 +sen 2 -/Tn) 1 ' 1 

5. </>„(•*) = >/2e'sennnx\ n = 1,2, 

7 " “ (2/t - l) 2 * 2 ’ 

2V2 

8 - a " = ——— (1 -cos[(2/t - 1 )zr/4]|; /t = l,2.... 


2y/2 

b. a„ = — -—: n = 1.2.... 

(2n - 1 ).t 


9. a n = 


(2 n - 1)jt 
2y^scn {n - 4)(z r/2) 
(n — i) J 7r : 


; n = 1,2,... 


Nos Problemas de 10 a 13, a„ = (1 4-sen 2 v/XJ l/2 e cos -JK - Jk~„s>enJk' n = 0. 


10. a n 
12. a„ 


>/2sen y/ki, 

Vk„a n 1 " = 
\/2(l -cosVx;) 
X«a n 


1 , 2 .... 

n = 1,2,... 


11 . a„ 

13. a n 


\/2(2 cos -Jkn - 1) 

k„a„ 

■j2scn(y/k„/2) 

-- : " 

V kn&n 


14. N3o 6 autoadjunto. 15. Autoadjunto. 

16. Nao e autoadjunto. 17. Autoadjunto. 

18. Autoadjunto. 

21. (a) Se a. = 0 ou = 0, nSo existe o termo de fronteira correspondente. 

25. (a) X| = jt 2 /L 2 ; 0,(x) = sen(^.r/f.) 

(b) X t = (4,4934) 2 /L 2 ; ^,(x) = sen>/x7x - >/x7.rcos y/kl L 

(c) X| = (2 jt) 2 /L 2 ; <t> i(x) = 1 — cos(2nx/L) 

26. Xi = n 2 /4L 2 : (.r) = 1 — cos{nx/2L ) 


n = 1,2,... 

= 1 . 2 ,... 
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27. (a) X" - U /D)X‘ + /.X = 0, *(0) = 0, A"(L)=0; T‘ + kDT=0 

X 

(c) cf.t.n - y a„e " 0 'e' x,2D senn n x. onde X„ = //; 4- (i' J /4/7 2 ); 

n=i 

4/7/i;, / e “ :n f(x)scnii„xitx 

a n = -—- 5 - 

\2LDn z n + i sen*/x„L) 

28. (a) ii, + cm, = Dm,,. m(0./) = 0, m,(£,/) = 0, w.t.O) = -c 0 

X 

(b) m(.t./) = y b„e~ r ''e"' /7D scnn„x. onde X„ = /<; - (ir/4D 2 ); 

n=l 

^ 8t \,D : n : i2Dn„e~' L w cosn„L 4- i>e _lX -’"sen m*/. - 2Dn„) 

(*'- - 4D 2 /i 2 )(2/./)/i 2 + e sen 2 //»/.> 


ScfSo 11J 

. „ A (-lr^sen/i.T.r 

1. v = 2 > ———-- 

im*.t- — 2)mt 


2-.v = 2 L 


(-l)" +l sen(n - j)mat 
[<m- i) 2 ?r 2 -2](M- 1) 2 t 2 


, 1 , ^ cos(2 n — 1 )jr.v 

3 ' V " _ 4 " 4 A f(2n - 1>2 jt= - 

nm 


4. y = 2y 


(( 2 m - l ) 2 * 2 - 2 |( 2 m - l) 2 ;r 2 
(2 cos y/k^, - 1)cos y^.ic 


««* I 


X„lX„ — 2)11 - sen' y/K.) 


, A sen(MT/2)senMT.v 

5 - >■= 8 y - 4 — 

‘—’ (M-.-r-— 2 )m-.t- 


ft-9. Para cada problema. a solu<;ao e 

y = E c - 0 „(.v). c„ = / 


f\x)<j>„{x)dx. /t # a,,. 


10 


onde </>„(.v) e dada nos Problcmas de 1 a 4. respcclivamente. da Se?ao 11.2. e X„ e o autovalor associado. No 

Problema 8. o somatorio comeqa em // 0. 

1 1 1 / 1 \ 

. a = - \ = — cost v + — I.t — - I +■ rsenT.r 

11. Nao tern solu<;ao 12. narbilrario. y = ccost.v + a/it 1 

13. a = 0. y = csen.T.v - i.v/2jt) sen/r.t 17. i’(.v) = «-</> — u)x 
18. i>(.v) = 1 - i.t 


19 . ulx.t) = s /2 1 1 sen™ 


- | - v ' T: '|scn(i»- 111. C. = 


—; (2« — I ) 2 t 2 


(2m - 1) 2 tt 2 


M = 1 . 2 .... 


X 

20 . u(x.l) = s /2 y - e* 1 "') +a n e~ x *’ 

, * n ~~ * 


cos y/K,X 


"■I 
v^sensAn 


a„ = 


(I + serr v/XJ l/2 ’ 
■72(1 -coss/Xj 


s/A(l+scn 2 s/^) 1 " X„(l +sen : sAj' * 

e X„ salisfaz cos v 0.„ - yfk n sen</X^ = 0. 

21 . MU.f) - 8 y Sen( y /2 ' (l — «r-" J * ,, )sennjrx 
*— m 4 jt 4 


n=l 


22. tax ,/)= v^E 


c n (e~‘ —e~ yn l/ 2 r * J, )sen(M — j)t.v 


— 


2 s/ 2 ( 2 m - 1 ).t + 4 v/ 2 (-l)" 


n«l 


(m — j) 2 jr 2 — 1 ' ” (2/i - 1) 2 jt 2 

23. (a) r(.v)u', = l^(.r)u.',| r - < 7 (x)ia', u>(0,/)=0. u>(l,/i = 0. u>(.r,0) =/(.t) - u(x) 

4 x i 

24. M(.r.f) = .r - It + 1 + - El 


4 A (’ ,2 "-" :,I 'sen(2M - l)T-t 


2 m- 1 


25. u(x.t) = -cos/rr + e <H ' 14 cos(3/r.t/2) 

31-34. Em todos os casos a soluqSo 6 y = f (I(x.s)f(s) its. onde G(x.s) e dado a scguir 

J\i 
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31. G(x,s) = 

32. G(.x,s) = 

33. G(x,s) = 

34. G(.r,s) = 


1 — jc, 0 <s<x 
1 — S, X < s < 1 

s(2-x)/2. 0 <s<x 

x(2 - j)/2, at < s < 1 
cosssen(l- a:)/cos1, 0<s<a: 

sen(l — s)cos.t/cosl, *<s<l 

s, 0 < s < x 

x, x < s < 1 


Se^ao 11.4 

1. v = V' , Cn — Ja(y/K,x). c„ — ( f(x)My/T„x)dx / f xJ^VK,x)dx. 

' f Jo 

s/K satisfaz Jo(\/k) = 0. 

2. (c) V =-E ~- Ju(y/KnX)\ 

ft—l 

c„ = 2 J f(x)dx\ c„-j f(x)MVK,x)dx jxJ-[^x)dx, n = 1.2,...; 
•JK satisfaz J' 0 (sfk) = 0. 

3. (d) a„ = J xJ^s/K,x)f(x)dx j J xjj(y/>Zx)cLx 

y = V . Ln JdV^x), c„ = f f(x)J k (JT n x)dx / f xJl(^%x)dx 
f-f *■» - P Jo /Jo 

H= I 


(e) 


4 . (b) .V = P;„-|(.V). C„ = f 

~iK-d Jo 


f(x)P 2n -\(x)dx 


r j J P'i,-i(x)dx 


Se^ao 11.5 

1. (b) m(?,2)=/« + 1), k(?,0) = 0, 0<?<2 

«(0, /;) = w(2, /;) = 0. 0 < i/ < 2 

2. u(r,t) = Y'k n Jo(X„r)seny„al, k„=-^-f rJ»(k„r)g(r) dr / / rJ^>.„r)dr 

n = j •/(] / •/() 

3. Superponha a solugao do Problenia 2 e a do exemplo [Eq. (21)] no texto. 

6. u(r,z) = y'c, 1 <r‘ i " : y u (X„r). c„ = f rj 0 (k„r)f(r)dr / f rj-{k n r)dr, 

n-1 •'U / ■'0 

e A.,, satisfaz /oM = 0. 

90 

7. (b) u(r,0) = jc 0 ^u(^p) + ]TV„,(&/■)((>„,senwfl + c„,cos m9), 

I 

i p 2 " 

b,„ = — / f(0)sznm0d0\ m = 1 , 2 ,... 

ftJmWC) Jq 

• , 

c m = — — ■ / f (0) cos mOdd: m = 0,1,2_ 

nJ„,(kc) J a 

8. c„ = jf rf(r)J 0 (k n r) dr j jf r-/ ( >(A.„r) r/r 

10. = ^c„p"P„(s), onde c„ = L f(arccoss)P„(s) ds //.: P;,(s)ils: 

P„ e o/i-6simo polinomio de Legendre es = cos <p. 


Sevao 11.6 

1. n = 21 2. (a) b m = (-t) m+1 >/2//rar (c)n = 20 

3. (a) b„, = 2\/2(l - cos/«n-)/w 3 7r 3 (c) n = 1 

7. (a) f 0 (x) = 1 (b) Mx) = V3(l - 2x> (c) f 2 (x) = V5(-l +6.r- 6.v 2 ) 

(d) go(x) = 1, gi(x) = 2x — l, g 2 (x) = 6x 2 - 6x + 1 

8. P u (x) = 1, Pi(.r) = at, P 2 (x) = (3.r 2 - l)/2, P } (x) = (5.r 3 - 3.r)/2 



